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详 从 打 嘻 


数学 ,这 门 古老 而 又 常 新 的 科学 ,已 阔步 迈进 了 21 世纪 

回顾 过 去 的 一 个 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 代 都 更 牢固 地 确立 了 它 
作为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 . 数学 正 突破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领 
域 渗透 ,并 越 来 越 直接 地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 . 同时 ,数学 作为 一 种 文 
化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 . 因此 ,对 于 当今 社会 每 一 个 有 文化 的 人 十 而 言 , 不 论 他 
从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数学 ,了 解数 学 和 运用 数学 . 现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 
未 来 的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 

另 一 方 而 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 科学 的 核心 部 分 引 向 高 度 抽象 化 
的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 . 这 样 ， 
提高 数学 的 可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当务之急 . 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 平 相应 并 且 是 数学 水 平 提 
高 的 基础 , 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 教育 的 长 足 进步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 
早 在 60 年 代 , 华 罗 庚 、 吴 文俊 等 一 批 数学 家 亲自 动手 撰写 的 数学 通俗 读物 ,激发 了 一 代 
青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 , 改革 开放 以 来 ,我 国 数学 界 对 传播 现代 数学 又 作 
出 了 新 的 努力 . 但 总 体 来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国家 相 比 沿 有 差距, 我 国 数学 要 
率先 赶 超 世 界 先进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 赶 起 乃 是 一 个 重要 的 环节 和 迫切 的 他 
务 ,为 此 ,借鉴 外 国 的 先进 经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 著 译 从 》 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 ,引进 国外 优秀 数学 科普 读物 扒 
动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 数学 赶 超 世 界 先 进 水 平 的 宏伟 工程 页 献 力量 . 从 
书 的 选 题 计划 ,是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 上 讨论 确定 
的 , 所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 公众 好 评 的 佳作 . 它们 在 内 容 上 包括 
了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ; 有 的 循循善诱 启迪 数学 
思维 与 发 现 技巧 ;有 的 富 于 哲理 靖 释 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联系 ;等 等 ,试图 为 人 们 提 
供 全 新 的 观察 视角 ,以 窥探 现代 数学 的 发 展 概 狐 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 彩 

从 书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 . 为 此 从 书 中 适当 纳入 了 不 同 层次 
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的 作 蜗 ,以 使 包括 大 中学生; 大 .中 学 教师 ;研究 生 ; 一 般 科 技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 
都 能 开卷 受益 . 即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 丛书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 的 . 现代 数 
学 是 一 株 分 支 众多 的 大 树 ,一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 隔 
行 如 阳 山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 文 的 联系 ， 

需要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 尤 其 是 科普 详 蔡 的 出 版 并 不 景 
气 . 在 这 样 的 情 损 下 ,上 海 教育 出 版 社 按照 国际 版 权 公 约 , 不 异 耗 资 购买 版 权 ,组 织 翻 详 
出 版 这 套 《 通 俗 数 学 名 著 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 . 参加 本 丛书 翻译 的 专 
家 学 者 们 ,自愿 抽出 宝 侦 的 时 间 来 进行 这 类 通常 不 被 算 作成 果 但 却 能 帮助 公众 了 解 和 砍 
觉 数 学 成 果 的 有 益 工作 ,同样 也 是 信 得 肯 定 与 提 佛 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 .引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 值得 高 兴 的 是 ,这 项 工作 
从 一 开始 就 得 到 了 数学 界 许多 人 士 的 改 同 与 支持 ,特别 是 数学 大 师 陈 省 身 先 生 两 次 为 从 
书 题词 ,使 我 们 次 受 鼓 舞 . 到 目前 为 止 , 这 套 从 书 已 出 版 了 13 种 , 印 数 大 多 请 万 ,有 的 已 
经 是 第 四 次 印刷 ,这 对 编译 者 来 说 确 是 令 人 欣慰 的 信息 . 我 们 热切 希望 广大 读者 继续 关 
心 \ 扶 植 这 项 工作 ,使 4 通俗 数学 名 堵 译 丛 》 的 出 版 获得 更 大 的 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎接 数学 科学 的 新 的 黄金 时 代 , 让 公众 了 解 . 襄 爱 数学 ,让 数学 走 进 下 家 
万 户 ! 


《通俗 数学 和 名著 译 外? 编 委 会 
2001 年 8 月 
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数学 是 人 所 创造 出 的 最 简单 的 系统 的 学 科 , 比如 说 , 它 远 比 物 理学 、 历 史学 和 经 济 学 简单 

它 之 所 以 简单 是 因为 它 只 限于 现实 的 很 有 限 的 负面 , 十 个 人 就 是 十 个 很 复杂 的 心理 和 生理 有 机 
体 ， 其 结构 与 功能 我 们 只 是 部 分 地 了 解 . 与 之 相 比 , 想 要 认识 并 保持 其 数 为 10 这 个 数量 上 的 事 
突 却 是 微不足道 的 事 . 一 块 木 做 的 三 角形 是 说 不 清 有 多 少 个 复杂 的 分 子 被 复杂 的 力 联 在 一 起 . 
不 论 是 分 子 的 结构 还 是 把 它们 联结 在 一 起 的 力 ， 甚至 最 伟大 的 物理 学 家 也 未 能 完全 懂得 , 但 是 
数学 家 只 研究 其 三 角形 的 形状 ,完全 不 管 其 分 子 结构 与 力 ， 数学 所 关心 的 概念 的 简单 性 几 平 保 
证 了 ,由 数学 所 确定 的 关于 这 些 概念 的 事实 必然 也 是 最 基础 的 .尽管 有 这 种 简单 性 ,大 多 数 人 全 
然 抱 想 数学 难于 尝 握 ,尽管 它 在 生活 的 几乎 每 一 步 都 有 惊人 的 效用 ,因此 应 该 引起 兴趣 ， 这 些 人 
仍然 姐 着 数学 . 
一 个 本 质 上 简单 的 学 科 却 难于 学 习 ， 这 件 怪 事 很 大 部 分 容易 解释 . 有 些 困 难 是 表面 的 : 其 一 
是 调 汇 . 交 学 家 用 一 些 对 普通 人 很 生僻 的 词 来 表 这 从 实际 带 物 中 抽象 出 来 的 概念 . 如 * 四 边 形 ? 
和 “平行 四 过 形 "* 有 -- 一 些 在 其 他 领域 通 不 到 的 特定 的 精确 作 意 ,要 研究 数学 就 得 学 着 用 . 然而 谁 
也 不 会 争辩 说 学 会 用 新 名 词 就 是 主要 际 确 ， 学 会 用 新 名 词 当然 不 是 一 种 愉快 的 消磨 时 光 的 于 
意 , 它 是 另 一 码 齐 , 但 其 困难 决 不 会 大 于 学 会 法 说 词 汇 、 

另 一 个 看 得 见 的 ,但 同样 是 表面 的 困难 是 使 用 符号 .我们 要 解决 二 个 问题 ,以 某 些 已 给 的 信 
轧 为 基础 决定 一 个 未 知 效 , 设 此 来 知 数 是 某 一 个 长 度 以 尺 计 的 数字 . 用 工 去 代表 这 个 长 度 ,而 在 
以 后 就 只 用 特 号 过 而 不 去 说 这 名 长 一 条 话 ,肯定 是 有 利 的 ， 然而 使 用 着 叶 不 会 产生 任何 概念 
的 困难 . 

人 们 设想 到 的 第 三 个 因 难 是 手 象 性 , 但 是 由 于 基本 的 抽象 让 概念 是 直 按 来 日 常 经验 的 ， 
人 人们 心中 很 容易 保存 它们 的 含 审 ,事实 上 ,数学 家 不 断 地 诉 诸 物 理 对 象 和 物理 图 像 ,以 便 不 忘记 
这 些 抽象 概念 的 售 意 , 古 希 腊 数 学 家 用 小 石子 代表 各 类 对 象 , 用 小 石子 学 会 了 自然 数 的 基本 事 
卖 , 频 便 说 一 下 ,* 讨 和 营 ” 一 词 ， 广义 地 即 表 示 任 一 个 算术 或 代数 寺 程 ， 它 的 英文 字 Caleulus 的 拉 
丁 语 源 就 是 小 石子 . 黄 至 更 部 级 的 数学 抽象 如 微 积 分 学 中 所 学 的 导数 和 积分 ， 说 到 底 户 这 些 初 
等 概念 仅 一 上 之 盯 ; 基 至 微 积分 的 概念 也 有 图像 的 和 物理 的 意义 . 要 学 会 这 些 拍 象 概念 ,出 学 习 
初等 概念 并 不 要 求 更 高 的 智力 . 
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有 一 个 在 数学 轿子 里 相当 流行 的 故事 ,体现 了 数学 家 其 实 是 用 图 像 来 思考 的 . 一 位 教授 在 
给 班 上 学 生 讲 定理 的 证 明 时 突然 中 间 停 往 了 . 他 走 到 黑板 角 上 , 西 儿 个 图 , 想 一 想 , 然 后 壤 掉 这 
些 图 继续 讲 他 的 证 明 . 这 个 故事 也 揭露 了 教学 方法 的 其 些 侧 面 ,就 用 不 着 说 明白 了 . 

学 习 数 学 还 有 一 些 可 能 比较 本 质 的 障碍 . 小 学 .中 学 和 高 等 学 校 剖 是 为 了 使 我 们 准备 好 走 
向 生活 ,我 们 都 必需 准备 好 进入 20 世纪 的 复杂 的 文明 ,但 要 有 充分 的 准备 , 需 学 的 东西 很 多 . 学 
科 的 次 序 安排 ,以 及 在 各 学 科 之 内 各 个 课题 之 先后 ,还 有 教育 的 进度 ,都 是 为 了 保证 这 种 准备 . 
然而 ,为 了 走向 生活 而 作 的 有 效 的 训练 ,要 求 以 辆 竹 理 解 为 代价 ,至 少 在 数学 中 是 如 此 . 

数学 的 完成 了 的 形式 是 一 系列 概念 .一 系列 程序 ,例如 求解 菜 种 类 型 方程 的 方法 , 还 有 一 系 
列 事实 ,例如 定理 , 当然 ,程序 和 定理 都 要 通过 证 明 来 确认 . 要 想 教 会 人 这 些 数学 的 元 素 , 最 容易 
的 方法 似乎 莫 过 于 用 这 些 概 念 ,过 程 、 定 理 与 证 明 的 最 终 的 、 确 定 的 形式 去 元 学 生 . 但 是 数学 是 
一 门 老 学 科 , 它 的 某 些 重大 的 成 就 可 以 起 溯 到 公元 前 3000 年 , 过 去 五 千 多 年 里 数学 家 不 瓜 模 大 
地 扩大 了 这 个 学 科 的 领域 ,而 且 当 他 们 一 步 步 扩大 其 领域 , 当 他 们 不 断 认识 了 新 的 客体 和 现象， 
当 他 们 不 断 改 进 自己 的 理解 ,他 们 也 就 重 塑 了 这 些 概 念 、 程 序 与 证 明 来 把 这 些 成 就 组 合 起 来 .这 
些 订正 了 的 版 本 有 许多 就 不 再 清晰 易 江 了， 

此 外 ,数学 的 分 量 在 增加 , 景 好 把 它 组 织 起 来 ,使 关于 问 一 主题 的 许多 定理 有 侣 逻辑 的 次 
序 . 每 一 门 学 科 的 基础 是 公理 ,后 面 就 是 一 时 定理 ,每 一 个 定理 都 用 公理 和 前 面 已 证 的 定理 来 证 
明 . 把 结果 按 这 样 的 合 于 运 辑 的 次 序 来 安排 ,这 种 需要 就 迫使 数学 家 找 出 新 的 .不 其 自然 .不 其 
明白 的 证 虹 . 结果 是 许多 证 明 都 被 除去 了 它们 的 直观 ,透明 和 易于 理解 的 面 角 , 而 被 十 分 人 为 的 
证 明代 着 了 - 这 种 逻辑 表述 使 人 想起 大 文 束 撒 乌 尔 ， 约翰 进 (Samul Jobnson) 的 一 件 软 事 . 他 曾 
对 一 个 人 讲解 了 一 个 问题 ,此 人 仍 感 不 满足 , 坚 请 他 作 进一步 的 解释 , 约翰 过 多 少 有 些 生 气 ， 央 
刻 地 回答 说 :“ 我 已 经 给 了 你 一 个 论证 ,我 没有 义务 再 给 你 一 个 解释 . ” 

表述 上 的 有 效 性 似乎 导致 忽视 数学 的 另 一 个 特点 ,而 这 个 特点 对 于 理解 数学 却 是 至 关 重 要 
的 , 数学 本 血 是 一 副 骨 营 . 数学 的 血肉 和 生命 在 于 用 数学 做 什么 , 有 意义 的 数学 (也 存在 没有 意 
义 的 数学 ) 要 为 一 种 目的 服务 ,这 种 目的 用 笛 卡 儿 的 话 来 说 ,就 是 使 人 咸 为 大 自然 的 主人 和 占有 
者 数学 的 意义 在 于 数学 本 身 之 外 ,正如 好 的 文学 作品 的 意义 在 于 纸 面 上 文字 的 堆积 之 外 , 下 炉 
得 数学 就 要 知道 为 什么 需要 这 个 结果 , 它 和 其 他 结果 关系 如 何 , 用 它 可 以 做 些 什么 事 ， 

学校 由 于 它 的 目的 和 义务 繁多 ,有 时 能 够 ,有 时 又 不 能 够 给 数学 种 更 有 启发 性 的 讲法 . 友 
这 于 此 的 学 生 必 须要 走 得 远 一些 , 导 求 一 种 完全 的 知识 . 要 对 数学 有 较 彻底 的 理解 与 领会 ,新 必 
须 去 掉 那 些 纤巧 的 细节 ,深入 到 其 深 晨 的 思想 之 中 } 要 知道 它 的 上 的 和 用 处 ,知道 创造 它 的 人 们 
的 动机 ,以 及 这 些 概念 和 结构 的 创 生 背景 ， 
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本 书 收入 的 论文 实质 在 于 有 助 于 理解 数学 . 它们 的 目的 不 是 给 出 平淡 无 奇 的 信息 或 学 一 门 
课程 时 必需 学 握 的 技术 细节 以 便 去 学 下 一 门 课 , 而 是 给 出 内 在 的 洞察 . 这 些 文章 不 止 给 出 了 太 
石和 次 辑 的 灰 浆 ,而 是 给 出 宏大 的 店 宇 ;它们 用 广阔 的 视野 去 补足 细节 ;它们 一 改 日 复 一 日 与 符 
号 各 过程 打交道 的 模式 ,注入 了 繁 高 主题 ,给 人 以 激情 . 

由 不 同 作者 就 不 辐 主 题写 的 一 系列 论文 不 能 代替 系统 的 攻读 和 技术 的 掌握 , 它 更 像 征 一 个 
万 花 简 , 它 的 色 影 给 纷 的 闪光 给 人 以 启 发 .激情 和 灵感 -一 一 而 这 正 是 一 切 教育 的 主要 目的 . 


1968 年 上 月 
克 革 因 (Morris Kline) 
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几 里 得 的 《几何 原本 》, 第 一 部 现存 的 数学 经 典 , 激 励 了 一 百代 大 的 数学 事业 ; 它 茎 是 人 
区 大 类 智慧 的 胜利 , 却 又 是 教学 法 上 的 大 不 地 . 整个 世界 从 这 部 经 典 中 学 到 了 数学 诈 明 的 
下 观念 和 数学 知识 的 整体 的 逻辑 结构 的 概念 , 当然 也 学 到 子 宝贵 的 知识 . 但 是 太岁 的 知 
识 分 子 , 也 包括 太 多 的 数学 家 ,误解 了 欧 几 里 得 的 鞭 作 的 意义 ,落成 了 关于 数学 的 址 于 实 姓 的 概 
念 ' 他 们 断言 ,数学 就 是 纯粹 的 逻辑 的 发 展 . 它 从 明确 陈述 的 公 剖 和 定义 开始 ， 对 定义 中 界定 了 
的 数学 概念 演绎 地 证 明 种 种 结果 .. 
欧 几 里 得 在 他 的 大 约 成 书 于 公元 前 300 年 的 著作 中 :; 并 没有 完全 包括 数学 家 在 前 此 整 半 
百年 间 所 做 的 一 切 , 他 也 没有 打算 这 样 做 . 数学 家 值得 对 于 知识 的 整 笨 帮 演 绎 的 组 织 , 如 欧元 里 
得 对 开 何 学 所 作 的 那样 , 先 必 须 创 造 这 些 素 材 , 而 这 查 花 上 妃 十 年 其 鞋 几 百 年 : 和 冰 辑 组 织 刷 一 
样 ,创造 的 工作 不 是 从 一 个 论证 一 步 步 地 得 出 下 一 个 论证 ,而 且 每 ~… 步 都 得 到 某 个 公理 或 也 得 
到 的 绪论 的 支持 . 创造 的 过 程 所 和 包含 的 是 摸索 ,犯错 ,猜测 和 假设 . 要 掌握 一 个 关键 的 概 痊 ,形成 
“外 猜想 并 找 出 一 个 证 明 , 需 要 的 是 想像 力 . 直 党 .预见 、 洞 察 、 实验 、 偶然 的 联想 .好 返 ; 稻 昔 的 
工作 和 和 巨大 的 耐心 
的 狂 , 放 弃 某 一 种 猜想 或 者 放弃 一 条 路 线 而 苯 循 另 一 条 更 有 希望 的 道路 , 可 能 需要 理性 
维 , 但 整个 数学 创造 过 程 却 犹如 著名 的 物理 学 家 布 里 奇 曼 (P, W. Bridgman) 所 说 ;是 要 “用 休 的 
心 去 做 最 不 像 话 的 事 , 没 有 任何 禁忌 ”. 许多 大 数学 家 都 攻 寺 一 沾 问 题 而 失败 ,后 太 再 接 上 来 解 
决 子 它 . 这 美 事例 说 明了 在 创造 过 程 中 有 多 少 个 人 心智 的 劳苦 , 运 非 我 们 从 最 终 的 证 明 中 大 到 
的 那 种 系统 的 .有 次 序 的 论证 ， 四 
创造 性 的 活动 ,对 学 生来 说 则 是 再 创造 的 活动 ;是 数学 的 心 胜 . 正 是 在 这 种 活动 中 ， 数学 家 
创造 了 最 高 威 就 , 亮 服 了 最 大 的 围 难 并 使 数 学 这 门 学 科 职 得 了 最 有 意义 的 进展 , 创造 过 程 不 你 
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在 解决 已 有 问题 时 必 不 可 少 , 没有 新 观点 .新 研究 方法 和 新 目标 的 创造 ,数学 就 会 反 反 复 复 重新 
组 织 老 的 证 明 ,使 它们 更 如 严格 ,在 这 样 的 过 程 中 日 趋 枯竭 ,丧失 生命 力 . 对 已 经 得 到 的 知识 , 重 
新 排列 其 步 枝 ,安排 其 定理 的 次 序 来 构成 一 个 演绎 的 组 织 ,这 时 常 需 楼 创意 ,但 从 总 体 上 说 ,这 
更 像 是 把 书本 重新 排 一 个 次 序 ,而 创造 的 活动 , 却 可 以 比 作 和 罕 书 . 数学 给 人 的 满足 一 一 获得 猫 物 
时 的 兴奋 ,发现 的 激动 ,成 就 的 感觉 ,以 及 成 功 时 的 欢乐 一 一 更 多 更 强烈 的 是 在 创造 性 的 工作 之 
中 ,而 不 是 在 最 后 按 演绎 的 模式 来 重 写 论证 之 中 ， 

虽然 已 经 搞 好 了 的 数学 必须 要 演绎 地 陈述 ,这 部 分 是 想得到 协调 的 结构 ,部 分 是 由 于 要 检 
验证 明 的 步骤 ,逻辑 模式 的 价值 却 远 远 小 于 人 们 常 相信 的 程度 . 在 从 公元 前 3000 年 到 公元 1900 
年 这 么 多 世纪 中 ,数学 家 是 逐步 地 学 到 了 现在 包 仿 在 复数 系 中 的 各 种 数 以 及 这 些 数 的 运算 (第 
下部 分 戴 维 的 文章 中 总 结 了 这 个 发 展 ). 到 每 一 类 数 及 其 运算 终于 被 纳 人 数学 之 中 时 ,数学 家 早 
已 知道 这 些 数 是 什么 ,知道 它们 一 定 有 哪些 性 质 了 . 在 19 世纪 最 后 几 十 年 里 ,数学 家 才 决 定 要 
建立 复数 系 的 逻辑 的 展开 ,其 原因 不 在 这 里 说 了 , 这 样 他 们 才 去 寻找 公理 ,使 得 能 由 之 对 着 类 数 
未 推导 出 其 性 质 ,而 其 实 他 们 早已 知道 这 些 性 质 成 立 了 , 要 寻找 关于 这 些 数 的 性 质 的 新 知识 ,或 
者 要 保证 它们 有 这 些 性 质 , 妇 辑 框架 其 实 是 多 余 的 . 

过 分 看 重 数学 的 多 辑 结构 还 有 别 的 原因 , 数学 家 早 就 知道 ,直觉 的 坚信 之 超过 逻辑 ,犹如 太 
阳 的 光辉 超过 苍白 的 月 光 . 数学 家 们 以 各 种 不 同 的 方式 认识 到 这 个 真理 . 柏拉图 认为 ,数学 真理 
独立 于 人 业 而 存在 于 某 一 世界 中 ,而 且 人 类 心灵 通过 冥想 可 以 认识 这 些 真 理 . 销 卡 儿 (Des- 
cartes) 断 育 :“ 只 有 在 传 村 已 知 知 识 时 才 会 用 到 逮 辑 ， ”数学 家 勒 册 格 (Henri Lebesgue) 指 出 ;" 退 
辑 能 使 我 们 拒绝 某 些 论证 却 不 能 让 我 们 相信 任何 一 个 论证 . “阿达 玛 (Jacques Hadamard) 还 说 
过 修 辑 只 不 过 是 批准 直觉 的 请 求 . 贝 西 科 维 奇 (A. S. Besicovitch) 说 过 一 句 控 苦 的 话 ; 大 数学 家 
之 所 以 有 名 基因 为 他 们 发 表 过 许多 错误 的 证 明 , 也 是 指 的 这 样 的 真理 , 当然 他 用 不 着 补充 说 ,这 
些 人 猜想 为 真 的 定理 仍然 是 正确 的 而 且 最 终 也 得 到 了 钦 辑 证 明 , 大 数学 家 在 一 个 定理 的 逻辑 证 
明 给 出 以 前 就 知道 这 些 定理 必定 为 真 ,而 且 只 变 得 到 证 明 的 要 点 就 会 满足 了 ,而 在 费 马 关于 数 
沦 绝 广泛 的 经 典 性 的 工作 ,以 及 牛顿 关于 三 次 曲线 的 工作 中 ,甚至 连 证 明 的 要 点 都 没有 给 出 . 扒 
进 数 学 最 主要 的 是 具有 卓著 的 直觉 力 的 人 ,而 不 是 会 作 严 格 证 明 的 人 . 

近年 来 我 们 越 来 越 觉察 到 逻辑 的 局 限 性 . 我 们 将 在 第 二 部 分 看 天 ,现代 数学 最 深刻 的 结果 
之 一 一 一 如 德尔 定 旭 ， 其 萄 义 就 在 于 ,数学 不 会 接受 逻辑 的 束缚 . 正 是 因此 ,外 和 尔 (Hertman 
“71) 才 在 他 为 希 尔 伯 特 写 的 计 告 中 说 :数学 化 也 是 人 类 最 本 原 的 独创 性 的 创造 活动 ,如 同 语 
音 和 音乐 一 样 ,对 它 的 历史 性 的 缺乏 是 不 可 能 完全 客观 地 加 以 理性 化 的 .” 

许多 人 虽然 也 匠 意 矢 认 创造 性 的 活动 是 数学 的 更 有 意义 的 部 分 , 却 因为 他 们 没有 足够 的 欠 
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事 创造 的 经 验 , 他 所 相信 的 仍 与 他 的 意愿 不 同 . 事实 上 ,他 们 常 问 :"“ 能 创造 什么 呢 ? 还 有 哪些 没 
有 解决 的 问题 呢 ?" 哈 尔 莫 斯 在 他 的 文章 中 不 仅 给 出 了 许多 关于 个 别 的 创造 的 例子 ,还 给 出 了 好 
些 具 有 广泛 可 能 性 的 整 类 的 研究 工作 . 

因为 创造 过 程 是 如 此 重要 而 又 搞 不 清楚 ,许多 人 试图 了 解 它 是 如 何 送 作 的 . 但 是 看 来 评 依 
创造 性 在 数学 中 产生 了 什么 是 远 为 容易 的 事 , 而 深入 探讨 人 的 心智 的 运作 ,决定 它 是 如 何 创 造 
的 , 则 困难 得 多 . 尽管 如 此 ,还 是 有 一 些 深刻 的 见解 , 庞 加 菜 的 文章 就 是 其 中 之 一 ,而 且 只 有 和 希 尔 
伯 特 能 与 他 分 享 近代 最 伟大 数学 家 的 殊荣 . 

欧 几 里 得 全 书 提供 的 就 只 是 数学 的 整体 的 逻辑 表述 ,市 略 去 了 数学 的 其 他 至 关 重 要 的 成 
分 一 一 邵 数 学 工作 的 且 的 . 当然 ,提出 这 个 问题 甚至 会 被 某 些 数学 家 视 为 异端 ,他 们 争辩 说 , 数 
学 分 明 是 一 门 艺术 ,追问 艺术 的 目的 或 目标 本 身 就 是 对 艺术 的 一 种 襄 污 . 持 这 种 态度 的 人 于 今 
更 为 普遍 , 如 此 大 量 的 新 数学 只 是 回答 了 个 别 数学 家 提出 的 问题 ,而 辩护 其 价值 只 是 依据 说 其 
作者 创造 了 美 . 这 些 人 把 任何 实际 应 用 都 看 成 摊 杂 和 下 污 . 

”在 一 百年 前 ,没有 一 个 数学 家 会 怀疑 他 自己 的 工作 的 主要 目的 是 理解 和 控制 自然 现象 . 例 
如 高 其 就 把 下 面 这 段 话 作为 自己 的 座右铭 :“ 大 自然 ,你 是 我 的 女神 ,我 愿意 在 你 的 法 律 之 前 悄 
首 昕 铺 , "(莎士比亚 , 李 尔 王 , 第 一 幕 第 二 场 , 见 人 民 文 学 出 版 社 ¢ 莎 十 比 亚 全 集 》, 卷 九 ,160 页 ) 
然而 ,对 数学 的 目的 的 不 同 的 观点 出 现 了 ,而 且 在 雅 可 比 (C. Jacobi) 1830 年 写 给 勒 让 德 (A-M. 
Legendre) 的 信 中 公开 地 燃 起 了 争论 . 傅立叶 人 Fourier) 在 他 的 经 典 鞭 作 《 热 的 解析 理论 } 一 书 
中 说 ;“ 对 自然 的 深入 研究 是 数学 发 现 最 丰富 的 源泉 . 这 一 研究 不 仅 有 利于 提供 一 个 确定 的 研究 
目的 ,还 有 利于 排除 模糊 的 问题 和 盲目 的 计算 . 它 是 形成 分 析 本 身 的 手段 ,是 发 现 那 些 最 为 重要 
而 科学 必须 时 时 抓 住 的 思想 的 手段 . 这 些 基 本 的 思想 正 表 现 了 自 然 发 生 的 事情 , ”就 此 , 雅 可 比 
回答 说 :的 确 , 博 立 叶 有 这 样 一 种 观念 ,认为 数学 的 最 终 目的 是 公众 利益 和 描述 自然 现象 ;但 
是 ,一 个 像 他 那样 的 数学 家 应 当知 道 ,科学 的 唯一 日 的 就 是 追求 人 类 精神 的 崇高 ,因此 一 个 数论 
问题 并 不 比 一 个 星系 问题 的 价值 来 得 低 . ” 

数学 中 有 许多 美的 篇 章 . 无 疑 , 数 学 家 从 事 数 学 活动 也 能 获得 其 他 创造 活动 提供 的 满足 感 
但 是 伟大 的 数学 家 情愿 把 数学 的 美 作为 一 种 额外 报 偿 ,激励 他 们 奋斗 的 最 深层 的 动力 则 是 以 数 
字 为 媒介 在 人 类 的 探索 活动 中 理解 字 宙 ,也 理解 人 类 自身 在 其 中 的 角色 ,并 且 探 求 如 何 利 用 自 
然 现象 和 日 然 的 力量 为 人 类 服务 , 那些 作出 巨大 贡献 的 数学 家 们 , 像 阿 基 米 德 (Archimedes) .和 
顿 (Newton) , 拉 格 朗 日 (Lagrange) , 拉 普 拉 斯 (Laplace) ` 高 斯 、 蚂 密 尔 顿 (Hamilton) , 庞 加 莱 , 其 
全 雅 可 比 本 人 ,或 者 是 一 流 的 物理 学 家 ,或 者 在 科学 史 中 占 据 显 要 地 位 这 决 不 是 偶然 的 . 几乎 
二 有 数学 的 意义 和 目的 并 不 在 于 对 于 一 堆 符 号 作 一 系列 的 逻辑 六 述 ,而 在 于 这 些 符号 必定 告诉 
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我 们 关于 外 部 世界 的 一 些 知识 ， 

不 仅 数学 创造 源 于 理解 自然 掌握 自然 的 强烈 愿 鹿 ， 放学 概念 和 数学 问题 的 产生 也 来 自 这 种 
愿望 的 驱动 . 科学 已 经 为 数学 创造 提供 了 土壤 ,提供 了 血液 和 养分 . 塔 里 兰 德 (Talleyrand) 曾 说 
过 ,一 个 观念 论 者 的 立场 不 可 能 坚持 多 和 久 ,除非 他 还 是 一 个 实在 论 者 ;一 个 实在 论 者 也 不 可 能 坚 
持 多 久 ,除非 他 还 是 一 个 观念 论 者 . 把 这 句 话 用 在 数学 上 确实 是 指出 了 ,必须 对 实际 问题 作出 数 
学 的 理想 化 并 抽象 地 去 研究 它们 ;但 癌 时 它 还 指出 ,那些 无 视 数 学 实在 性 的 观念 论 者 不 可 能 持 
入 .我 们 这 个 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 汉 ， 诺 依 曼 (ohn Von Neumann) 在 题 为 "数学 家 "的 
那 篇 论文 “中 维 出 了 同样 的 忠告 ;“ 当 数学 这 -- 门 学 科 越 来 越 远 离 其 经 验 的 源泉 ,其 至 只 是 作为 
第 二 代 或 第 三 代 而 只 是 间接 地 受到 来 自 “ 现 实 " 的 观念 的 启发 , 它 就 有 了 号 大 的 危险 , 它 变 成 越 
来 越 纯 粹 的 赏 美 活动 , 越 来 越 纯 粹 是 为 艺术 而 艺术 . 如 果 这 个 领域 还 处 于 一 些 与 经 验 有 更 密切 
联系 的 相关 学 科 之 中 ,或 者 这 一 学 科 是 处 于 一 些 品位 特 高 的 人 们 的 影响 之 下 ,这 不 一 定 是 坏事 . 
但 是 确 有 巨大 的 危险 , 即 这 个 学 科 将 沿 着 阻力 最 小 的 道路 发 展 , 分 化 为 许 许多 多 没有 意义 的 分 
文 , 变 成 一 大 堆 毫 无 关联 的 繁 烦 细节 . 换 句 话说 ,在 远离 其 经 验 渐 泉 之 后 ,或 者 在 极为 抽象 的 近 
亲 繁 殖 之 后 ,数学 科学 有 沦 于 退化 的 危险 .” 

正 册 为 如 此 , 柯 骨 (Courant) 尽 管 指 出 了 ,在 现代 数学 中 抽象 化 和 推广 起 着 至 关 重 要 的 必 
用 ,在 他 的 论文 中 还 强调 了 ”数学 必须 从 具体 特定 的 材料 中 获取 启发 ,也 必须 再 次 瞄准 “实在 性 ， 
的 某 种 层次 , 羽 癌 抽象 化 不 应 成 为 一 种 逃避 的 手段 ,从 地 面 起 飞 和 回 到 地 而 都 是 必 不 可 少 的 , 尽 
管 飞 行 航线 的 各 上 段 可 能 不 是 由 同一 个 驾驶 员 操 纵 的 ”. 


* 原 注 : 载 于 Heywood, Robert B., The Works of the Minad. University of Chicago Press, 1947. 
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个 人 都 知道 , 近 300 年 来 科学 和 技术 创新 的 步伐 ,在 不 断 增 快 .实际 上 每 信人 都 意识 到 

数学 在 这 个 进展 中 起 了 核心 作用 . 然而 奇怪 的 是 许多 人 却 把 数学 看 成 一 个 静态 的 艺 

术 一 一 是 由 少数 几 个 十 代 的 身世 不 明 的 人 发 明 的 永恒 真理 组 成 的 ,而 工程 师 和 科学 家 
可 以 按 自己 之 需 来 支 用 . 

这 当然 是 太 订 不 然 ,数学 每 日 每 时 都 在 进步 ,变化 和 生长 .不 仅 所 有 其 他 的 基础 研究 有 赖 于 
这 种 生长 ,我们 日 常生 活 最 简单 而 平凡 的 进步 也 是 这 样 . 

已 故 的 洱 ， 诺 依 虹 (John V, Neumannm) 喜 欢 用 下 面 的 例子 来 说 明 技 术 的 发 展 与 纯粹 数学 的 
关系 :150 年 前 应 用 科学 最 重要 的 问题 之 一 一 一 工业 、 商业 和 政府 的 发 展 都 依赖 于 它 一 一 就 是 海 
上 救生 问题 . 损失 的 统计 数字 大 得 可 怕 . 为 解决 这 个 问题 所 耗 用 的 钱财 和 精力 也 大 得 可 怕 , 有 时 
甚至 是 甘 唐 的 . 一 一 不 论 多 么 复杂 的 花样 ,都 可 以 考虑 ,而 不 觉得 无 狂 一 一 在 远洋 客轮 上 装 上 什 
出 能 外 的 小 舟 , 尽 管 看 来 可 笑 ,也 值得 试 一 试 . 当政 府 和 工业 的 领导 人 拼命 地 鼓励 这 种 种 怠 人 的 
把 戏 时 ,数学 家 却 在 发 展 一 种 工具 , 它 将 挽救 名 得 多 的 生命 , 面 是 所 有 这 些 荒诞 发 明 家 不 敢 和希 费 
的 , 这 个 工具 后 来 称 为 复 变 数 ( 即 包含 “虚数 ”i, 一 1 的 平方 根 , 的 变数 ) 函 数理 论 , 在 这 个 纯粹 数 
学 的 概念 的 诸多 应 用 之 中 ,无 线 电 通讯 理论 是 最 富 成 果 的 应 用 之 一 . 从 数学 家 高 斯 到 发 明 家 马 
可 尼 (Guglielmo Marconi) 仅 只 几 步 之 隔 ,而 像 麦 克 斯 韦 (J.C. Maxwell) 和 赫兹 5H, Hertz) 这 样 
的 一 对 天 才 , 只 要 一 步 就 可 以 跨 过 了 ， 

数学 的 创新 可 以 无 止境 地 列 下 去 .下 面 再 讲 几 个 .例如 群 论 是 在 大 约 100 年 前 发 展 起 来 的 . 
对 于 高 期 时 代 的 人 来 说 ,这 大 概 是 一 个 丑陋 而 无 用 的 发 明 . 今天 , 它 则 是 每 一 个 物理 学 家 的 数学 
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武 库 的 一 部 分 了 . 不 到 50 年 前 ,全 美国 还 没有 一 个 专门 的 统计 学 教授 *. 现在 ,统计 方法 已 经 是 
诸如 遗传 学 和 实验 心理 学 的 不 可 少 的 工具 了 . 汐 ， 诺 依 曼 的 对 策 论 第 一 次 发 表 是 在 1928 年 ,而 
在 20 年 后 似乎 正在 经 济 学 和 运筹 学 中 找到 应 用 , 最 后 ,为 了 使 任何 人 都 不 再 以 为 数学 概念 是 其 
创造 者 慎 头 一 皱 就 完整 地 握 了 出 来 ,我 们 还 可 以 提 到 , 欧 几 里 得 著名 的 几何 论证 法 在 1900 年 后 
还 被 发 现 其 中 有 严重 的 漏洞. 他 的 推理 的 漏洞 是 由 伟大 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 在 19 世纪 .20 世 
纪 之 交 才 填 起 来 的 .* . 

在 这 样 承认 了 数学 中 还 有 创新 以 后 ,我们 来 看 一 下 这 种 创新 究竟 是 什么 ,而且 尽 可 能 说 明 
它们 是 怎样 得 出 来 的 . 对 数学 上 的 资 献 有 一 种 分 类 的 方法 如 下 : 它 可 能 是 一 个 老 事 实 的 新 证 明 ， 
可 能 是 一 个 新 事实 ,也 可 能 是 同时 处 理 一 些 事实 的 新 方法 . 

职业 数学 家 的 活动 的 一 大 部 分 是 寻求 老 事实 的 新 证 明 . 这 样 做 的 理由 之 一 完全 是 为 了 一 种 
愉快 :对 一 块 老 的 里 程 碑 有 新 的 看 法 ,这 里 有 美的 享受 . 另 一 个 理由 是 ,原来 的 创造 者 远 未 找到 
最 快捷 、 最 漂亮 .最 有 效 的 途径 ,也 没有 完全 领会 到 他 想 出 来 的 东西 与 其 他 数学 领域 有 什么 联 
系 - 这 还 与 第 三 个 很 实际 的 动机 有 关 . 在 过 去 两 千年 间 , 数 学 已 长 得 如 此 枝 繁 叶 蕊 ,必需 不 断 地 
修整 .简化 、 系 统 化 .统一 以 及 凝 缩 . 否则 ,把 火炬 传 给 新 一 代 的 问题 就 无 法 处 理 了 , 今天 没有 一 
个 活着 的 人 能 哪怕 是 大 概 地 了 解 过 去 10 年 中 发 表 的 全 部 数学 . 为 了 使 一 个 领域 的 工作 者 对 此 
领域 有 足够 的 了 解 ,以 便 他 们 能 聪明 地 向 前 进 , 就 绝对 有 必要 找 出 更 新 的 .更 简捷 同时 又 更 能 说 
明 问题 的 证 明 ,使 他 们 比 之 前 人 有 更 深 的 润 察 . 

奇怪 的 是 , 找 出 比 老 证 明 更 复杂 的 新 证 明 有 时 还 是 有 好 处 的 . 如 果 新 证 明 建立 了 两 个 概念 
的 前 所 未 见 的 联系 ,时 常会 得 到 一 种 推广 ,使 末 来 的 学 习 普 的 工作 比 他 们 的 老师 轻松 得 多. 第 卡 
瞩 的 坐标 几何 ,或 称 “ 解 析 ” 几 何 是 一 个 好 例子 . 第 卡 儿 的 创新 的 后 果 之 一 ,就 是 能 用 代数 方法 证 
明 欧 氏 几 何 的 每 一 个 命题 ( 见 第 9 页 插图 ). 解析 几何 的 优点 很 多 ,很 大 ,但 解析 的 证 明 与 欧 几 里 
得 的 证 明 相 比 , 却 决 说 不 上 更 简单 . 在 绝 大 多 数 情况 下 ,关于 三 角形 和 辆 的 欧 氏 几何 事实 的 解析 
证 明 ,就 是 一 大 堆 毫 无 教 益 的 繁琐 计算 . 

解析 几何 的 价值 在 于 , 它 揭示 了 两 个 数学 分 支 一 -代数 与 几何 的 联系 ,这 两 个 分 支 曾 被 认 
为 是 完全 分 开 的 .早期 的 几何 学 家 主要 关心 的 问题 之 一 是 圆锥 截 线 , 即 用 一 个 平面 去 截 一 个 加 
锥 所 得 的 曲线 ( 见 下 页 插图 ) ,这样 去 获得 圆锥 截 线 是 完全 用 空间 图 形 的 考虑 方法 . 当 用 第 卡 儿 
坐标 描 出 这 些 国 锥 截 线 (椭圆 ,抛物 线 和 双 曲 线 ) 并 且 写 出 它们 的 方程 后 ,就 看 到 所 有 这 些 方程 


** 译注; 指 希 尔 伯 特 1899 年 发 表 的 《几何 基础 > 一 书 , 以 严格 的 公理 化 方法 重新 整理 了 (几何 原本 
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笛 卡 儿 发 明 的 解析 几何 学 把 几何 和 代数 联结 起 来 了 . 由 诺 到 右 的 前 三 个 图 ,上 方 画 的 是 由 
圆锥 与 平面 裁 成 的 三 个 曲线 ! 横 网 抛物线 和 双 曲 线 ] ,下 方 副 的 是 同一 曲线 如 何 表示 为 代数 广 
程 的 图 像 . 这 些 方程 都 含有 变 元 的 平方 ,但 不 包含 其 更 高 次 的 吉 . 最 右 的 图 形 是 一 个 含有 变 元 
的 立方 的 方程 之 图 像 ， 


都 含 x+ 与» 的 平方 ,但 没有 更 高 次 蜂 , 这 是 一 个 新 的 事实 ,使 我 们 对 这 些 曲线 的 本 性 有 了 更 深 的 
理解 . 它 也 提出 了 新 问题 :确实 含有 zx 和 y 的 更 高 次 军 的 曲线 之 几何 形状 又 如 何 ? 现在 我 们 已 
被 引 学 全 整整 一 类 新 的 几何 图 形 , 单 只 有 空间 直观 是 不 会 把 我 们 引导 到 这 里 的 . 更 进一步 ,几何 
上 指出 这 些 方程 又 使 我 们 对 其 代数 本 性 有 了 新 的 理解 . 

当然 , 绝 大 多 数 新 证 明 , 既 表 现 出 简洁 性 ,又 表明 有 了 新 的 洞察 , 例如 由 一 颗 炮 弹 的 抛物 线 
轨道 以 及 联结 大 炮 和 目标 的 直线 段 围 成 一 个 平面 区 域 , 求 它 的 面积 . 这 是 一 个 阿 基 米 德 能 解决 
并 且 殉 实 解决 了 的 问题 :他 的 解法 用 到 了 著名 的 “穷竭 法 ”, 即 把 许 许多 多 简单 图 形 加 成 一 个 复 
杂 图 形 以 求 其 面积 的 方法 . 阿 基 米 德 的 方法 既是 机 智 的 , 也 是 元 长 的 .今天 ,一 个 中 等 才能 的 学 


[ .数学 的 本 性 


10 


数学 页 献 的 创造 者 的 像 . 上 
` 阿 基 米 德 和 费 马 .站 在 费 马 前 


面 的 ,由 左 到 右 是 高 斯 和 欧 拉 . 下 排 由 左 到 右 则 是 庞 加 药 、 希 尔 伯 特 、 


伽 罗 瓦 和 康 托 ， 


的 一 些 


创新 者 一 一 图 上 是 本 文 讲 到 
排 由 左 到 右 是 毕 达 和 操 近 斯、 欧 几 里 1 


得 
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过 微 积分 的 二 年 级 大 学 生 ,只 要 写 一 两 行 ,也 就 能 解 出 这 个 问题 . 二 年 级 大 学 生 的 有 效率 的 解法 
肯定 是 许多 年 的 许多 数学 家 的 深刻 思想 的 产物 . 

个 别 的 证 明确 实 变 得 很 简短 了 ,但 这 只 是 由 于 把 这 个 问题 放 在 一 个 更 广 阐 的 背景 之 中 ,而 
由 这 个 背景 ,很 容易 把 这 个 问题 抽取 出 来 . 大 的 背景 会 扩展 开 来 ,与 另 一些 一 般 概 念 混合 起 来 ， 
形成 一 个 更 大 的 统一 的 整体 . 每 一 个 时 代 的 十 个 最 伟大 的 发 现 ,在 一 两 个 世纪 之 后 ,很 可 能 可 以 
放 进 一 部 薄 薄 的 小 书 里 ,可 以 塞 进 一 个 研究 生 的 口袋 里 . 这 个 研究 生 , 如 果 有 好 运 , 花 上 两 三 个 
月 就 可 以 完全 吸收 了 . 

关于 新 证 明 就 讲 这 么 多 . 关于 新 事实 又 如 何 呢 ? 在 -一 种 平凡 不 足 道 的 意义 下 说 ,我 们 都 发 
现 过 新 的 数学 事实 , 每 一 次 当 我 们 把 退税 单 上 的 一 行 数字 加 起 来 时 ,我 们 都 可 能 看 到 一 个 新 数 
学 事实 :有 这 样 的 机 会 , 即 从 没有 人 恰好 看 到 这 上 个 数 ,加 起 来 就 得 到 这 么 个 数 . 一 件 真正 有 音 
义 的 新 数学 事实 具有 大 得 多 的 广度 和 一 般 性 . 下 面 是 一 个 不 太 新 的 例子 ( 它 是 欧 拉 在 大 约 200 
年 前 证 明了 的 ) ,但 是 对 于 非 数学 家 来 说 却 可 能 是 新 的 :每 一 个 正 整数 都 是 不 超过 4 个 平方 数 之 
和 ,平方 数 当然 就 是 1,4,9,16 等 等 .它们 之 间 的 只 离 越 来 越 大 ( 见 16 页 上 方 的 图 ). 若 我 们 一 次 
把 两 个 平方 数 加 起 来 (允许 4 十 4 这 样 的 重复 ) ,我 们 将 得 到 一 个 间隙 较 小 的 序列 . 如 果 我 们 再 把 
三 个 平方 之 和 这 样 的 数 填 进 去 ,间隙 就 会 更 小 . 欧 控 定理 说 ,如 果 再 把 四 个 平方 之 和 填 进 去 ,就 
不 会 剩 下 间隙 了 . 

数学 事实 的 另 一 个 不 算 新 的 例子 是 方程 可 解 性 理论 ,但 是 它 说 明了 数学 的 创新 所 能 起 的 有 
力 的 作用 . 这 个 理论 是 年 轻 的 法 国 天 才 伽 罗 瓦 (Evariste Gajlois) 在 19 世纪 早期 创造 的 . 咎 罗 瓦 的 
先行 者 对 求解 直到 四 次 为 止 的 方程 式 一 一 即 其 中 未 知 数 的 宕 不 高 于 4 的 方程 式 一 一 都 找 到 了 
公式 . (大 家 都 从 中 学 代数 中 知道 了 求解 二 次 方程 的 "二 次 公式 ”), 他 们 很 自然 地 都 希望 能 找到 
求解 更 高 次 方程 式 的 公式 ,他 们 花 了 许多 时 间 和 精力 去 做 这 件 事 . 

伽 罗 殉 敢 子 怀 括 这 样 的 公式 并 不 存在 . 他 从 一 个 新 的 观点 来 攻 这 个 问题 ,不 去 寻找 一 个 技 
巧 来 给 出 那 种 被 认为 是 藏 而 未 露 的 公式 ,而 去 寻找 方程 式 及 其 解 的 更 一 般 的 性 质 . 他 的 工作 导 
致 了 群 这 个 重要 且 富 有 成 果 的 概念 一 一 所 谓 群 就 是 一 些 元 素 的 集合 ,在 此 集合 中 定义 了 一 种 与 
素 法 相似 的 运算 , 他 的 美丽 而 且 深 刻 的 智力 的 创造 物 的 一 个 直接 结果 就 是 肯定 了 他 的 怀疑 ; 没 
有 一 个 求解 所 有 代数 方程 的 一 般 公 式 *. 他 就 这 样 发 现 了 一 个 新 的 事实 

爷 罗 瓦 的 工作 还 是 第 三 种 创新 的 范例 ; 即 新 途径 ， 本 认 已 经 证 外 天生 失学 


* 译注 :这 个 表述 不 很 恰当 ,应 该 说 是 没有 一 个 公式 能 把 5 次 及 5 次 以 上 的 代数 方程 的 根 用 其 系数 
的 有 限 多 次 四 出 运算 和 开 方 表示 出 来 . 
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一 个 欧 几 里 得 定理 的 解析 证 明 的 概要 如 上 .这 个 定理 说 辆 的 等 长 的 弦 焉 圆心 为 等 距 ,这 个 
命题 的 证 明 不 需要 机 巧 , 但 是 其 代数 计算 则 宛 长 而 且 不 能 启发 人 . 


此 命题 的 欧 几 里 得 证 明 比 之 解析 证 明 更 短 也 更 漂亮 ,解析 几何 的 价 信 并 不 在 于 它 是 搞 出 
一 个 证 明 的 方法 ,而 在 于 它 是 代数 与 几何 的 联系 . 
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的 无 法 估价 的 工具 . 此 外 , 伯 罗 瓦 的 思想 还 找 上 击 了 代数 与 几何 的 令 人 吃 惊 的 联系 , 它 证 明了 ,化 
圆 为 方 , 立 方 倍 积 和 三 等 分 任意 角 这 几 个 著名 的 古代 难题 都 没有 一 般 解 , 徊 罗 瓦 的 新 途径 在 现 
代 代 数学 中 引起 了 深刻 的 反 啊 ， 

数学 创新 来 自 何方 ” 有 时 来 源 在 数学 之 外 ,但 并 不 总 是 如 此 . 正如 数学 可 以 对 工程 .物理 
党 ,心理 学 , 诸 传 学 ,经 六 学 和 其 他 学 科 作 出 贡献 一 样 , 其 他 学 科 也 能 保持 数 坐 创造性 生气 次 然 : 
提出 激发 人 的 问题 ,指出 新 的 发 展 路 线 ,至少 能 为 表述 数学 思想 提出 富有 启示 的 语言 . 发 生 过 这 
样 的 事 , 当 一 个 物理 学 家 需要 一 个 数学 理论 时 ,这 个 理论 已 经 是 现成 的 ,就 等 他 拿 起 来 用 . 更 常 
有 的 是 , 当 应 用 上 需要 某 种 新 东西 时 ,这 个 新 东西 在 几 十 年 里 (或 者 更 和 久 一 些 ) 就 已 渗入 象牙 之 
塔 ,而 在 经 过 一 个 相当 长 的 时 间 间 隔 以 后 , 才 又 重新 出 现 了 . 

新 的 数学 时 常 就 是 来 自 好 奇 心 . 正当 的 一 类 好 奇 心 是 很 宝贵 的 ,而 只 有 景 高 级 的 专业 数学 
家 才 具 有 . 对 于 年 轻 的 数学 家 ,最 难 的 事 是 找到 问题 ,适当 提出 的 正确 的 问题 是 斗争 的 一 大 半 ， 
而 时 常 是 只 有 这 一 部 分 需要 灵感 . 解答 本 身 可 能 是 困难 的 , 它 可 能 在 使 用 已 知 技巧 时 需要 机 智 ， 
但 时 常 是 ,创造 和 润 察 带 来 的 震撼 集中 在 问题 .上 . 

可 能 应 该 提 一 下 ,在 陈述 了 问题 以 后 ,数学 家 并 不 是 如 同 科 学 上 的 福尔摩斯 那样 行事 (而 人 
们 又 常 作 如 是 想 ). 数学 家 不 是 一 台 演 绎 机 器 ,而 是 一 个 人 , 他 得 到 新 数学 并 不 只 靠 纯 粹 的 中 索 
和 演绎 ,而 是 流 汗 .实验 ,归纳 ,还 有 是 在 走运 得 到 的 灵感 . 数学 实验 当然 用 不 着 电线 .试管 或 者 
发 泡 的 液体 ;这 种 实验 宁可 说 是 由 详细 地 检验 各 个 特例 或 者 是 想 求 的 结果 的 类 似 物 构成 的 . ( 例 
子 : 号 下 前 10 个 平方 数 ,再 系统 地 写 下 由 其 中 两 个 ,三 个 或 四 个 相 加 得 到 的 和 . ) 数 学 家 车 着 这 
种 实验 ,就 可 以 由 归纳 四 进 到 大 胆 的 结论 . 证 明 这 种 结论 可 能 也 是 件 难事 ,但 是 ,把 工作 作 纯 粹 
的 逻辑 上 的 安排 更 多 地 是 用 于 与 人 交流 这 些 事实 ,而 不 是 用 于 确立 这 些 事实 , 

回 到 创新 的 源泉 , 应 该 指出 ,数学 家 是 互相 分 享 他 们 的 好 青 心 与 知识 . 一 个 学 生 在 他 的 生涯 
的 开始 时 常 要 榨取 老师 的 好 奇 心 . 大 人 物 在 决定 去 攻打 前 人 没有 解决 的 问题 时 ,本 质 上 也 要 这 
笠 做 . 愧 罗 瓦 解决 的 不 是 他 自己 创造 的 问题 . 总 会 有 往日 留 下 未 曾 解决 的 问题 :两 个 还 没有 完全 
多 掉 的 著名 问题 是 四 色 问 题 和 费 马 最 后 定理 (准确 些 说 ,应 该 称 为 费 马 最 后 猜想 ,因为 还 没有 证 
明 )* .20 世纪 的 数学 家 特别 有 幸 , 因 为 有 一 个 预备 好 了 的 、 很 改 舞 人 的 问题 清单 可 以 照 着 去 做 . 
这 是 由 希 尔 伯 特集 中 的 23 个 有 持 探讨 的 问题 ,是 他 在 1900 年 巴黎 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 所 
提出 来 的 .有 几 个 间 题 已 经 解决 (因此 使 解决 者 获得 荣誉 ) ;许多 问题 仍 未 解决 . 


* 译注 ;四 色 问 题 已 于 1976 年 由 哈 肯 CW. Haken) 和 阿 佩 尔 (K. Appel) 用 计算 机 证 明了 . 费 马 最 后 
定理 常 称 为 费 马 大 定理 ,于 1994 年 由 怀 尔 斯 (A. Wiles) 证 明了 . 


14 I .数学 的 本 性 


实际 应 用 .好 奇 心 和 历史 是 数学 创新 的 主要 源 录 ,但 是 还 应 该 所 另 外 两 个 :一 是 失败 ,一 是 
错误 . 人 位 和 营 说 , 怀 备 斯 以 前 ,斯 有 打算 证 明 费 马 最 后 定理 的 人 都 失败 了 ,但 是 他 们 作 的 努力 中 
产生 了 现代 代数 学 和 数论 中 最 富 成 果 的 概念 , 至 于 错误 , 整 本 整 本 充满 了 光辉 的 数学 著作 ,都 是 
受 错误 的 况 舞 而 产生 的 . 数学 家 的 一 次 疏忽 或 一 个 表述 不 对 ,时 常 激励 数学 家 去 找到 真理 ; 
如 宁 X 和 是 同一 个 人 那 就 更 好 了 ， 

我 们 现在 已 经 研究 了 数学 创造 的 某 些 来 源 ,现在 回 到 创新 本 身 . 集合 论 是 过 去 100 年 中 可 能 
最 伟大 的 单个 的 创新 , 它 是 由 德国 数学 家 康 托 尔 发 明 的 . 在 其 中 我 们 既 可 以 找到 老 事 实 的 许多 新 
证 明 , 也 可 以 找到 许 许多 多 新 事实 . 最 重要 的 是 ,我 们 找到 了 一 种 新 途径 ,完全 改变 了 整个 数学 的 
方法 和 精神 ,从 数学 基础 最 有 哲学 意味 的 问题 到 经 典 的 代数 学 .几何 学 和 分 桥 学 中 最 精微 的 问题 . 

这 个 理论 和 许多 现代 科学 理论 不 同 , 它 基于 一 个 极其 简单 而 且 熟 知 的 概念 . “集合 ”一 词 户 
文生 义 就 是 表示 许多 对 象 或 抽象 实体 (如 数 或 点 ) 的 总 体 . 本 页 上 的 字母 构成 一 个 集合 ;所 有 奇 
数 又 成 另 - -个 集合 , 从 这 个 看 来 平凡 不 足 道 的 概念 中 产生 出 了 令 人 惊奇 的 数学 财富 之 源 ， 

一 件 吾 老 的 事实 即 存在 两 种 类 型 的 数 一 一 代数 数 和 超越 数 , 康 托 尔 找到 了 一 个 重要 的 新 证 
明 . 为 了 领会 这 两 类 数 的 区 别 , 考虑 我 们 在 代数 中 过 到 的 数 . 在 一 个 标准 的 问题 中 , 我 们 是 从 一 
个 方程 一 2 十 3 二 0 开始 ,然后 来 求 满足 它 的 数 x, 为 了 定义 一 个 代数 数 ,我 们 换 一 个 方向 走 ， 
从 -个 数 开始 ,我们 来 找 一 个 方程 , 更 准确 些 说 ,一 个 数 称 为 代数 数 ,如 果 它 是 a 十 br 二 0,a 十 bx 
十 cz 0,4 二 br 十 cx 十 dz’? 一 0 等 等 的 解 ,这 里 a,6,c,d 等 等 是 普通 的 整数 (可 正 、 可 负 其 到 可 
以 是 零 ), 非 代数 数 就 称 为 超越 数 , 

有 无 穷 多 个 方程 的 无 穷 多 个 解 . 所 以 有 无 穷 多 个 代数 数 . 问题 产生 了 ,还 有 没有 超越 数 ? 康 
托 尔 知道 答案 ( 偿 有 ), 但 是 他 的 证 明 是 党 着 一 条 完全 独创 的 路 线 . 他 考虑 所 有 数 的 集合 和 所 有 
代数 数 的 集合 . 然后 他 找到 了 一 个 比较 这 两 个 无 穷 大 的 总 体 之 大 小 的 方法 ， 

为 了 比较 有 限 集 ,只 要 数 一 下 元 素 的 个 数 即 可 , 所 以 ' 要 证 骨 英 请 辅 音字 母 之 集合 大 于 元 音字 母 
的 集合 毫 无 困难 , 康 托 发 明了 一 种 推广 的 计数 方法 ,可 以 应 用 于 无 穷 集合 ( 见 第 16 页 下 方 的 框图 ). 
然后 他 就 能 证 明 所 有 数 的 集合 无 误 地 大 于 代数 数 的 集合 . 问题 就 解决 了 :超越 数 一 定 大 量 存在 . 

用 康 托 的 方法 发 现 了 关于 数 和 其 他 数学 系统 的 许多 新 种 实 . 然而 他 的 最 深刻 的 贡献 在 于 他 
的 新 观点 ,几乎 整个 数学 世界 现 已 版 依 于 此 了 . 后 康 托 的 数学 家 考 目的 不 再 是 个 别 的 数 , 或 点 、 
或 泵 数 ,而 是 数 ,点 或 函数 的 很 大 的 集合 . 这 些 集合 具有 不 能 归 之 于 个 别 元 素 的 性 质 , 但 是 这 些 
性 大 会 对 个 别 元 素 给 以 新 的 视角 . 两 个 (或 多 个 ) 人 的 集合 可 以 手 挽 手 地 走 ,但 是 个 人 就 不行 


* 译注 :这 里 作 了 一 些 文字 修改 ， 
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从 一 个 人 交往 的 同伴 我 们 可 以 知道 关于 此 人 的 信息 . : 

再 举 一 个 相当 然 强 的 例子 : 假使 您 是 一 个 欧洲 人 ,来 看 普林斯顿 大 学 一 耶鲁 大 学 的 足球 赛 
在 半 场 休息 时 有 一 个 乐队 出 了 场 . 您 有 一 个 高 信和 望远镜 可 以 逐个 看 清 每 个 音乐 家 . 他 们 穿 什 笃 
颜色 的 运动 服 对 您 这 无 意义 ,所 以 您 说 不 出 他 们 是 哪个 大 学 的 , 但 是 如 果 您 放下 望远镜 而 且 看 
到 整个 乐队 出 场 时 排 成 了 一 个 P 字 ,您 大 概 就 能 判定 这 是 普林斯顿 队 . 当然 得 可 能 是 耶鲁 队 疝 
对 方 表示 敬意 ,但 是 总 的 概念 总 是 清楚 的 , 集合 的 构造 就 能 告诉 您 一 些 关于 其 元 素 的 事 . 


费 马 最 后 定理 说 ,方程 


x1 于 y? = 27 
当 nn 是 大 于 2 的 整数 时 ,不 能 以 正 整数 x,y;z 为 解 . 费 马 在 一 术 书 沿 上 写 道 ,他 已 “有 一 相对 这 
个 命题 的 十 分 美妙 的 证 明 , 这 时 空白 太 小 写 不 下 ," 但 迄今 没有 人 能 证 明 这 个 定理 { 见 前 译注 ). 


经 典 的 数学 家 关注 于 个 别 的 问题 . 当 他 过 到 一 个 方程 组 时 ,他 就 会 间 ;它们 有 解 吗 ?如果 
有 ,每 个 解 是 什么 样 的 ? 现代 的 数学 家 也 起 知道 这 些 问 题 的 答案 ,但 是 他 处 理 问题 的 途径 不 同 . 
例如 说 ,他 一 开始 可 能 会 问 :两 个 解 的 和 或 者 积 还 是 解 蚂 ?" 这 是 一 个 关于 所 有 可 能 的 解 的 构造 
的 问题 . 如 果 答 案 为 是 * 德 就 知道 他 是 遇 上 了 一 个 特殊 类 型 的 集合 ( 例 关 一 个 群 ) ,这 就 会 给 他 关 
于 个 别 解 的 重要 的 信息 ， 

有 些 问题 会 导致 复杂 而 困难 的 集合 . 考虑 可 以 从 特定 的 直线 上 取 一 些 点 作成 的 几 个 集合 . 
( 设 此 直线 上 有 刻度 一 一 像 温度 计 那样 .有 一 个 点 标定 为 零 ,其 一 侧 标 是 正 数 , 另 一 侧 则 为 负 
数 ). 我 们 从 一 些 简单 的 集合 开始 ; 零 以 上 所 有 点 ( 即 所 有 正 数 ) 的 集合 ;在 2 和 7 之 间 的 所 有 点 
(也 可 以 说 是 所 有 数 ) 的 集合 ;一 2 以 下 所 有 点 的 集合 . 这 些 都 是 容易 想见 的 普通 的 集合 ;也 很 容 
昂 从 几何 图 示 寺 看 到 ( 见 下 页 框图 的 三 个 丰 ). 现在 把 整数 之 间 的 点 想 成 十 进 小 数 ,并 且 作出 所 
有 这 样 的 点 ( 即 小 数 ) 的 集合 ,其 小 数 点 左 方 要 是 一 个 正 奇数 . 这 还 不 算 太 梢 ,稍微 动 一 下 脑筋 就 
能 想像 到 它 ( 下 页 最 下 一 框 ). 但 是 ,其 士 进 小 数 表 示 中 不 出 现 数码 6 的 点 ,它们 的 集合 又 是 什么 


* 评注 ; 原 书 误 为 整数 解 :但 只 要 令 z=0(0 是 整数 ),y=z 二 任意 整数 都 是 它 的 解 ， 
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欧 拉 的 一 个 数学 发 现 画 在 这 个 表 里 , 欧 拉 的 定理 指出 ,每 一 个 正 整 数 都 可 表 为 不 多 于 4 个 
其 他 正 整 数 的 平方 和 . 第 一 行 小 方 框 中 填 的 都 是 平方 数 ,第 二 行 以 及 再 往 下 各 行 的 方 框 中 填 的 
是 两 个 三 个 或 四 个 平方 数 的 和 , 框 中 的 数 就 是 一 些 数 的 平方 ,把 它们 加 起 来 就 得 到 最 项 上 的 
数 . 欧 拉 的 定理 对 于 所 有 正 整 数 都 成 立 . 


无 穷 集 和 的 计 壤 


集合 的 计数 与 比较 的 作法 如 图 所 示 . 有 穷 集 合 { 如 元 音字 母 的 集合 )( 太 图 ) 就 是 把 它 的 元 
素 与 正 整数 比较 ( 左 图 ) ,对 无 穷 集 合 ,如 正 整 数 平方 之 集合 作 计 数 时 ,也 是 把 它 的 元 素 与 正 整 
数 比 较 ( 中 图 ). 直线 上 的 点 成 为 一 个 无 穷 集 合 { 右 图 ) , 它 比 正 整 数 的 集合 更 大 ,就 是 说 不 管 特 
样 把 一 些 点 与 正 整数 匹配 起 来 ,总 还 剩 下 一 些 点 无 法 匹配 . 


样子 的 ? 这 是 一 个 完全 合理 地 确定 的 集合 , 而 且 我 们 关于 它 所 知 不 少 . 例如 , 我 们 知道 点 11/20 
一 (0.55) 和 8/7( 二 1.142 857 142 857…) 都 属于 些 集合 ,而 点 x( 三 3.141 592 65…) 则 和 否 . 这 个 集 
合 的 几何 图 形 大 概 是 无 法 看 清楚 的 ,但 是 比 之 数学 家 经 常 不 得 不 研究 的 集合 ,这 还 算 很 简单 的 . 
我 们 再 举 一 个 例子 说 明 还 可 能 更 多 加 一 点 复杂 性 . 考虑 这 样 的 点 的 集合 ,这 种 点 的 十 进 小 数 表 
示 中 ,数码 6 出 现 与 否 均 可 ,但 不 得 有 连续 六 个 6 出 现 . 关于 这 站 集合 :我们 仍然 略 有 所 知 ; 例如 


1. 数学 的 创新 17 


我 们 知道 11/20 和 8/7 都 属于 它 ,但 是 世上 没有 一 个 人 能 断定 x 是否 在 其 中 ， 


数 的 集合 如 以 上 请 图 所 示 是 容易 想像 并 且 图 示 的 .正文 中 提 
到 的 另外 的 集合 就 不 好 想像 而 且 不 可 能 图 示 了 . 


当然 ,数学 家 在 康 托 以 前 很 久 就 研究 了 一 些 集合 (例如 直线 ,三 角形 ; 圆 等 等 ), 尽 管 他 们 不 
用 这 种 名 词 来 思考 . 在 集合 理论 早期 ,数学 家 接受 这 个 慨 念 是 热情 多 于 谨慎 . 那 时 认为 什么 样 的 
集合 都 一 样 好 .结果 造成 一 种 数学 无 政府 主义 . 这 甚至 变 成 一 种 时 牧 , 使 得 有 人 专 挑 那些 更 疯 
野 ` 最 难以 对 付 的 集合 而 不 顾 老 时 光 的 那些 行为 较 规矩 . 较 和 谐 的 集合 .伟大 的 法 国 数学 家 庞 加 
莱 有 一 次 说 过 :后 代 人 会 把 集合 论 看 成 一 种 已 经 痊愈 了 的 疾病 .” 

但 是 , 康 托 以 后 的 数学 家 在 经 过 了 年 轻 时 代 的 过 分 行为 以 后 ,已 经 平静 下 来 对 集合 论 及 其 
在 历史 上 的 作用 去 作成 熟 负责 的 评价 . 现在 ,集合 论 的 方法 可 以 说 是 从 播 篮 起 就 注 人 到 年 轻 数 
学 家 身上 , 融 于 他 的 血液 中 ,失去 了 几乎 所 有 的 可 争议 之 处 了 ， 已 经 证 明 , 它 是 数学 历史 上 最 有 
力 的 统一 的 主题 之 一 ,这 个 主题 揭示 了 那些 表面 上 看 来 相 虑 遥远 的 思想 领域 之 同 的 联系 . 

今天 的 数学 有 了 哪 一 些 明天 会 陷入 和 争论 而 以 后 又 会 变 成 正统 呢 ? 谁 也 不 知道 . 要 能 够 恰 当地 
看 待 一 项 数学 的 创新 ,需要 十 年 甚至 一 个 世纪 的 时 间 . 从 要 还 有 一 个 世界 ,其 中 还 有 数学 家 在 ， 
创新 就 会 继续 . 新 的 思想 会 有 人 去 研究 ;有 时 会 被 用 于 实际 向 题 ， 而 终于 一 定 会 受到 喜爱 , 


镶 字 的 创 后 


让 加 莱 {H. Poincaré)， 
纽 量 (J. R, Newman) 编 辑 ,1948 年 8 月 号 


数学 家 的 智力 活动 比 之 音乐 家 . 圭 人 .画家 和 模 手 又 怎么 尽 ? 在 数学 的 创造 中 哪些 是 
关键 因素 ?” 是 直 党 吗 ? 是 敏锐 的 时 空 感 吗 ? 是 计算 机 似 的 精确 性 吗 ? 是 特 强 的 记忆 

力 吗 ? 还 是 追随 复杂 的 有 逻辑 次 序 时 可 敬 长 的 技巧 ? 或 者 是 极 高 度 的 用 心 集中 吗 ? 
下 面 的 短文 是 20 世纪 初 年 在 巴黎 心理 学 会 的 一 次 讲演 ,是 努力 描绘 数学 家 的 头脑 里 进行 些 什么 
的 最 著名 的 作品 . 它 的 作者 , 员 利 ， 庇 加 菜 (Henri Poincars) 是 政治 家 雷 蒙 . 庞 加 革 * (Raymond 
Poincare,1860 一 1934) 的 党 兄 , 特 别 适 于 做 这 项 工作 . 他 是 在 一 切 时 代 中 都 居于 最 前 列 的 数学 家 之 一 ， 
是 无 可 比拟 的 分 析 学 家 和 数学 物理 学 家 , 庞 吉 菜 也 以 科学 哲学 的 杰出 而 流畅 的 讲解 者 著称 , 这 些 作 品 
对 于 科学 家 说 来 是 头等 重要 的 专业 著作 ,而 对 于 爱 思 考 的 外 行 在 很 大 程度 上 又 是 可 以 接受 和 理解 的 . 

纽 昭 * 


A tte 能 够 敌 出 数学 命题 和 系统 的 头脑 是 怎样 的 头脑 ?” 儿 何 学 家 或 代 


* 译注 :1913 一 1920 曾 任 法 国 总 统 . 

*# 译注 ;本 文 后 来 收入 ¢ 科 学 的 基础 站 The Foundations of Science) 一 书 . 此 书 色 是 作者 三 本 书 :¢ 科 
学 与 假设 》《 科 学 的 价值 》 和 《科学 与 方法 》 三 书 合集 的 医 译 本 , 译 者 G. B. Halsted. 此 书 有 中 文本 , 译 者 李 
旗 民 , 书 名 科学 的 价值 3》 光明 日 报 出 版 社 1988 年 出 版 . 本 文 是 ¢ 科 学 与 方法 ) 的 第 3 意 374 一 383 页 . 细 
最 的 编辑 作 了 少量 删节 . 此 文 最 近 义 由 美国 数学 会 (AMS) 编 辑 的 “What’s Happening in the mathemati- 
cal Sciences，1998 一 1999”Vol，4 全 文 转载 . 本 文 这 里 是 重新 翻译 的 . 
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甘 英 头 


数学 的 创造 的 创 生 过 程 是 一 个 心理 学 家 应 该 特别 有 兴趣 的 问题 . 它 是 这 样 一 种 活动 :人 的 
心智 在 此 间 到 自 外 界 的 绝 少 ,而 是 或 者 好 像 是 只 靠 它 自身 起 作用 ,也 只 作用 于 其 自身 . 所 以 我 们 
希望 通过 研究 几何 思维 的 过 程 就 能 达到 人 的 心智 的 最 本 质 的 东西 .， ， 

如 果 我 们 还 不 习惯 于 数学 思维 ,这 是 应 该 使 我 们 吃 镶 , 吉 者 将 村 使 我 们 吃 停 的 第 一 件 事 , 怎 
么 还 会 有 不 懂 数 学 的 人 呢 ? -如果 数 只 援引 所 有 心智 正常 的 人 都 接受 的 逻辑 规则 ;如 果 它 的 根据 
只 是 基于 所 有 人 都 共有 的 原则 , 锥 要 想 否 认 这 些 规则 ,想必 是 病 了 ,那么 怎么 还 会 有 这 么 多 人 党 
得 数学 那么 难 对 付 呢 ? 

说 是 并 非凡 人 均 会 发 明 , 当 非 怪 事 . 楼 说 并 非 人 人 都 能 记 住 自己 学 过 的 证 明 , 也 还 说 得 过 
去 .但 要 说 在 对 数学 椎 理 已 作 了 解释 后 ,仍然 并 非 人 人 人 能 懂 , 这 一 点 想起 来 确 是 怪事 . 然而 ,很 难 
跟 得 上 数学 推理 的 人 确实 是 多 数 ; 这 无 法 否认 ,根据 中 学 教师 的 经 验 , 这 一 点 确实 无 法 否认 . 

进一步 还 要 间 : 数 学 中 您 么 还 会 有 错误 ? 一 个 清醒 的 头脑 本 不 会 出 逻辑 上 的 错误 ,然而 还 
会 有 那么 多 很 联 明 的 头脑 ,对 日 常生 活 中 那 种 简短 的 推理 本 不 会 失足 , 却 不 能 无 误 地 跟 上 或 重 
复 较 长 的 数学 证 明 , 而 这 些 证 明 归 根 结 鞍 不 过 是 简短 推理 汇集 起 来 而 已 . 这 些 简短 推理 又 与 他 
们 游 万 有 余 的 推理 完全 类 似 , 我 们 还 需要 再 多 问 一 下 ,数学 家 自己 也 不 是 不 犯错 误 …… 

至 于 我 自己 ,我 必须 承认 ,我 绝 艇 不 到 加 闺 不 出 错误 . …… 我 的 记忆 力 并 不 差 ,但 却 不 足以 
成 为 一 个 好 棋 手 . 那么 为 什么 一 些 困难 的 数学 推理 难 不 到 我 , 却 使 绝 大 多 数 械 手 无 能 为 力 ? 显 
然 这 是 因为 数学 是 由 一 个 总 的 推理 进程 来 将 导 的 .数学 延明 并 不 是 三 段 论 法 的 简单 的 堆积 ,而 


和 


法 ,因为 它们 每 一 个 都 放 在 某 一 种 排列 的 指定 位 置 上 ,而 这 完全 不 必 自 己 费力 去 记忆 ， 

我 们 知道 并 不 是 每 个 人 都 具有 这 种 对 于 数学 次 序 的 感觉 或 直觉 ,而 正 是 这 才 使 我 们 能 预见 
到 深 藏 着 的 和 谐 与 关系 , 有 些 人 条 没 有 这 种 很 难说 清楚 的 感觉 ,又 没有 超常 的 记忆 力 与 集中 的 
注意 力 ,所 以 就 绝 不 能 懂得 高 等 的 数学 . 这 是 多 数 人 , 另 一 些 人 只 是 烽 有 这 种 感觉 ,但 是 赋 有 不 
寻常 的 记忆 力 与 注意 力 ,他 们 也 能 一 步 步 地 记得 推理 的 细节 ;他 们 能 够 懂得 数学 ,有 时 也 能 应 
用 ,但 是 他 们 不 能 创造 ,最 后 ,另外 的 人 或 多 或 少 有 上 面 说 到 的 这 种 特殊 的 直觉 ,他 们 不 但 能 展 
每 数学 ,虽然 他 们 的 记忆 力 并 木 超常 ,他 们 却 能 够 成 为 创造 者 ,而 且 根据 他 们 的 这 种 直觉 发 展 的 
程度 而 能 有 或 大 或 小 的 发 明 . 

事实 上 数学 创造 究竟 是 怎么 回 事 ? 它 不 在 于 把 已 知 的 数学 实体 拼 拼 淡 痰 . 谁 都 会 做 这 件 
各 ,但 是 这 样 的 组 合 为 数 无 穷 , 其 中 绝 大 多 数 毫 无 意义 . 创造 恰好 在 于 不 作 无 用 的 组 合 而 只 作 有 
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昂 利 * 庞 加 莱 生 于 1854 年 . 父亲 是 一 个 官员 和 气象 学 家 (译注 ， 


应 为 医生 和 和 医学 教授 ) .在 他 的 富有 成 果 的 职业 生涯 中 ,他 致力 于 研 


充 纯粹 数学 肥 其 对 物理 学 和 天 文学 的 应 用 . 在 这 些 领 域 上 他 多 有 闭 
述 , 他 也 以 在 科学 哲学 上 的 著作 而 著名 , 庆 加 某 死 于 1912 年 ， 
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用 的 ,但 其 为 数 其 少 . 发 明 就 是 鉴别 种 选择 . 

挖 得 更 深入 一 些 看 一 看 数学 家 的 灵魂 里 究竟 发 生 了 什么 事 , 现 在 是 时 候 了 . 我 相信 ,为 此 最 
好 是 追溯 我 的 回忆 . 但 我 将 限于 说 明 我 是 怎样 写 出 我 关于 富 克 斯 (L. Fuchs) 函数 的 第 一 篇 论文 
的 . 我 要 请 读者 原谅 :我 会 用 一 些 专 业 各 词 ,但 是 读者 不 必 害 怕 ，, 因 为 他 不 必 去 乔 懂 它们 . 例如 ， 
我 会 说 到 ,我 在 什么 情景 下 找到 了 一 个 什么 定理 的 证 明 ; 这 个 定理 有 一 个 许多 入 都 不 熟悉 的 怪 
名 字 , 但 那 并 不 重要 ;一 个 心理 学 家 感 兴趣 的 并 不 是 定理 本 身 而 是 情景 z 

整整 15 天 我 努力 去 证 明 不 会 有 任何 函数 像 我 后 来 称 之 为 富 克 斯 函数 的 那样 ;我 每 天 坐 在 
书桌 前 ,一 两 个 钟头 ,试验 着 各 种 各 样 的 组 合 而 毫 无 结果 . 一 天 网 上 ,我 违反 了 平日 的 习惯 喝 了 
一 杯 浓 咖 罪 而 不 能 入 唾 . 各 种 想法 纷 至 珍 来 ;我 觉得 这 些 想 法 在 碰撞 ,终于 一 对 对 地 联结 起 来 ， 
可 以 说 是 成 了 一 个 稳定 的 组 合 . 一 夜 下 来 我 已 经 确定 了 一 类 富 克 斯 函数 的 存在 性 , 即 那 些 源 于 
超 几 何 级 数 的 富 克 斯 函数 . 清晨 ,我 立刻 开始 把 这 些 结果 等 出 来 ,而且 仅 用 了 凡 个 小 时 . 

接着 我 想 用 两 个 级 数 的 商 来 表示 这 些 函 数 ;这 种 想法 完全 是 有 意识 的 思考 ,引导 我 的 是 它 
们 与 粮 区 函数 的 类 比 , 我 问 自己 ,如 果 这 样 的 级 数 存 在 ,它们 应 当 具 有 什么 特性 ,于 是 轻而易举 
我 就 成 功 地 获得 了 我 后 来 所 称 的 6- 富 克 斯 函数 . 

正好 这 时 ,我 离开 住地 卡 郧 (Caen) 去 参加 矿业 学 院 主办 的 一 次 地 质 考 察 旅行 . 我 们 不 断 地 
从 一 个 且 的 地 到 荔 一 个 目的 地 ,数学 完全 让 我 置 之 脑 后 了 . 到 达 库 坦 斯 (Coutances) 后 ,有 -次 我 
们 又 要 敢 大 汽车 出 发 到 什么 地 方 去 , 当 我 的 一 只 脚 踏 上 汽车 的 那 一 瞬间 ,一 种 想法 突然 涌 入 脐 
慰 :我 用 来 定义 富 克 斯 函数 的 那些 变换 不 就 是 非 欧 几何 的 变换 吗 ? 而 这 种 想法 事先 在 我 头脑 中 
并 没有 什么 征兆 . 当时 我 没有 是 够 的 时 间 证 实 这 种 想法 ,只 感到 它 是 完全 正确 的 ,上 了 汽车 我 很 
快 加 入 了 入 们 已 经 开始 的 谈话 , 结束 旅行 回 到 卡 昂 我 抓紧 时 间 证 实 了 这 一 结果 ,总 算 了 结 了 一 
桩 心愿 . 


后 来 ,我 的 兴趣 又 转向 某 些 数论 问题 ,表面 上 看 :与 我 从 前 的 研究 方向 无 关 而 且 没有 什么 重 
二 进展 ,失败 使 我 大 为 扫兴 ,我 决定 到 海边 休整 几 天 不 去 想 它 . 一 天 ,正当 我 在 一 处 峭壁 前 散步 
时 ,突然 一 个 念头 闽 人 脑海 . 它 同上 次 一 样 ,鲜明 ` 突 元 ,我 一 瞬间 就 断定 了 :不 定 三 元 二 次 型 的 
算术 变换 就 是 非 欧 几何 的 变换 . 

返回 卡 昂 我 推荐 这 一 结果 并 推导 出 一 系列 有 关 结 论 .二 次 型 的 例子 预示 关 :一 定 还 存在 新 
的 富 克 斯 群 :它们 不 同 于 那些 与 超 几 何 级 数 对 应 的 富 克 斯 群 ;我 知道 我 可 以 把 8- 富 克 斯 级 数理 
论 用 于 它们 . 十 丰 我 末 真 得 出 存在 不 同 二 我 当时 仅 知 的 与 超 几何 级 数 对 应 的 宣 克 斯 函数 接着 
我 自然 着 手 构造 所 有 这 类 国 数 . 我 开始 向 它们 发 起 系统 攻势 ,接二连三 地 攻克 了 所 有 外 围 工 章 ， 
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但 仍 有 一 处 攻 不 下 来 ,然而 只 有 攻克 它 才 能 占领 整个 阵地 , 所 有 努力 似乎 只 是 更 清晰 地 同 我 展 
示 确 实 有 分 量 的 困难 .所 有 工作 完全 都 是 在 一 种 有 意识 状态 下 进行 的 ， 


创造 过 程 , 如 庞 加 革 所 描述 的 ,可 能 是 在 有 意识 的 工作 时 期 之 则 下 意识 地 进行 的 ,图 一 是 
研究 一 个 问题 ;图 二 是 庞 加 莱 去 作 地 质 旅 行 : 当 他 许 上 大 汽车 时 ,得 到 了 解法 (图 三 ) ,后 来 才 写 
出 来 (图 四 )， 


于 是 ,我 为 了 一 些 兵役 中 的 任务 去 了 百 莱 里 山 ? 所 以 我 做 的 事 完全 不 同 了 ,. 有 一 天 , 当 我 在 
街 上 走时 ,那个 让 我 停顿 不 前 的 困难 的 答案 突然 浮现 在 我 眼前 ,我 并 没有 马上 就 深入 下 去 ,一 直 
等 到 事情 办 完 才 重 新 拿 起 这 个 问题 , 所 有 材料 都 有 了 ,只 需要 编排 起 来 就 行 了 . 这 样 我 就 一 下 子 
最 后 写 出 了 我 关于 富 克 斯 函数 的 论文 而 毫 无 困难 ， 

我 只 讲 这 一 个 例子 ;再 多 讲 也 没有 用 了 ……: 

首先 最 令 人 激动 的 就 是 出 现 了 顿悟 , 它 是 前 此 进行 了 长 时 间 的 不 自觉 工作 的 明显 的 征兆 ， 
在 数学 发 明 中 这 种 不 自觉 工作 的 作用 是 无 可 争辩 的 . 不 自觉 的 工作 在 别 的 不 太 明显 的 情况 下 。 
其 实 也 可 以 找到 它 的 踪迹 . 时常 当 一 个 人 做 一 个 困难 问题 时 ,第 一 次 着 手 什么 好 东西 也 做 不 出 
来 . 然后 这 个 人 可 以 休息 一 下 ,或 长 或 短 , 然 后 再 坐 下 来 做 这 件 事 . 开始 半 涉 时 和 以 前 完全 一 样 ， 
仁 么 也 找 不 到 ,可 是 一 个 决定 性 的 想法 会 突然 诵 上 心头 , 

关于 这 种 无 意识 的 工作 的 条 件 还 有 一 点 要 说 明 : 如 果 在 它 之 前 与 在 它 之 后 都 进行 了 一 段 时 
间 有 意识 的 工作 ,这 种 无 意识 的 工作 就 可 能 有 ,而 且 肯 定 会 有 成 果 . 除 非 是 做 了 好 儿 天 自觉 的 多 
力 , 这 种 突然 的 灵感 是 不 会 发 生 的 (上 面 的 例子 就 证 明 这 一 点 ), 它 曾经 看 来 绝 无 成 果 , 似 平 由 
此 什么 好 东西 也 得 不 到 ,所 走 的 路 看 来 完全 是 山 穷 水 尽 . 然后 ,这 些 努力 绝 不 如 人 所 想 的 毫 无 成 
果 ; 这 些 努 力 启动 了 无 意识 工作 的 机 器 ,否则 这 个 机 器 就 不 会 运转 ,不 会 产生 出 任何 东西 . … 

现实 就 是 这 样 : 现 在 讲 一 讲 它 让 我 有 了 什么 想法 . 无 意识 的 自我 ,或 者 称 为 "下 意识 的 自我 ” 
(Sabliminal Selp ,在 数学 创造 中 起 重要 作用 . 但 是 通常 都 把 下 意识 自我 看 成 完全 目 发 的 . 我 们 
已 经 看 到 ,数学 工作 并 非 简单 机 械 的 ,再 完美 的 机 器 也 做 不 了 数学 工作 . 它 不 只 是 应 用 某 些 规则 
的 同 题 ,不 只 是 按照 一 些 固定 的 规则 作出 绝 大 多 数 可 能 的 组 合 的 间 题 ,这样 得 出 的 组 合 将 是 多 
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得 不 可 性 数 ,之 无 用 处 而 又 繁 正 元 长 . 发 明 者 真正 的 工作 是 从 中 选择 以 消除 无 用 的 组 合 ,或 干脆 
就 避免 去 做 出 这 种 组 合 ,指导 这 种 选择 的 规则 将 是 极为 微妙 的 , 几乎 不 可 能 准确 地 陈述 它们 ; 它 
们 只 可 意 会 而 不 可 言传 , 在 这 种 情况 下 ,怎么 能 把 它们 想像 为 可 以 机 械 地 使 用 的 筛子 呢 ? 

现在 有 第 一 个 假设 :下 意识 的 自我 并 不 低 于 有 意识 的 自我 ; 它 并 不 纯粹 是 自发 的 ; 它 能 作 鉴 
别 ;: 它 机 智 而 下 细致 , 它 知道 怎样 选择 ,怎样 预 卜 . 我 说 的 是 什么 ? 它 比 有 意识 的 自我 更 会 预 仆 ， 
因为 在 后 者 失败 了 的 地 方 它 却 成 功 了 . 总 而 言 之 ,难道 下 意识 的 自我 不 是 高 于 有 意识 的 自我 四 ? 
你 们 都 能 理解 到 这 个 问题 的 全 部 重要 性 . …… 

难道 这 个 肯定 的 回答 就 是 我 前 面 讲 的 事实 必然 给 出 的 吗 ? 我 承认 ,就 我 而 言 ,我 并 不 想 接 
受 它 . 孝 么 ,重新 检查 一 下 这 些 事实 ,看 一 看 它们 是 否 与 另 一 种 解释 必 不 相 容 ， 

可 以 肯定 ,在 经 过 一 个 相当 长 的 自觉 工作 以 后 才 以 顿悟 形式 出 现在 我 们 心灵 中 的 那些 组 
合 ,一般 都 是 有 用 的 ,有 成 果 的 , 从 最 初 的 印象 似乎 止 会 得 出 这 个 结论 . 由 此 能 得 出 什么 结论 ,是 
再 意识 的 自我 通过 一 种 很 微妙 的 直觉 而 殴 卜 到 这 些 组 合 会 是 有 用 的 ,从 而 只 得 到 这 些 组 合 呢 ? 
或 者 它 也 得 出 了 许多 没有 意义 的 组 合 , 而 任 其 仍然 停留 在 下 意识 中 妮 ? 

按 第 二 种 看 法 ,由 于 下 意识 自我 的 自发 作用 得 到 了 各 种 各 样 的 组 合 , 而 只 有 其 中 有 意义 的 
才 进 入 到 意识 性 的 范围 之 中 . 而 这 仍然 是 很 神秘 的 , 无 意识 活动 的 成 千 产 物 中 只 有 一 些 被 召 中 
过 了 门槛 ,而 其 余 的 仍 在 其 下 ,这 里 的 原因 是 什么 喝 ? 授予 这 个 特权 的 ,是 否 简单 就 是 机 遇 呢 ? 
显然 不 是 ;例如 ,对 于 我 们 的 感官 的 所 有 刺激 中 ,只 有 最 强 的 才 引 起 我 们 注意 ,除非 还 有 其 他 原 
因 把 这 些 刺激 引 向 我 们 . 更 一 般 地 说 ,那些 很 特殊 的 能 够 变 为 有 意识 的 无 意识 现象 , 必 是 那些 直 
接 或 间接 地 最 深刻 地 影响 我 们 情感 上 的 敏感 性 的 ， 

看 到 恰好 是 情感 的 敏感 性 应 数学 证 明之 召 而 来 ,这 似乎 是 令 人 惊奇 的 . 数学 证 明 本 来 只 对 
理智 才 有 兴趣 . 产生 这 种 惊奇 是 因为 忘记 了 数学 的 美 , 数 和 形 的 和 谐 以 及 几何 的 优雅 . 这 是 所 有 
真正 的 数学 家 都 知道 的 真正 的 美感 , 它 肯定 属于 情感 的 敏感 性 范围 

那么 ,是 什么 样 的 数学 实体 赋予 了 这 种 美和 优雅 的 性 格 ,而 且 能 在 我 们 中 间 引 起 一 种 美的 
感情 ? 这 就 是 那些 其 元 素 是 和 谐 地 安排 着 的 东西 ,使 我 们 的 心灵 在 观 峙 到 细节 的 同时 ,还 能 不 
费力 地 掌握 其 整体 的 东西 , 这 种 和 谐 既 能 满足 我 们 市 美的 需要 ,又 能 有 助 于 我 们 的 心智 ,使 能 持 
续 , 使 能 得 到 引导 . 同时 ,在 一 个 有 秩序 的 整体 放置 于 我 们 眼下 时 ,就 使 我 们 能 预 抑 到 _ 个 数学 
规律 性 .…… 所 以 , 正 是 这 种 特殊 的 对 于 美的 敏感 性 起 着 我 上 面 说 过 的 第 子 的 作用 ,这 足以 解释 
缺少 这 种 美的 敏感 性 的 信永 不 会 成 为 一 个 创造 者 . 

然而 并 非 所 有 的 困难 就 此 消失 . 意识 本 身受 到 很 紧 的 限制 ,而 对 于 下 意识 的 自我 ,我 们 到 不 
知道 它 有 什么 界限 ,这 就 是 为 什么 我 们 可 以 不 太 勉 强 地 假设 ;下 意识 的 自我 在 短 短 _ 段 时 间 于 
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可 以 做 出 的 不 同 的 组 合 为 数 比 一 个 有 意识 的 人 一 生 能 做 出 的 还 要 多 ., 然而 这 种 界限 又 确实 是 存 
在 的 . 难道 很 可 能 它 确 可 作出 一 切 可 能 的 组 合 ,为 数 之 多 会 让 想像 力也 吓 住 ”尽管 如 此 ,似乎 必 
需 这 样 想 ,因为 如 果 它 只 能 做 出 这 些 组 合 的 一 小 部 分 ,而 且 是 随机 做 出 的 , 则 它 从 种 种 组 合 中 选 
出 真 的 好 的 、 我 们 应 该 选择 的 组 合 ,其 机 会 也 就 很 小 了 . 

或 者 我 们 应 该 在 预先 的 时 期 中 的 自觉 工作 中 寻找 解释 ,在 有 成 果 的 无 意识 的 工作 之 前 必定 
有 这 样 的 时 期 . 让 我 们 把 这 些 组 合 中 将 要 出 现 的 元 素 想像 为 伊 壁 鸠 鲁 的 带 钩 的 原子 . 当心 灵 完 
全 休止 时 ,这 些 原子 也 完全 不 动 ,可 以 说 ,好 像 是 挂 在 墙 上 一 样 . ……. 

另 一 方面 ,在 一 个 看 起 来 休止 而 实际 上 已 有 下 意识 工作 之 时 ,它们 中 有 一 些 就 从 墙 上 脱落 
下 来 开始 活动 了 . 它们 在 所 局 的 空间 中 (我 几乎 想 说 是 在 房间 里 ) 各 个 方向 如 办 电 飞 逝 , 好 像 
群 小 蚁 虑 ,或 者 换 一 个 更 有 学 术 味 的 比喻 ,好 像 气 体 运 动 论 的 分 子 一 样 . 它们 的 互相 撞击 就 可 能 
产生 新 的 组 合 . 

预先 的 自觉 工作 起 什么 作用 ? 很 显然 是 在 驱动 一 些 原子 ,把 它们 从 墙 上 摘 下 来 ,让 它们 兹 
动 . 我 们 想 ,我 们 并 没有 做 什么 有 益 的 全 ,因为 我 们 已 经 把 它们 用 一 千 种 不 同方 式 动 起 来 ,努力 
去 组 合 它们 ,而 终 未 找到 满意 的 组 合 . 但 是 我 们 的 意志 又 去 摇动 它们 以 后 ,这 些 原子 就 再 也 不 会 
回 到 原始 的 平静 状态 . 它们 自由 地 继续 押 蹈 . 

现在 ,我 们 的 意志 并 不 是 随机 地 选择 它们 ; 它 追 求 -- 个 完全 确定 的 目标 . 所 以 ,驱动 起 来 的 原子 并 
不 是 随便 什么 原子 ,而 是 我 们 可 以 合理 地 期 望 由 此 可 能 得 到 所 求解 答 的 原子 这 些 动 起 来 了 的 原子 就 
经 历 着 碰 权 ,或 者 它们 彼此 碰撞 而 进入 组 合 ,或 者 它们 在 行程 中 撞 上 了 其 他 静止 着 的 原子 . 我 要 再 次 
请 求 原谅 ,我 的 比喻 是 很 粗粮 的 ,但 是 我 确实 不 知道 有 没有 别 的 方法 使 我 的 思想 得 到 理解 

然而 说 不 定 是 这 样 的 ,只 有 那 种 其 中 至 少 有 一 个 元 素 是 我 们 的 意志 自由 选择 的 那 种 组 合 才 
是 可 能 形 或 的 组 合 . 现在 很 显然 , 正 是 这 样 找到 的 组 合 是 我 所 说 的 好 的 组 合 . 可 能 这 是 在 我 们 原 
来 提出 的 息 说 中 减少 迟 理 之 处 的 方法 . …… 

我 最 后 还 要 提出 : 当 我 在 上 面 讲 自己 的 个 人 看 法 时 ,我 讲 的 只 是 我 自己 工作 中 的 一 个 令 人 
激动 的 夜晚 发 生 的 事 . 这 种 情况 是 常 有 的 , 脑 的 这 种 非 正常 的 活动 并 不 -一定 是 如 我 上 面 提 到 的 
那样 由 某 种 物理 刺激 产生 的 , 在 这 种 情况 下 ,似乎 是 一 个 人 处 于 无 意识 工作 之 中 ,他 已 经 部 分 地 
觉察 到 过 度 兴 奇 的 意识 的 活动 , 却 不 能 完全 改变 其 本 质 . 于 是 我 们 模糊 地 理解 了 这 两 种 机 制 的 
不 同 ,或 者 如 果 你 语意 的 话 ,也 可 以 说 是 两 个 自我 的 工作 方法 的 不 周 . 我 迄今 所 能 作 的 心理 学 的 
观察 ,在 我 看 来 ,与 我 所 提出 的 观点 在 要 点 上 是 相符 的 . 

这 些 观 点 肯定 还 需要 [证 实 ], 因 为 尽管 作 了 这 一 切 ,它们 仍然 是 非常 假设 性 的 . 这 个 问题 的 
元 味 如 此 之 大 ,所 以 我 不 撕 冒 昧 地 提 给 了 读者 们 . 
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美国 几 个 专业 数学 组 织 的 会 员 人 数 增 加 了 约 30 入 .今天 ,有 博士 学 位 的 人 数 已 达 4800 
人 .在 过 去 25 年 中 ,在 大 学 以 外 任职 于 政府 和 工业 中 的 数学 家 增加 了 12 倍 . 具有 或 多 
或 少数 学 性 质 的 活动 雇用 了 成 万 的 熟练 程度 各 异 的 工人 . 在 大 学 惟 ,1962 年 主 修 数 学 的 大 学 生 
数目 是 1956 年 的 三 倍 . 数 学 不 青 只 是 学 术 精 英 的 事业 ; 它 是 一 个 宽阔 的 职业 ,吸引 了 越 来 越 多 
的 才智 之 士 . 在 现今 时 期 ,数学 研究 与 教学 的 范围 大 为 扩大 了 ,数学 的 技术 已 深 深 渗 人 数学 科学 
以 外 的 一 些 领域 ,如 物理 学 .技术 的 新 领域 .生物 科学 甚至 经 济 学 和 其 他 社会 科学 . 计算 机 和 计 
算 技术 刺激 了 许多 研究 领域 , 它 对 数学 本 身 以 及 固有 地 含有 数学 因素 的 所 有 科学 明显 地 有 着 巨 
大 的 ,而 且 和 饮 今 还 员 部 分 地 理解 了 的 重要 性 . 
然而 ， 评价 数学 在 当代 的 作用 的 最 好 方法 是 与 它 以 前 的 发 展 价 段 作 比 较 只 只 不 过 近 在 三 个 
世纪 前 ,数学 思想 的 主要 结构 是 由 几何 学 提供 的 ,几何 学 则 是 继承 自古 人 ,而 在 直到 那 时 的 20 
个 世纪 中 ,只 不 过 稍 有 补充 .然后 ,数学 有 了 根本 的 迅速 的 变化 . 几何 学 的 严格 的 .公理 化 的 、 演 
绎 的 风格 让 位 于 归纳 的 , 直 党 的 洞察 力 , 纯 粹 几何 的 概念 被 体 坤 于 解析 几何 , 微 积分 和 力学 中 的 
数 和 代数 运算 所 取代 . 正 是 新 数学 的 小 小 的 智力 赛 头 层 成 了 科学 向 前 推进 的 了 矛头, 到 了 法 国 大 
车 命 时 期 ,积累 起 来 的 数学 科学 成 果 的 丰富 及 其 力量 得 到 证 实 ,使 科学 活动 的 本 来 狭窄 的 人 的 
基础 扩大 了 , 写 了 许多 教科 书 使 新 的 数学 能 被 更 广泛 地 接受 ,在 大 学 里 系统 地 训练 科学 家 和 数 
学 家 , 随 着 人 类 知识 的 扩大 开辟 了 许多 新 的 生涯 . 
始 于 17 世纪 的 “经 典 * 数 学 至 今 仍 十 分 有 力 ,因而 保持 了 其 中 心 位 置 ， 一 - 些 最 定 成 果 的 研究 


类/ 学 在 现代 世界 中 越 来 越 大 的 作用 生动 地 表现 在 数学 家 人 数 的 增加 上 . 自 1900 年 以 来 ， 
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十 埃及 草 片 文书 断 片 :反映 了 数学 的 最 古老 的 应 用 之 一 ， 测量 土地 . 此 件 称 为 莱 因 德 草 片 
书 ， 因 为 它 是 让 莱 因 德 (A. H., Rhind) 发 现 的 , 全书 是 公元 前 1500 年 左右 由 名 为 阿 摩 塞 
(A h-mos8) 的 书记 编 慕 的 实用 问题 手册 . 用 模 线 分 成 了 五 个 问题 ,应 由 有 向 左 读 . 其 上 是 " 计 
算 面 积 之 一 例 "中 计算 "长 宽 各 为 10 khet( 古 埃及 度量 单位 ) 和 2 khet 的 矩形 "一 题 的 一 部 分 . 
由 上 数 第 二 题 是 周 长 9 khet 的 " 圆 形 田 地 "面积 的 计算 .这 一 断 片 上 还 有 三 角形 和 梯形 田地 面 
积 的 计算 . 草 片 书 书 名 页 说 它 是 "关于 事物 详情 的 精 福 计算 和 关于 一 切 存在 事物 的 知识 "的 指 
导 . 这 本 草 片 书 大 部 分 现 藏 于 大 英 博物 馆 . 
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工作 来 自 漆 清 与 推广 微 积分 的 两 个 基本 概念 :一 是 省 数 , 它 讲 的 是 两 个 或 多 个 变量 的 相互 依赖 ; 
二 是 极限 , 它 使 关于 连续 性 的 直观 的 概念 受到 严格 的 推荐 数学 分 析 , 包 括 一 个 或 多 个 变量 的 微 
分 方程 理论 ,是 处 理 变 化 率 的 不 可 少 的 工具 ,其 概念 渗透 到 极度 扩展 了 的 全 部 现代 数学 的 领地 . 
本 书 有 三 篇 文章 ( 即 第 13 章 " 数 ”, 第 15 章 “ 代 数 ” 和 第 16 章 “ 几 何 ”) 从 三 个 视角 一 一 即 数 , 几 何 
和 代数 -…. 提出 非 数 学 家 也 熟悉 的 远景 . 将 会 看 到 ,由 于 函数 以 及 数 的 连续 统 的 概念, 几何 学 得 
到 了 解放 ,已 经 有 了 最 寅 有 成 果 的 成 长 ; 它 的 最 年 轻 的 子孙 一 一 拓扑 学 和 微分 几何 学 ,可 以 算 作 
是 最 活跃 .最 “现代 化 "的 数学 分 支 . 概率 论 这 个 特殊 的 分 支 值得 专门 写 上 一 章 , 因 为 它 在 科学 和 
技术 中 已 得 到 如 此 广泛 的 应 用 , 它 又 给 科学 哲学 中 一 些 迄 未 解决 的 深刻 问题 以 数学 的 表示 ， 

今日 的 数学 还 反映 了 一 个 很 有 活力 的 潮流 , 即 早 自 19 世纪 起 , 吉 人 所 遵循 的 数学 严格 性 的 
精神 ,在 新 的 征战 中 更 得 到 了 凝聚, 这 种 努力 激发 了 对 数学 基础 的 极 深刻 的 研究 ,指向 弄 清 数学 
的 结构 ,以 及 数学 思想 中 的 对 象 之 "存在 性 ?是 什么 意思 . 

数学 的 扩展 不 可 避免 地 也 促使 了 数学 走向 分 化 走向 孤立 这 种 内 在 的 趋向 ;数学 有 失去 统一 
性 和 内 聚 性 的 危险 . 数学 的 各 个 领域 的 代表 之 间 相 互 了 解 变 得 困难 了 ,数学 与 其 他 科学 的 接触 减 
弱 了 .然而 继续 取得 了 引信 注目 的 进展 ,这 主要 是 由 于 有 才华 的 青年 受到 社会 大 力 支持 ,而 社会 认 
识 到 数学 之 重要 性 与 日 俱 增 . 同时 ,数学 活动 的 基 的 增加 ,使 得 出 版 物 的 增加 有 如 令 人 目眩 的 雪 
出 ,使 得 会 议 也 越 来 越 多 ,还 有 行政 上 的 种 种 矛盾 和 商业 化 的 压力 . 所 以 ,数学 家 的 迫切 的 任务 就 
是 静 下 来 想 一 想 什 么 是 数学 的 本 质 , 什么 是 它 的 动力 和 目标 ,什么 样 的 思想 能 把 不 同 的 利益 团结 
在 一 起 . 为 了 这 个 目的 , 若 有 机 会 向 广大 公众 解释 他 们 的 工作 , 那 就 是 更 好 的 场合 了 . 

“什么 是 数学 ?泛泛 的 一 般 哲 学 原理 ,语义 上 的 定义 和 各 种 刊物 上 的 种 种 通 词 不 可 能 给 出 
有 意义 的 回 等. 这 种 种 说 法 对 于 音乐 和 绘画 也 毫 无 用 处 . 一 个 人 车 对 节拍 、 和 声 和 结构 ,对 形状 、 
色彩 和 构图 ,没有 经 验 ,就 不 能 欣赏 这 些 艺术 . 要 领会 数学 ,与 它 的 实质 有 实在 的 接触 就 更 不 可 
少 了 ， 

只 要 注意 到 这 一 点 , 作 一 些 一 般 的 评论 仍然 是 可 以 的 . 人 们 常 说 ,数学 总 是 趋向 更 进一步 的 
抽象 化 ,还 辑 上 严格 的 公理 化 的 演绎 以 及 更 广泛 的 推广 . 这 种 说 法 确 有 真理 ,但 并 非 全 部 真理 ; 
它 是 片 而 的 ,几乎 是 生动 的 现实 的 讽刺 画 . 首先 ,并 不 专 是 数学 才 具 有 抽象 性 . 质量 .速度 、 力 、 电 
压 和 电流 都 是 物理 现实 的 抽象 的 理想 化 . 数学 概念 如 点 ,空间 , 数 和 函数 只 不 过 多 少 更 突出 地 抽 
象 一 些 显 了 ， 

由 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 长 久 地 烙印 于 数学 上 的 严格 公理 化 的 演绎 这 个 模型 ,是 令 人 注目 
地 吸引 人 的 ,而 且 数学 思维 的 最 终 产 品 时 常 结晶 成 这 样 . 它 表 明 对 数学 实质 的 深入 了 和解, 加 以 有 
序 地 安排 ,把 其 骨骼 结构 暴露 于 光天化日 之 下 ,取得 了 最 终 的 成 功 . 但 是 若 过 分 强调 数学 的 这 -_- 
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个 出 面 ,以 致 说 构造 性 的 工作 .富有 想像 力 的 归纳 与 组 合 ,以 及 我 们 称 之 为 直觉 的 那 种 微妙 的 心 
智 的 过 程 ,在 创造 性 的 数学 活动 和 真正 的 理解 上 只 起 第 二 位 的 作用 ,这 就 误 入 歧途 了 . 确实 ,在 
数学 教育 中 ,从 似 为 教义 的 公理 出 发 并 使 用 演绎 方法 ,是 覆盖 很 大 一 块 领域 的 捷径 . 但 是 , 苏 格 
拉 底 式 的 构造 性 方法 , 即 由 特例 到 一 般 ,而 避免 教条 式 地 强迫 接受 ,更 肯定 地 可 以 引导 到 独立 
的 、 创 造 性 的 思想 . 

正如 演绎 需 以 直 党 来 补充 ,不 断 推广 的 冲动 也 需要 用 尊重 和 爱好 多 彩 的 细节 来 加 以 调节 和 
平衡. 不 应 该 把 个 别 的 问题 贬低 到 只 是 崇高 的 一 般 理 论 的 特殊 的 例证 的 水 平 . 事实 上 ,一 般 理论 
正 是 来 自考 虑 特定 问题 ,而 如 果 一 般 理论 无 其 于 把 它 下 面 的 更 特殊 的 本 质 弄 清楚 并 且 找 出 秩 
序 , 它 就 是 没有 意义 的 . 

一 般 和 个 别 ,演绎 和 构造 ,逻辑 和 想像 一 一 它们 的 相互 作用 正 是 活 生 牛 的 数学 的 深刻 的 本 
质 , 对 于 特定 的 数学 成 就 ,处 于 中 心 位 置 的 可 能 是 数学 的 这 两 个 侧面 的 某 一 个 . 在 长 远 的 发 展 中 
则 一 定 要 涉及 到 二 者 . 一 般 说 来 ,这样 -种 发 展 足 从 “具体 性 ”的 基地 起 飞 的 ,然后 用 抽象 来 于 掉 
压 舱 物 , 鞋 升 到 高 层 的 稀薄 空气 中 ,在 那里 ,航行 和 观察 都 比较 容易 ;飞行 以 后 ,降落 并 且 到 达 下 
面 刚才 勘测 过 的 个 别 “ 现 实 性 ”的 平原 上 的 特定 目的 地 ,这 是 关键 性 的 考验 . 总 之 , 飞 向 抽象 的 一 
般 性 的 高 空 必须 从 具体 和 特殊 出 发 ,而 且 还 要 回 到 这 里 . 

这 些 原 则 在 数学 科学 的 发 展 中 得 到 戏剧 性 的 令 人 信服 的 证 明 . 开 普 勒 (UJ. Keplery 具 有 真正 
诊断 学 家 的 天 才 , 从 布 喇 CTycho Brahe) 丰 富 的 观测 资料 中 抽象 出 了 行星 办 道 的 椭圆 形状 . 牛顿 
作 了 进一步 的 抽象 ,又 从 这 些 模 型 中 导出 了 引力 的 普遍 定律 和 力学 的 微分 方程 . 在 如 此 一 路 天 
阻 的 数学 抽象 的 高 水 平 上 ,力学 获得 了 巨大 的 动力 . 它 叉 下 降 到 具体 特定 的 地 上 的 问题 ,于 是 在 
原来 天 体力 学 的 领域 之 外 ,在 广 训 的 领域 由 取得 了 一 个 又 一 个 的 成 功 . 

同样 在 电磁 学 中 ,法拉 第 确立 了 许多 实验 事实 ,并 旦 用 自己 特有 的 机 智 的 解释 把 它们 联结 
起 来 . 由 此 很 快 就 抽象 出 了 一 些 关于 电磁 现象 的 定性 的 数学 定律 . 后 来 ,在 这 些 定律 适用 于 其 此 
特定 的 简单 构 形 的 陈述 后 面 ,麦克 斯 书 的 天 才 预 见 了 有 很 一 般 的 定量 的 定律 ,把 磁力 .电力 和 它 
们 的 变 率 组 合 在 一 个 微分 方程 组 里 . 这 些 方程 是 抽象 的 ,而 且 脱 离 了 特定 的 可 以 提 摸 的 情况 ,下 
看 起 来 会 感到 过 分 奥秘 而 无 法 应 用 . 然而 很 快 就 清楚 了, 麦克斯韦 之 上 天 到 抽象 ,在 好 几 个 方向 
开辟 了 继续 前 进 的 道路 , 麦克 斯 韦 方程 表明 了 电磁 现象 的 波 性 质 , 启 发 了 赫兹 关于 无 线 电波 伟 
播 的 实验 ,开始 了 一 个 全 新 技术 的 成 长 ,引导 研究 者 到 新 的 研究 路 线 上 去 ,其 中 例如 就 有 现在 非 
党 活路 的 领域 一 一 磁 流体 力学 . 

不 能 说 麦克 斯 韦 的 方程 是 系统 的 演绎 思维 的 产物 . 全 也 不 能 把 他 的 成 就 都 归 之 于 纯粹 归 甸 
的 苏 格 拉 底 式 的 思维 , 倒是 应 该 说 ,麦克 斯 韦 有 着 那 种 极其 罕见 的 思想 , 它 能 霸 看 来 相距 衣 隐 而 
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没有 联系 的 事实 之 间 乒 到 相似 的 .平行 的 东西 ,而且 能 把 清 清 楚楚 互 不 相间 的 因素 组 合成 统一 
的 系统 , 达 刘 新 的 重大 的 顿悟. 

在 数 党 本身, 一 条 相应 的 曲线 -” -由 具体 特定 的 实质 经 过 抽象 ,而 再 回 到 具体 全 别 的 东 
西 - -一 使 得 一 个 理论 有 意义 ,有 重要 性 , 皮 领 会 这 个 基本 的 事实 ,必须 记 什 ,具体 “抽象 ”、“ 个 
别 ” “一般 ”这 些 词 在 数学 中 没有 国定 的 绝对 的 意义 . 它们 主要 是 指 思想 的 一 种 框架 ,知识 的 一 
种 状态 ,以太 数 学 实质 的 一 种 性 格 , 例如 说 ,一 种 大 家 都 已 经 吸收 了 熟悉 了 的 东西 ,很 容易 被 看 
成 是 具体 的 “抽象 ”和 ”推广 ”这 些 词 并 不 描写 一 种 静态 的 情况 或 最 终 的 结果 ,而 是 由 某 个 具体 
的 层次 走 癌 “更 高 " 房 次 的 动态 过 程 . 

数学 中 有 些 井 越 成 果 会 突然 来 到 ， A 经 过 了 则 具 体 材 料 锡 抽象 , 观 
所 就 已 明白 ,结构 上 本 质 的 因素 也 昭然 若 揭 . 公理 化 ,不 论 它 是 省 是 欧 几 里 得 形式 的 ,音义 即 在 
于 此 . 沟 。 讳 依 曼 等 人 把 希 尔 伯 特 的 * 湾 论 : .只 是 科 国 的 “有 办 ?线性 算 子 情况 推广 到 “无 界 * 算 
子 , 就 是 近年 有 成 效 地 使 用 抽象 的 一 个 例子 . 

这 个 影响 深远 的 发 展 可 以 追踪 为 由 解析 几何 的 其 体 的 基础 上 的 一 系列 向 上 的 抽象 化 . 在 初等 
的 三 维 空间 《坐标 为 zzayzs) 的 解析 几何 中 ,平面 是 用 变量 ri ,rs ,xs 的 线性 方程 来 表示 的 ,而 
二 次 申 面 如 球面 或 玛 球 面 , 则 由 二 次 方程 ( 即 未 知 数 的 最 沿 次 宕 是 平方 ) 来 表示 . 例如 形式 为 7 
十 hazz 十 Air 一 ] 的 一 般 方 程 就 表示 一 个 中 心 在 坐标 原点 而 以 坐标 轴 为 其 三 个 主轴 的 二 次 曲面 . 
在 椭 球 面 情 况 下 , “系数 ”4,42 ,4 屁 = 个 国定 正 数 ,它们 就 是 /ai ,1/az ,1ya: ,而 ayasya 是 精 
球 的 三 个 半 轴 长 , 椭 球 面 好 是 由 坐标 为 变量 zi,zrs yzs 满足 这 个 方程 的 点 构成 的 ( 见 30 页 插图 ). 

了 使 我 们 能 讨论 译本 三 维 的 空间 ,例如 维 ,其 举 标 为 z， 
zz 这 个 室 间 的 平面 仍 是 由 线性 方程 来 表示 ,二 次 曲面 则 由 x ,xs,… ,zx, 的 二 次 方程 来 表 
示 ，“ 线 性 代数 "中 最 重要 的 结果 之 一 就 是 ;有心 的 * 二 次 曲面 的 方程 在 经 对 过 适当 的 坐标 变换 以 后 
(或 者 说 在 公 需 面 形 作 一 个 刚体 运动 以 后 ) ,一 定 可 以 化 为 zi 十 4 说 十 ;十 Axr? 一 1 这 样 的 代 
数 的 典 则 形式 ， 即 当 以 原点 为 中 心 , 以 坐标 轴 为 主轴 时 方程 就 成 了 这 个 形状 , 这 个 定理 在 许多 应 
用 中 起 了 关键 作用 ,例如 有 很 多 个 (nm 个 ) 质 点 或 线路 元 素 所 成 的 力学 或 电学 系统 在 平衡 状态 附 
近 的 振动 理论 . 

物理 学 家 如 瑞 利 盎 玫 (Lord Rayleigh*) 很 大 胆 地 在 应 用 这 个 结果 时 ， 让 维 数 趋向 无 穷 大 ， 

* 译注 :这 三 个 字 是 详 者 加 的 . 

“* 译注 : 瑞 利 动 责 只 是 于 号 ,他 的 真名 是 斯 特 鲁 特 (John William Strutt). 他 是 第 二 = 所 瑞 利 勒 锅 . 同 
样 ,志和 尔 文 动 图 (Lord Kelvin) 也 只 是 狠 导 ， 真名 是 威廉 。 汤姆 还 CWiliiam Thomson), 
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椭 球 (其 中 心 在 原来 观察 它 的 空间 之 (1,1;2) 点 ) 之 
化 为 二 次 曲面 的 典 则 形式 的 代数 与 几何 过 程 如 上 图 所 
示 . 先 把 坐标 又 平行 移动 到 一 个 新 的 位 置 ( 左 图 的 粗 线 
坐标 轴 ) ,使 椭 球 中 心 称 到 新 坐标 轴 的 原点 (0,0,0). 这 
个 平移 在 代数 上 就 是 作 一 个 变换 (如 左 图 下 面 所 示 ) ,将 
原 方程 变 成 占 图 上 方 的 方程 .再 把 平移 后 的 坐标 轴 作 
一 个 旋转 ;使 其 坐标 轴 成 为 上 图 的 粗 线 上 坐标 轴 , 于 是 椭 


二 球面 的 主轴 就 与 新 坐标 轴 重 合 了 ， ,这 里 作 了 进一步 的 

: : 坐标 变换 ,如 上 右 图 下 方 所 示 , 于 是 得 到 典 则 形式 ,而 写 

= 在 下 图 它 所 描绘 的 曲面 的 上 方 , 半 轴 长 及 其 与 各 项 系数 
之 关系 则 写 在 下 图 下 方 ， 


* 译注 :原文 是 说 对 情 球 面 作 旋转 ,不 确 , 应 是 绕 坐 标 轴 作 旋转 . 这 一 段 说 明 作 了 一 些 文字 上 的 改动 ， 
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而 不 作 数 学 上 的 论证 . 如 此 把 所 用 到 的 数学 推广 和 抽象 化 了 一 太 步 ,在 研究 涉及 到 的 奈 点 或 线 
路 元 素 不 是 有 限 个 而 是 一 个 连续 统 的 振动 系统 时 十 分 适合 , 例 絮 、 膜 还 有 传输 线 就 是 这 种 
系统 ， 

真正 伟大 的 前 辈 数学 家 之 一 的 希 尔 伯 特 , 看 出 了 这 种 无 穷 多 变量 的 二 次 型 应 该 有 一 个 靠 得 
住 的 完全 的 数学 理论 . 经 过 他 的 努力 ' 他 发 现 了 ,首先 ,必须 限制 变量 的 范围 ,要 求 这 些 变量 的 平 
方 和 “收获 ”, 即 有 有 限 的 值 . 这 件 事 的 另 一 个 说 法 是 ,借助 于 一 个 “推广 的 ” 毕 达 哥 拉 斯 定理 ;就 


说 成 是 无穷 维 的 " 希 尔 伯 特 空间 ”的 一 个 点 到 原点 的 距离 是 r= zx 十 x 十 … 是 有 限 的 . 其 次 ,和希 
尔 伯 特 定义 无 限 多 变量 的 二 次 型 一 其 实 是 有 界 二 次 型 一 是 以 下 形状 的 双重 无 穷 求 和 
au Ti darizz ct anirirs t+ 
二 ass zi 二 ays TT 
十 …: - 

其 中 第 一 个 指标 ( 即 第 一 横行 的 zi ,第 二 横行 的 zs 等 等 ,从 横行 变 到 另 一 横行 趋向 无 穷 ,而 第 二 
个 指标 ( 即 第 一 织 列 中 的 ,第 二 纵 列 的 zs 等 等 ) 一 个 纵 列 到 另 一 个 纵 列 地 趋向 无 穷 . 这 个 双重 
无 穷 和 要 受到 一 个 关键 的 限制 , 即 它 在 一 个 希 尔 伯 特 空间 的 每 一 点 都 要 收敛. 

在 这 个 空间 里 ,有 限 维 几 人 向 中 关于 平面 和 二 次 曲面 的 许多 性 质 仍然 有 意义 . 特别 是 ,把 二 次 
型 化 到 主轴 的 理论 仍 有 意义 . 希 尔 伯 特 证 明了 ,每 一 个 这 一 类 二 次 型 ( 即 有 界 二 次 型 ) 经 过 坐标 
轴 的 旋转 可 以 化 为 典 则 形式 . 与 有 限 维 情况 作 类 比 , 希 尔 伯 特 把 出 现在 典 则 形式 中 的 -组 值 ， 
ja" 称 为 此 二 次 型 的 “ 谱 ” 

希 尔 伯 特 在 推广 通常 的 = 变量 二 次 型 的 主轴 理论 到 无 穷 多 变量 的 过 程 中 发 现 许 多 新 的 数 
学 现象 ， 例 如 连续 数学 谱 的 出 现 ， 此 外 ， 希 尔 伯 特 的 工作 对 于 量子 力学 的 出 现 很 有 好 处 、 他 
的 “数学 谱 ” 这 个 词 也 在 原子 及 组 成 原子 的 粒子 的 能 级 谱 中 找到 了 预言 似 的 相关 性 ， 但 是 希 
尔 伯 特 的 二 次 型 理论 还 不 全 是 处 理 量子 力学 的 工作 ; 在 那里 出 现 的 二 次 型 后 来 爱 现 是 “无 
界 的 ”. 

在 这 里 , 冯 ，。 诺 依 曼 得 助 于 施 米 特 (E, Schmidt). 他 比 起 其 前 辈 人 又 更 人 自 向 于 扫 象 化 ,把 这 
个 热 象 化 向 上 推 向 另 一 个 关键 的 层次 . 他 抛弃 了 希 尔 伯 特 把 一 次 型 看 成 某 个 可 以 具体 表现 为 
个 无 限 的 代数 式 的 想法 ,而 代 之 以 抽象 地 表述 这 个 概念 ,这 样 , 他 就 可 以 吕 开 早 前 的 限制 . 着 尔 
伯 特 的 谱 论 这 样 推广 以 后 ,就 可 用 来 满足 现代 物理 学 的 实 实在 在 的 具体 需求 了 。 

导论 ,现代 数学 关心 的 另 一 个 中 心 ,也 经 过 了 类 似 的 抽象 化 过 程 ; 君 论 的 起 源 可 以 追 湖 到 一 
个 从 中 世纪 起 就 强烈 吸引 了 数学 家 的 问题 :这 就 是 求解 次 数 高 于 2 的 代数 方程 ,但 是 限于 用 代 
数 过 程 , 即 加 减 乘除 和 开 方 . 二 次 方程 的 理论 巴比伦 人 就 知道 三 次 和 四 次 方程 的 求解 是 文艺 复 
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兴 时 代 的 数学 家 卡 丹 诺 (Girolamo Cardano* ) 和 塔 塔 里 亚 (Nicole Tartaglia) 完 成 的 . 然而 ,五 次 
各 更 高 次 的 方程 的 求解 过 到 不 可 逾越 的 困难 ， 

19 世纪 早期 ,由 拉 格 关 日 人 J.,[. Lagrange}), 鲁 菲 尼 (P. Ruffini) 和 阿 贝 尔 {N. H. Abel) 等 发 
起 了 对 这 个 老 问题 的 新 的 深刻 的 进攻 ,而 最 为 独创 的 是 人 田 瓦 (E. Galois}). 他 们 的 新 方法 都 是 出 
一 个 已 知事 实 开始 , 即 形 如 十 as_1x”! 十 … 十 a1x 十 ao 二 0 的 次 方程 有 n 个 根 r ,rs,… ,7,, 而 
它们 唯一 地 决定 了 这 个 方程 . (例如 , 设 1 和 3 是 一 个 二 次 方程 之 根 ,由 这 两 个 根 决定 的 方程 就 
是 (rT 一 1)(x 一 3) 二 x 一 4x 十 3 二 0,) 方 程 的 系数 是 根 的 函数 , 即 系数 只 由 根 的 集合 决定 而 与 根 的 
次 序 无 关 , (例如 ,以 i,r; ,rs 为 根 的 三 次 方程 x 十 ax’? 十 bx 十 c 一 0 中 ,系数 可 以 写 为 一 a 二 x 十 
rs trs b=—rnrtrarstrris—c—=rnrr, er ,rr 重 排 一 个 次 序 ,a,b,c 并 不 改变 . ) 

多 年 来 研究 这 些 方程 暴露 了 :把 根 用 系数 表示 出 来 这 个 问题 的 关键 不 仅 在 于 研究 对 称 的 表 
达 式 ,更 有 决定 性 的 是 研究 不 全 对 称 的 式 子 ,看 它们 还 能 有 多 少 对 称 性 . 例如 FE=ririTrri 这 
个 式 子 当 ,ris7r3s74 任意 排列 时 并 非 不 变 的 , 车 指标 1 和 2 互 换 或 3 和 4 互 换 , 则 五 不 变 , 然 若 
1 和 3 互 换 ,所 得 就 不 再 是 吾 了 . 但 若 连续 实行 两 次 排列 ,一 个 将 忆 改变 , 另 一 个 再 变 回 来 ; 则 这 
就 相当 于 -个 保持 三 不 变 的 排列 . 伽 罗 瑟 把 这 种 由 变换 构成 的 集合 称 为 一 个 “ 群 ”, 它 表示 表达 
式 的 内 在 对 称 性 . 天 才 的 仇 罗 瓦 看 出 来 ,了 解 这 种 群 正 是 代数 方程 的 更 深刻 的 理论 的 关键 . 

要 想 把 这 种 群 的 各 式 各 样 的 装扮 与 表现 都 包抄 无 余地 放 和 一 个 概念 之 中 ,并 且 预 期 到 还 会 
有 更 大 的 迄今 尚未 发 现 的 种 种 可 能 性 ,就 需要 用 最 抽象 的 语言 表述 其 根本 的 群 概念 . 其 作法 就 
是 把 数学 对 象 的 这 样 -种 集合 称 为 群 ,如 果 此 集合 中 有 一 个 规则 能 把 两 个 元 素 “ 维 合 ”成 为 此 集 
合 的 再 一 个 元 素 S; 要 求 这 个 规则 有 结合 性 , 即 (ST)U= SCTU)”, 此 外 ,集合 中 必须 包含 一 个 
单位 "元 了, 它 与 集合 中 的 任意 元 素 S 组 合 起 来 后 仍 给 出 S, 即 1S= SI= S. 最 后 ,集合 中 每 个 元 
素 S 都 必须 有 一 个 “ 逆 ” 元 S-! ,使 得 与 5 的 组 合 给 出 单位 元 , 即 SS-: 一 S-'S 二 7 

当然 ,这 个 抽象 的 定义 为 群 的 特定 的 “实在 ”的 本 性 贸 有 很 大 余地 .上面 说 的 集合 的 元 素 可 
以 是 数 , 是 几何 形体 的 旋转 ,是 空间 的 变形 (这 些 变形 可 以 用 坐标 的 线性 变换 或 其 他 变换 来 定 
头 ) ,还 有 上 面 说 的 几 个 对 象 的 排列 . 

群 的 概念 以 及 它 所 带 来 的 对 数学 不 同 分 支 的 淤 清和 统一 ,应 该 看 作 是 过 去 150 年 的 一 大 成 
就 . 绝 大 部 分 努力 都 是 用 在 上 面 讲 的 发 展 驱 线 的 中 间 那 一 段 , 即 对 抽象 概念 的 结构 分 析 - 然而 ， 


* 年 注 :当时 不 少 欧 浏 人 的 名 字 在 各 国文 字 中 拼 法 不 同 ,因而 汉 译 也 就 不 同 ,英文 文献 中 卡 丹 诺 拼 作 
Latdany 因此 也 常 译 作 卡 同 ， 
** 译注 :原文 误 为 (ST)U 一 S(TU) = S. 最 后 一 个 等 式 是 不 成 立 的 . 下 一 个 式 子 原文 只 写 了 SS-! 二 了 , 江 
了 S'S 二 1, 这 也 是 不 对 的 . 


3. 现代 世界 中 的 数学 33 


这 个 工作 一 直 对 曾 明 更 确定 具体 的 领域 如 数论 和 代数 作出 贡献 沿 着 这 条 路 线 的 一 个 引 人 注 目 
的 成 就 是 克 莱 因 (Felix Klein) 于 19 世纪 70 年 代 对 几何 各 分 支 的 著名 的 分 类 ,这 个 分 类 正 是 依 
据 变 换 群 来 作 的 ,在 这 些 群 中 的 变换 之 下 ,其 些 几何 性 质 是 不 变 的 ( 见 下 面 的 插图 )， 

抽象 的 群 论 在 更 具体 的 粒子 物理 问题 中 找到 了 很 有 意 交 的 应 用 . 因为 在 核 粒 子 的 构 形 和 相 
互 作用 上 无 处 不 在 的 明显 的 和 隐藏 的 对 称 性 成 为 一 个 很 精巧 的 群 ,才能 够 有 这 种 应 用 . 群 论 在 
整理 大 量 数据 和 预见 新 粒子 的 存在 ( 见 本 书 第 32 章 “ 物 理科 学 中 的 数学 ”上 取得 的 成 就 邻 人 信 
服 地 说 明 抽 每 在 寻找 “硬性 ?的 事实 上 会 有 老大 的 帮助 . 

直觉 ,这 个 难以 提 摸 而 不 可 缺少 的 成 分 ,在 创造 性 的 数学 中 一 直 在 起 作用 ,甚至 最 抽象 的 思 
维 ,也 是 受 它 启 发 ,由 它 指引 的 . 它 的 最 为 人 熟知 的 表现 , 即 几 何 直觉 . 在 近年 的 主要 数学 成 就 
中 ,只 要 这 项 成 就 是 从 几何 的 工作 开始 ,或 在 其 中 繁荣 ,总 是 出 现 了 几何 直觉 , 然而 在 数学 中 有 
一 股 很 噶 的 压力 ,力求 减少 直觉 的 可 以 见 到 的 作用 ,或 者 更 好 是 说 ,力求 用 精确 严格 的 推理 去 支 
持 它 ， ~ 

拓扑 学 这 个 最 年 轻 而 且 最 有 活力 的 几何 分 支 ， 说 明 这 种 直觉 与 理性 之 间 的 对 立 之 富有 成 
果 的 作用 , 令 人 叹为观止， 拓扑 学 原来 只 有 少数 斤 个 孤立 的 但 重要 的 捍 期 发 现 一 一 例如 单 侧 的 
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由 一 个 点 源 射 影 


散射 9 tk WU - 

几何 学 的 娄 型 是 由 克 莱 因 提出 分 类 的 ,依照 几何 图 形 在 经 受 不 同 变换 群 之 下 的 不 变性 
质 来 分 类 . 欧 几 里 得 几何 由 上 页 末 的 上 图 所 示 , 是 研究 例如 " 角 " 这 样 的 性 质 , 这 些 性 质 在 正 
方形 ABCDP 经 过 平移 ,旋转 ,反射 和 缩放 以 后 都 不 会 变化 .上 页 末 下 图 是 仿 射 几何 学 ,不 但 允 
许 这些 变 换 , 还 允许 由 平行 射线 向 一 个 可 能 是 倾斜 的 平面 上 的 射影 . 在 此 情况 下 , 共 线 点 的 比 
值 是 不 变 的 .[ 即 是 说 , 若 只 是 直线 AB 上 之 一 点 , 则 AP 与 阳 之 比 在 土 述 四 种 变换 下 都 不 
变 ,} 本 页 上 图 是 射影 几何 的 表示 , 它 还 允许 出 一 个 点 源 向 随意 倾斜 的 屏幕 上 射影 一 个 几何 
图 形 在 这 样 的 变换 下 的 不 变性 岳之 一 就 是 共 线 点 的 交 比 ( 交 比 亦 称 非 调和 比 } 不 变 . 若 P,Q 
是 直线 4B 上 的 点 , 则 比值 AQ /PQ: AB /PB 称 为 这 四 点 按 A,P,a,B 次 序 的 交 比 , 记 作 
(A,P:;O,S) . 它 在 射影 变换 以 及 前 几 种 变换 下 都 不 变 ), 第 四 种 类 型 的 几何 学 是 拓扑 学 ， 
见 本 页 中 图 , 它 研究 几何 图 形 经 过 弯曲 、 术 健 、 招 转 等 所 谓 连续 变形 后 都 不 变 的 形 质 . 四 个 
抬 及 ;日 ,CD 的 次 序 在 变形 后 也 不 变 . 在 点 集 理论 中 ,本 页 下 图 所 示 的 郑 种 类 型 的 几何 学 
中 ,总 的 次 序 , 在 经 过 所 亩 "散射 " 那 种 类 型 的 变换 后 , 旦 不 会 保存 的 ,但 与 原来 图 形 点 的 数 
目 确实 一 样 .所 以 点 集 理 论 可 以 说 是 研究 在 所 有 一 一 对 应 下 都 能 保存 的 性 质 ， 


mm- 


* 译注 : 原 书 误 为 AP/PQ:AD/PD. 
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黄 比 鸟 斯 (A. 上 .Mabius) 带 一 一 作为 资本 ,在 19 世纪 已 经 成 了 严肃 的 研究 领域 , 在 很 长 一 段 时 
期 , 它 几 和 平 全 是 几何 直觉 的 事 , 把 曲面 前 剪贴 贴 以 力求 看 得 抑 拓 扑 学 的 数学 本 质 , 就 是 曲面 在 任 
意 连 续 变换 下 不 变 的 性 质 . 然而 , 黎 曼 (GE. B, Riemann) 在 这 个 新 学 科 发 展 的 早期 ,就 把 它 置 于 
注意 的 中 心 ,他 在 极 令 人 注意 的 关于 单个 复 变 量 ( 即 包含 虚数 v 一 1 的 变量 ) 的 代数 函数 的 工作 
中 ,证 明了 关于 我 们 现 克 为 敢 曼 曲面 的 东西 的 拓扑 学 事实 ,对 于 真正 理解 这 些 函 数 是 必 不 可 少 


的 . 


领导 20 世纪 思想 进程 的 几 位 数学 家 , 左 为 康 托 {Georg Cantor) ,他 提出 无 穷 集 合 的 等 级 ， 

从 而 把 数学 的 思辨 集中 在 集合 论 上 中 为 庞 加 羔 [H. Poincare) ,他 和 警告 不 要 对 集合 论 过 于 执 

这 , 锅 尔 伯 特 (D. Hilbert) ( 右 图 ) ,推广 了 主轴 理论 他 在 1900 年 为 20 世纪 的 数学 家 提出 了 23 

‘个 问题 . 

在 19 世纪 中 ,研究 者 们 发 现 了 并 系统 地 探讨 了 关于 2 维 ,3 维 甚 鞋 元 维 曲 面 的 范围 很 广 的 
拓扑 性 质 . 到 本 世纪 早期 ,伟大 的 庞 加 莱 和 其 他 人 ,或 多 或 少 仍然 是 在 直觉 的 基础 上 ,建立 了 拓 
扑 学 理论 的 壮观 的 大 厦 . 这 个 工作 的 进展 与 群 论 的 发 展 密切 地 相伴 ,在 数学 的 其 他 分 支 中 找到 
应 用 ;而 且 在 数学 科学 向 更 高 层次 的 复杂 化 的 进化 中 起 了 作用 . 例如 , 它 在 天 体力 学 中 很 有 用 ， 
确切 些 说 在 由 引 为 场 弯 曲 的 空间 中 构造 行星 轨道 上 很 有 用 . 

拓扑 学 家 很 快 就 感到 迫切 需要 把 他 们 的 [具有 麻利 ,才能 在 现代 数学 关于 精确 性 的 阁 好 之 下 
捕捉 几何 直觉 的 产物 ,但 又 不 致 于 毁 掉 这 些 产物 的 令 人 信服 的 美 . 这 个 工作 几乎 是 由 荷兰 数学 
家 布 劳 威 尔 (L. 下 .J. Brouwer) 在 20 世纪 最 初 年 中 独立 完成 的 ,由 于 他 的 巨大 的 努力 ,拓扑 学 
现在 已 经 能 如 欧 几 里 得 几何 学 一 样 严格 地 加 以 处 理 , 这 个 领域 现在 是 在 逻辑 上 无 可 非议 的 推理 
的 坚实 的 基础 上 进展 的 . 
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布 劳 威 尔 所 面 对 的 困难 的 中 心 是 连续 性 概念 的 难题 . 对 于 连续 性 是 什么 ,例如 对 于 曲线 的 
光滑 性 ,每 个 人 都 有 肯定 的 直觉 的 观念 . 但 是 初学 微 积分 的 学 生 , 当 他 最 初试 图 用 精确 的 数学 表 
述 来 桶 扣 连 续 性 时 ,也 会 没有 把 握 的 , 这 项 工作 的 内 难 是 内 在 的 ,因为 连续 的 几何 直觉 与 数理 修 
辑 概 念 并 不 完全 匹配 . 严格 的 定义 会 把 一 大 领域 中 的 种 种 特例 都 搬 到 表面 上 来 了 ,这 个 领域 可 
能 正 是 在 混淆 直觉 与 悖 论 的 边缘 上 . 举例 来 涪 , 很 容易 作出 按照 确切 的 定义 为 连续 的 曲线 ,而 它 
没有 长 度 ( 见 本 章 末 下 图 ) , 它 处 处 都 设 有 方向 ,或 者 作 ~- 曲 线 它 在 革 个 正方 形 中 曲 曲折 折 , 永 不 
林 自 己 相 交 ，, 而 又 可 以 任意 地 接近 止 方形 中 的 任意 点 . 这 些 稀 麻 古 怪 的 造 出 来 的 东西 突出 地 表 
现 了 ,在 证 明 曲 面 或 其 他 经 受 复杂 的 连续 形变 的 几何 对 象 的 拓扑 性 质 时 ,谨慎 的 推理 是 多 么 


复 变 函数 从 无 穷 多 页 黎 曼 曲面 的 映射 就 产生 了 本 图 的 堪 图 那些 贺 级 边 多 边 形 在 的 向 外 
面 的 圆周 时 ,就 变 得 越 来 越 小 ,然而 它 却 相应 于 右 图 的 直线 边 多 边 形 , 在 画 出 它们 的 平面 上 , 当 
它们 无 穷 延 伸 时 却 不 改变 其 大 小 . 


对 于 非 拓 扑 学 家 来 说 ,这 种 必要 性 不 是 一 下 子 就 能 直觉 地 看 清楚 的 . 以 约 当 (C. Jordan}) 的 
著名 定理 为 例 : 这 定理 说 ,平面 上 任 一 不 自 交 的 连续 封闭 曲线 必 把 平面 分 成 互相 分 离 的 两 
块 一 内 部 和 外 部 ( 见 本 章 末 捅 图 的 上 图 ). 每 一 个 科学 家 、 工 程 师 和 学 生 , 按 他 的 朴素 的 正常 的 
想法 ,都 会 认为 证 明 这 样 的 定理 没有 必要 ,是 自 找 罪 受 的 习题 . 但 是 约 当 在 写 他 的 经 典 性 的 分 析 
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教程 时 却 强 烈 地 感到 有 必要 给 出 一 个 证 明 , 而 且 确 实 给 出 了 一 -个 . 这 个 证 明 是 这 个 问题 的 微妙 
程度 的 一 个 尺度 ,而 约 当 的 证 明 却 是 完全 对 的 ! 与 此 类 似 , 谁 也 不 会 怀疑 ,二 维 或 三 维 几 何 图 形 
的 维 数 在 任意 连续 变形 下 都 是 不 变 的 . 然而 ,如 果 仅 作 抽 象 的 连续 性 的 假设 ,这 件 事 实 的 精确 证 
明 却 是 布 劳 威 尔 的 大 贡献 ， 

当然 ,如 果 对 连续 变形 的 群 加 一 些 限制 一 一 例如 要 求 有 一 定 的 “光滑 性 ? 即 可 微 性 而 不 仅 是 
纯粹 的 连续 性 ,是 可 能 避 开 连续 性 概念 中 的 某 些 困难 的 . 这 样 做 得 到 了 很 大 的 成 功 . 现在 称 之 为 
微分 拓扑 ”的 分 支 近来 获得 了 杰出 的 结果 . 在 要 求 了 “合理 的 ”光滑 性 后 ,变形 的 研究 产生 了 括 
扑 结 构 的 分 类 法 . 与 完全 一 般 的 连续 性 情况 下 的 分 类 很 不 相同 . 

这 些 发 展 值得 欢迎 ,还 因为 它 表 明 对 于 无 边 无 际 的 推广 这 一 潮流 的 健康 的 纠偏 . 自从 有 了 
康 托 尔 在 集合 理论 中 的 成 就 ,在 19 世纪 最 后 十 年 ,这 个 潮流 占据 了 许多 数学 家 的 头脑 有 些 伟 
六 的 数学 家 ,最 值得 一 提 的 是 庞 加 荣 , 与 它 进行 了 尖锐 的 斗争 , 视 之 为 对 数学 的 威胁 ,特别 是 因 
为 它 导 致 了 解决 不 了 的 悖 论 ， 如 宁 说 庞 加 革 的 战斗 性 的 批评 局 限 性 太 大 甚至 走 这 了 头 , 它 仍然 
是 健康 的 ,因为 它 鼓 励 了 关心 特定 的 可 以 掌握 的 事物 的 构造 性 数学 家 ， 

对 于 同一 个 人 或 不 同人 ,是 不 同 的 动机 鼓舞 了 其 数学 活动 . 肯定 地 ,大 部 分 数学 一 -特别 是 
分 析 数 学 一 一 植 根 于 物理 现实 之 中 ,这 给 出 了 有 力 的 启示 与 灵感 . 对 于 现实 的 其 他 领域 ,情况 相 
差 也 不 太 大 . 在 数论 与 代数 中 , 令 人 人 迷 的 数 的 世界 的 现实 , 极 深 地 深 藏 于 人 的 头脑 中 . 我 们 也 
可 以 设想 ,还 有 离 物理 现实 更 远 的 数学 思维 的 逻辑 过 程 的 现实 . 然而 数理 馆 辑 的 奥秘 的 工作 的 
基本 思想 对 于 理解 其 至 设计 自动 计算 机 器 已 经 证 明 是 很 有 用 的 . 

总 之 ,数学 必须 从 具体 的 特定 的 实质 得 到 启发 ,而 且 再 面向 某 种 层次 的 “现实 ” 发 向 抽象 巨 
个 能 只 是 一 种 逃避 ;从 地 上 出 发 和 再 回 到 地 面 都 是 不 可 少 的 ,哪怕 不 可 能 出 同一 个 驾驶 员 掌 握 
各 段 航程 . 最 纯粹 的 数学 事业 的 实质 时 常 是 由 可 以 提 摸 的 物理 现实 提供 的 . 数学 ,虽然 是 由 人 类 
理性 所 发 出 的 , 却 应 该 有 效 地 服务 于 描述 和 理解 物理 世界 ,这 一 件 十 分 有 挑战 性 的 事 , 理 所 当然 
地 ? 起 了 督学 家 的 关切 . 然而 ,把 哲学 问题 放 在 一 边 ,是 关心 物理 问题 ,或 者 表面 上 缺少 这 种 关 
心 , 决 不 能 以 此 作为 对 数学 或 数学 家 划 类 的 标准 . 

事实 上 ,在 “纯粹 与 “应 用 ”数学 之 间 不 可 能 有 截然 的 界线 . 不 应 该 有 一 类 关心 纯洁 的 数学 
之 美的 高 级 教士 ,他 们 只 关心 他 们 自 已 的 爱好 , 另 一 类 则 是 服侍 别 的 主 字 的 工人 . 如 此 这 般 的 阶 
发 分 划 说 得 最 好 也 只 是 人 类 局 限 人性 的 钙 状 ,这 种 局 限 性 使 得 绝 大 多 数 个 人 不 能 自由 地 漫游 于 广 
赣 的 兴趣 领域 . 

四 然 数 学 的 本 质 是 不 可 分 割 的 ,但 是 同一 个 科学 家 或 者 不 同 的 科学 家 对 待 问题 有 不 同 的 态 
度 这 一 点 必须 承认 . 纯正 主义 的 态度 要 求 无 妥协 的 完美 ,而 每 一 个 有 科学 倾向 的 头脑 至 少 有 时 会 
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约 当 曲 线 定理 指出 ,任意 不 自 交 封 闭 曲 线 如 图 分 开 了 内 域 和 外 域 .由 曲线 内 域 作 
一 条 线 引 向 外 域 必 与 曲线 相交 奇数 次 ;由 外 域 到 外 域 的 线 则 必 与 曲线 相交 偶数 次 . 
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无 限 的 锯齿 曲 线 是 由 无 穷 多 线段 组 成 的 ,其 长 度 是 1, 可 ,本 ,二 , 百 , 百 多 .这 
倒数 序列 之 和 不 是 有 限 的 ,所 以 这 一 曲线 本 身 没 有 有 限 的 长 度 ， 
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采取 这 种 态度 . 问题 的 解答 不 允许 有 漏洞 和 癣 瑕 ,所 有 的 结 朱 必须 是 由 无 懈 可 击 的 推理 的 不 断 
的 链条 中 流出 . 如 生 这 种 努力 遇 到 了 不 可 和 逾越 的 障碍 ,纯正 主义 者 就 倾向 于 重 述 他 的 问题 ,或 用 
丸 一 个 其 困难 能 够 处 理 的 问题 来 代替 . 他 甚至 会 重新 规定 针 么 叫做 解 , 由 此 来 解决 他 的 问题 ;而 
并 不 罕见 的 是 ,这 六 会 是 原来 问题 真正 的 解法 的 初步 步骤 . 

对 于 应 用 研究 情况 就 不 同 了 , 首先 ,不 能 随意 修改 或 者 回避 问题 ;所 需 的 是 一 个 信得过 , 常 
人 能 依靠 的 管 案 . 因此 ,如 有 必要 ,数学 家 就 会 妥协 ;他 必须 愿意 在 一 串 推 理 之 中 捅 进 猜 测 ;或 允 
许 数据 的 证 据 不 足 .但 甚至 是 由 最 实际 的 要 求 提出 的 研究 一 一 例如 对 含有 微波 间断 性 的 流体 流 
动 的 分 析 - -一 也 需要 作 基 础 的 数学 研究 以 发 现 怎样 提出 问题 , 在 应 用 研究 中 纯粹 的 存在 证 明 也 
是 有 意义 的 . 确定 了 解 的 存在 ,对 数学 模型 是 否 适当 ,可 能 会 给 出 人 们 需要 的 保证 . 最 后 ,应 用 数 
学 是 受到 近似 的 统治 的 ,在 用 数学 模型 反映 物理 过 程 时 ,近似 是 不 可 避免 的 . 

要 掌握 由 现实 向 抽象 的 数学 模型 的 推移 ,要 估计 这 样 做 能 够 达到 的 精确 度 , 就 要求 由 经 验 
而 变 得 敏锐 的 直觉 的 感觉 .这 也 可 能 涉及 到 把 太 困 难 而 无 法 解决 的 真正 的 数学 问题 ,用 可 以 其 
他 科学 中 用 得 上 的 技巧 来 重 述 . 这 部 分 也 就 是 智力 的 探险 的 本 质 ,也 是 那些 与 工程 师 和 自然 科 
学 家 一 同 去 掌握 “现实 ”问题 时 所 得 到 的 满足 ,这 些 问题 在 人 类 扩大 他 对 自然 的 理解 和 控制 时 是 
会 大 量 出 现 的 . 
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SN 和 什么 我 们 要 费 神 去 读数 学 家 的 传记 ,既然 我 们 的 真实 的 兴趣 假设 为 是 在 数学 本 身 ? 了 
A ents 理由 之 一 当然 就 是 单纯 的 好 奇 心 . 
对 于 那些 对 我 们 的 文明 的 伟大 成 就 有 过 贡献 的 大 ,我 们 当然 愿意 知道 他 们 的 一 些 事 
情 . 而 我 们 的 好 奇 心得 到 了 满足 . 我 们 会 了 解 到 ,他 们 并 不 都 是 严肃 ,保守 、 轰 守 陈 规 的 人 ,而 许 
多 人 是 历史 上 最 有 趣 甚 至 令 人 激动 的 角色 . 
他 们 和 被 此 大 不 相同 . 使 一 个 人 成 为 数学 家 的 特殊 才能 ,如 果真 有 的 话 , 无 论 是 花花 公子 或 苦 
行 僧 , 商 人 或 哲学 家 ,无 神 沦 者 或 虞 诚 的 教徒 ,隐士 或 市 侩 , 流 误 或 道德 的 档 模 ,天 真 的 人 或 精明 
的 人 都 可 能 具有 . 许多 人 很 庶 , 另 一 些 大 则 自 秘 自 负 到 极点 , 令 人 无 法 忍受 . 可 以 找到 卡 丹 (Je- 
rome (Cardan) 这 样 的 晋 棍 ,也 有 牛顿 这 样 规矩 的 人 .有 些 人 承认 其 他 伟大 人 物 十 分 宽 宕 大 量 , 有 
人 则 怨天尤人 ,心怀 嫉妒 ,甚至 棵 窃 他 人 成 就 沽 名 钓 誉 .所 碎 多 的 是 争吵 谁 先 发 现 了 什么. 
一 般 都 相信 数学 家 的 创造 性 在 年 轻 时 就 到 了 高 峰 . 详细 研究 数学 家 的 生平 后 ,是 否 仍 会 相 
信 这 一 点 就 可 疑 了 , 确实 ,帕斯卡 (Blaise Pascal) 和 高 斯 甚至 是 早 不 的 , 俩 罗 瓦 (Evariste Galois) 
死 于 21 岁 ; 阿 由 尔 (Niels Hedrik Abel) 死 于 27 岁 . 但 另 一 些 人 如 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon La- 
place) ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Weierstrass), 希 尔 伯 特 (David Hilbert) 和 席 吉 莱 CHenri Poincaré) 
都 是 在 正常 年 龄 成 熟 而 且 终 身 都 有 著述 ， 
最 令 人 惊奇 的 事实 下 能 是 ,到 1900 年 以 前 ,只 有 极 少 数 人 主要 是 数学 家 . 在 本 书 这 一 部 分 
中 人 传 的 人 申 , 牛 顿 . 拉 普 拉 斯 .哈密 尔 顿 和 麦克 斯 韦 都 是 物理 学 家 ; 笛 卡 儿 是 极 伟大 的 哲学 家 ， 
而 他 作为 生物 学 家 的 名 气 比 作为 一 个 数学 家 的 名 气 大 得 多 . 
研究 数学 家 的 传记 有 比 简单 的 好 奇 心 更 有 和 价值 的 理由 , 通常 都 把 数学 看 成 一 系列 有 逻辑 次 
序 的 学 科 ， 它 的 特性 是 :各 部 分 均 与 人 无 关 而 为 客观 的 ,而 且 每 一 部 分 似乎 都 是 对 其 主题 的 完备 
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的 穷尽 的 研究 . 与 之 对 照 ,例如 哲学 则 被 看 成 是 人 们 摘出 来 的 ,哲学 的 研究 分 成 了 研究 个 别 的 、 
变化 很 大 而 且 高 度 因 人 而 异 的 观点 ,但 是 ,认真 研究 数学 家 的 传记 ,其 中 自 应 包含 对 他 们 的 工作 
的 本 质 的 概述 ,就 表明 数学 也 带 有 形成 数学 的 人 的 各 不 相同 的 印记 . 数学 家 的 工作 ,可 以 比 作 住 
在 有 茂密 树林 的 野地 里 不 同 地 方 的 人 ,要 求 他 们 在 其 所 在 地 区 中 修 路 . 他 们 都 像 聪明 人 那样 , 先 
选 一 个 目标 ,对 着 这 目标 来 修 路 . 有 人 计划 筑 路 通 向 矿产 ,有 人 通 向 水 源 , 还 有 大通 向 高 地 ,他 们 
希望 在 那里 可 以 看 一 看 下 一 步 的 前 程 . 路 是 筑 起 来 了 ,然而 彼此 大 不 相同 . 有 一 些 确 已 很 好 地 开 
通 了 ,只 需要 后 来 的 人 加 宽 , 弄 光 , 更 加 好 走 . 另 一 些 道路 则 是 充满 残 根 乱 石 很 难 走 人 , 有 些 还 有 
溪流 横 穿 ,有 待 搭 侨 . 最 后 还 有 的 只 是 一 条 无 头 死路 . 这 些 路 种 带 有 第 路 蓝 缕 者 的 印记 . 

数学 的 这 一 个 图 像 比 之 视 它 为 一 系列 穷尽 的 按 逻辑 展开 的 许多 分 支 的 图 像 ,不 仅 更 准确 ， 
而 且 每 一 个 希望 对 数学 有 贡献 的 人 都 必须 了 解 . 如 果 他 想 奶 随 前 驱 的 足迹 ,他 就 必须 知道 他 选 
择 的 是 怎样 一 条 路 ,路 上 会 有 什么 险阻 . 平坦 道路 不 会 提供 进一步 贡献 的 机 会 . 死路 必须 避 开 ， 
除非 他 党 得 自己 有 力量 清除 障碍 ,越过 阻挡 了 先 人 前 进 的 类 栏 .总 之 他 必须 知道 路 是 人 造 的 ,所 
以 就 会 有 前 人 没 能 除去 的 障碍 和 缺陷 ， 

数学 史 给 出 了 大 量 证 据说 明 这 个 学 科 不 可 磨灭 地 打上 了 人 的 观点 和 个 人 品质 的 烙印 , 高 斯 
关于 非 欧 几何 的 工作 引起 的 革命 就 是 再 好 不 过 的 例子 了 . 高 斯 在 1790 年 代 开 始 数学 上 的 工作 ， 
那 时 康德 的 数学 哲学 统治 了 欧洲 人 的 思想 状况 . 康德 已 经 断定 , 欧 氏 几何 是 人 类 了 解 空间 以 及 
空间 图 形 的 性 质 的 唯一 的 必 经 的 途径 . 在 这 个 意义 下 ,数学 是 由 无 可 移 易 的 真理 构成 的 整体 . 康 
德 的 思想 集中 体现 了 这 个 两 干 多 年 的 信念 , 然而 ,为 了 消除 欧 氏 几何 的 某 一 个 公理 (平行 线 公 
理 ) 的 令 人 不 快 的 特性 ,一 批 最 好 的 数学 家 构造 了 别 种 替代 的 几何 学 ,并 希望 从 中 找到 矛盾 ,这 
样 来 使 欧 氏 几何 成 为 不 可 状 代 不 可 反 驶 的 . 高 斯 第 一 个 看 出 了 ,这 些 替 代 的 几何 学 ,他 们 称 为 非 
欧 几 何 学 ,是 物理 空间 的 同样 好 的 描述 ,而 且 找 不 出 一 个 判 据 来 决定 娜 一 种 几何 学 才 是 真实 的 
描述 . 高 斯 关于 非 政 几何 的 工作 主要 是 贡献 了 一 种 新 观点 , 这 种 观点 迫使 后 代数 学 家 不 再 宣称 
数学 给 出 的 是 真理 ,而 他 们 只 能 满足 于 数学 处 子 这 样 一 个 地 位 :数学 只 是 现实 的 一 个 相当 有 任 
意 性 的 人 为 的 模型 ,而 能 对 物理 世界 发 生 的 事 或 多 或 少 地 加 以 描述 . 

数学 给 出 的 都 是 真理 ,数学 定理 作为 与 人 无 关 的 东西 而 存在 ,如 同 信里 的 钻石 一 样 , 信 所 要 
做 的 仅 是 把 这 些 钻 石 一 个 个 地 发 掘 出 来 . 这 样 一 种 信念 是 怎样 产生 的 呢 ? 只 要 看 一 看 早期 的 数 
学 家 生活 在 什么 样 的 思想 环境 里 ,看 一 看 他 们 对 这 个 环境 是 如 何 反应 的 ,这 样 就 能 解释 上 述 关 
于 数学 的 观点 怎样 产生 又 怎样 被 接受 的 . 与 此 相似 ,高 斯 造成 的 变化 一 一 . 即 认为 数学 收集 了 许 
多 人 造 销 石 ,它们 光辉 夺目 使 得 少数 数学 家 为 之 目眩 ,说 不 定 还 有 -- 些 人 为 自己 的 创造 而 骄傲 ， 
这 样 一 些 人 相信 他 们 的 钻石 才 是 真 的 一 -机 理解 这 个 变化 只 要 考查 高 斯 在 其 中 工作 的 气氛 就 
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行 了 . 

研究 传记 还 有 另 一 个 价值 , 数学 家 生产 公式 ,但 公式 不 能 生产 数学 家 . 值得 注意 的 是 ,不 论 
是 罗马 人 的 文明 或 中 世纪 的 文明 ,虽然 都 经 历 了 千年 之 入, 部 在 茶 些 文化 领域 中 达到 很 伟大 的 
高 峰 , 却 一 个 数学 家 也 没有 造就 出 来 . 此 外 ,甚至 在 文艺 复兴 后 的 欧洲 比较 有 利 的 思想 气候 下 ， 
也 是 完全 偶然 ,三 个 最 伟 太 的 数学 家 中 的 两 个 ,牛顿 和 高 斯 碰巧 走 上 了 前 台 . 只 有 在 特定 的 社 
会 ,物理 和 思想 条 人 忻 下 数学 家 才能 主 有 盛誉 ,一 个 关心 数 党 活动 的 社会 必须 要 知道 这 些 条 件 , 提 
供 这 些 条 件 . 要 提供 什么 条 件 ,获得 这 方面 的 知识 最 好 的 办 法 就 是 研究 数学 家 的 生平 ， 

认识 到 个 人 所 起 的 决定 性 的 作用 不 仅 能 解释 ,何以 数学 这 样 一 个 理性 的 学 科 , 其 发 展 进程 
却 是 如 此 的 非 理性 ,而 且 可 以 在 很 大 程度 上 解释 ,何以 几 种 不 同 的 文明 所 产生 的 数学 如 此 截然 
不 同 . 虽然 没有 一 个 学 科 像 数学 那么 多 地 得 益 于 成 干 人 的 努力 的 积累 效应 ,也 没有 哪 一 个 学 科 ， 
其 中 伟大 人 物 的 作用 看 得 更 加 清楚 . 
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克 龙 比 ( 上 ,Crombie)， 1959 年 10 月 己 


CL -下 -我 仅 能 解释 事物 可 能 如 此 ,而 不 能 证 明 其 不 可 能 如 彼 , 则 我 当 以 为 我 对 物理 学 一 天 
石和 盖 央 物理 学 既 已 归结 为 数学 , 飚 当 可 证 明 , 昌 我 以 为 即 在 我 之 浅薄 知识 范围 
内 亦 可 做 到 此 点 .” 

笛 卡 儿 (Rene Deseartes) 用 这 样 的 话 表 明了 一 种 观点 ,而 正 是 这 种 观点 使 他 成 为 17 纪 纪 的 
科学 革命 的 主要 革命 者 之 一 他 反对 亚 里 土 多 德 所 谓 “ 形 式 因 ” 和 * 质 料 因 * 的 物理 学 ,因为 它 已 
被 证 明 是 一个 死胡同 ,而 强调 物理 世界 仅 是 一 种 机 械 而 非 它 物 这 样 ~- 种 “清晰 而 基本 的 观念 ” 
因为 自然 界 的 终极 规律 只 是 力学 的 规律 ,所 以 自然 界 的 一 切 最 终 都 可 以 归结 为 按 这 种 规律 运动 
的 粒子 之 重新 排列 . 他 在 解析 几何 一 - 这 可 能 是 他 影响 最 久远 的 成 就 一 中 创造 了 一 种 技巧， 
用 代数 方程 来 表现 这 些 定律 . 如 此 ,他 提出 了 所 有 理 沦 科学 的 理想 的 纲领 ;由 数目 最 少 的 原理 出 
发 ,构造 一 个 系统 , 既 能 覆盖 所 有 的 已 知事 实 ,又 可 导致 发 现 新 的 事实 . 

后 来 的 全 部 理论 物理 都 是 为 着 实现 这 个 理想 ,就 是 构造 一 个 单一 的 理论 体系 使 得 可 以 观测 
到 的 一 切 规律 性 的 哪怕 是 最 微 末 的 细节 也 可 以 从 数目 最 少 的 ,甚至 一 页 纸 就 可 以 写 下 的 基本 方 
程 导 出 . 肯定 可 以 说 ,由 斯 卡 (Blaise Pascal)* 和 牛顿 在 17 世纪 就 是 在 实施 这 个 笛 卡 儿 纲 领 , 力 
求 用 力学 来 解释 物理 世界 . 在 20 世纪 我 们 也 看 到 许多 科学 家 在 寻求 普 适 的 理论 , 爱 因 斯 坦 和 海 
森 堡 *(W. Heisenberg) 就 在 其 中 .然而 ,按照 笛 卡 儿 的 看 法 ,他 的 无 可 辩驳 的 最 基本 原理 


* 译注 :法 国 数学 家 和 物理 学 家 ,哲学 家 ,概率 论 的 创始 人 之 一 . 
*w 详 注 , 德 国 物 理学 家 , 量 于 力学 的 主要 创始 人 之 一 . 


4, 箔 卡 儿 


由 哈 尔 斯 (Frang Hals) 所 作 , 晤 于 卢 浮 宫 内 .他 曾 涉足 的 领域 有 , 竹 


一 ~ 


1 天 文学 ,许多 人 认为 他 是 近代 哲学 的 鼻祖 .1650 年 他 去 世 于 瑞典 女 


47 


4 于 .传记 


“是 如 此 的 显然 ,只 要 理解 了 它 , 就 会 赞同 它 ” 一 一 并 不 是 研究 的 终点 ,而 只 是 起 芯 . 

笛 卡 儿 的 理论 上 的 洞察 力 和 他 的 网 领 的 革命 性 质 和 影响 是 无 可 怀疑 的 ， 但 是 这 好 像 正 一 
个 停 论 ,他 应 该 如 此 深刻 地 影响 一 些 人 ,但 是 这 些 人 却 认为 他 的 方法 基本 上 是 令 人 捧 恶 的 ,他 们 
拒绝 接受 他 的 一 些 最 重要 的 假设 和 详细 结论 , 伟大 的 荷兰 数学 家 和 天 文学 家 惠 更 斯 (Christian 
Huygens,1596 一 1687)* ,他 的 父亲 曾 是 第 卡 儿 的 而 友 ,在 晚年 承认 , 稍 卡 儿 的 物理 学 除了 一 小 
部 分 以 外 ,他 再 也 无 法 接受 . 但 是 他 说 , 正 是 笛 卡 儿 的 《 插 学 原理 ;第 一 次 打开 了 他 的 眼睛 认识 了 
科学 . 他 说 , 逢 卡 儿 不 仅 暴露 了 旧 哲 学 的 失 殖 ,而 卫 提 出 了 “关于 自然 措 存 在 着 的 一 切 的 可 以 理 
解 的 原因 作为 替代 ”. 正如 对 于 革命 者 常 有 的 那样 , 箔 卡 儿 留 给 后 人 的 ,不 仅 有 他 的 成 就 ,也 有 预 
言 和 纪 ] 影 . 

笛 卡 儿 后 来 也 承认 他 对 科学 的 纯 演 绎 的 数学 化 的 理想 ,在 大 自然 的 复杂 人 性 和 物质 之 谜 面前 
是 失败 了 . 这 个 失败 在 生理 学 中 特别 明显, 而 他 在 这 个 领域 中 的 冒险 最 为 大 胆 . 第 卡 儿 从 他 的 失 
区 和 妥协 中 却 作出 了 对 科学 思想 的 另 一 个 贡献 ,其 重要 忻 在 许多 方面 都 与 他 原来 的 理论 网 领 相 
当 . 他 被 迫 回 到 实验 和 假设 ,证 明了 他 是 提出 假设 性 的 模型 的 第 一 位 大 师 . 这 后 来 在 所 有 的 科学 
研究 中 成 为 不 可 少 的 工具 . 笛 卡 攻关 于 生理 过 程 的 理论 模型 成 为 他 的 想像 力 和 实验 天 才 最 出 色 
的 表演 ， 

勒 内 ， 稍 卡 儿 (René Descartes) 于 1396 年 3 月 31 日 证 于 土 兰 省 (Touraine) 克 纳 效 
cecreuse) 河 边 的 美丽 小 城 拉 埃 依 (La Haye). 出 身 于 小 贵族 ,世代 为 官 ;他 的 父亲 是 布 列 塔 尼 
CBrittany) 省 议会 的 参 审 CCounselor). 笛 卡 儿 出 生 一 个 月 以 后 ,母亲 就 辞世 了 . 他 从 母亲 那里 得 
利 的 则 是“ 干咳 的 病 冯 和 苍白 的 面容 ” 直到 20 岁 . 他 也 从 母亲 那里 继承 了 一 笔 财产 ,使 他 能 得 
到 | 全 的 经 济 独立 , 因为 他 十 分 纤弱 ,人 们 都 以 为 他 难以 永年 . 但 正 由 于 他 不 得 不 静养 而 从 年 幼 
起 就 得 以 沉 滴 于 读书 的 热情 . 

当 他 10 岁 时 ,父亲 就 把 他 送 到 新 建立 的 耶稣 会 学 校 拉 弗 荣 什 (La Fleche) 公 学 ,就 读 八 年 
半 , 受 到 良好 的 教育 ,包括 逻辑 ,道德 哲学 ,物理 学 和 形而上学 ,古典 的 几何 学 和 现代 的 代数 尝 ， 
还 了 解 了 伽利略 关于 望远镜 的 工作 , 他 的 心智 的 主要 特征 都 在 拉 弗 荣 什 早熟 地 表现 出 来 了 当 
他 接触 到 了 经 典 著 作 时 ,他 喜爱 诗歌 , 篇 卡 儿 “ 绝 非 仅 为 几何 学 家 的 几何 学 家 ”《 帕 斯 卡尔 对 他 的 
载 述 ) ,在 他 的 一 篇 早年 的 文章 * 奥 林 比 卡 ”中 写 道 :“ 诗 人 之 诗句 有 比 暂 学 家 之 文 名 更 为 严肃 着. 
次 因 诗人 之 写作 出 于 激情 及 想像 力 . 玫 人 内 心 实 有 知识 之 种 子 ,如 磋 石 之 克 火 种 然 . 斩 学 家 手 之 
以 理性 ,诗人 划 以 想像 力 击 磅 取 之 ,于 是 电 火 飞逝 ,实现 类 位.” 


* 译注 ;也 是 大 物理 学 家 , 光 的 波动 学 说 的 提出 者 . 
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智力 的 聪慧 是 稍 卡 儿 最 惊人 也 可 能 是 更 危险 的 天 赋 . 他 的 一 位 同学 这 样 描述 他 杰出 的 辩 
才 . 他 首先 让 对 手 在 定义 上 蕊 及 共同 接受 的 原则 的 意义 上 与 他 一 致 ,然后 他 就 建立 起 完整 的 演 
绎 论证 ,而 这 是 很 难 撼动 的 . 他 在 拉 弗 菜 什 养 成 了 他 终生 不 变 的 习惯 . 人 们 免除 了 他 一 些 事务 ， 
让 他 迟 迟 不 起床 . 他 党 得 这 样 就 可 以 尽量 充分 地 沉 遍 于 他 出 自 本 性 的 对 里 思 的 爱好 ， 

20 岁 时 他 从 普 瓦 带 埃 (Poitier) 大 学 学 完 法 律 后 来 到 了 巴黎 , 他 在 这 里 成 了 一 个 天 所 事 事 的 
时 流 青 年 . 然而 不 久 后 他 的 思想 就 转向 数学 和 哲学 . 他 这 是 受 了 一 些 比 较 严 肃 的 友人 的 鼓励 ,其 
中 有 他 在 拉 弗 莱 什 认识 的 Minim 修道 士 梅 森 (Marin Mersenne)* . 梅森 本 人 也 是 一 个 有 才能 的 
数学 家 和 有 技巧 的 实验 家 . 他 在 巴黎 皇家 广场 (Place Royale) 的 修道 院 后 来 成 了 “博学 者 ”(sa- 
vant) 的 聚会 场所 ,这 就 是 这 个 世纪 稍 晚 建立 的 巴黎 科学 院 的 前 身 , 梅森 和 别人 有 广泛 的 通信 来 
往 , 这 些 信件 后 来 只 有 小 部 分 发 表 了 ;所 以 ,在 还 没有 科学 期 刊 的 那个 时 代 , 他 就 成 了 科学 信息 
的 中 心 , 他 还 曾 把 做 里 略 的 4 对话》 和 《谈话 } 按 即 指 仰 里 略 所 落 《 关 于 托 勒 密 和 哥 白 尼 两 大 世界 
体系 的 对 话 》 和 《关于 两 种 新 科学 的 谈话 二 书 -一 - 译 者 ) 译 出 :前 书 译 于 1634 年 , 即 侧 里 赔 被 定 
菲 的 次 年 , 梅森 终生 是 箔 卡 儿 的 主要 朋友 ,而 当 管 卡 儿 于 1628 年 永远 离开 法 国 后 ,梅森 一 直 对 
他 邮 告 巴黎 的 科学 新 闻 ， 

1618 华 笛 卡 几 以 绅士 志愿 者 的 身份 参加 了 拿 骏 王子 摩 里 斯 (Princee Maurice of Nassau)( 即 
后 来 的 奥 兰 治 亲王 (Prince Orange) 的 军队 . 他 驻 于 荷兰 布雷 达 的 军营 中 ， 当时 正 值 法 国 一 一 荷 
兰 府 队 与 西班牙 军 停 火 (战争 正 是 由 于 低地 国家 (即今 荷兰 .比利时 卢森堡) 要 推翻 西班牙 人 的 
统治 ), 笛 卡 儿 的 科学 兴趣 对 于 一 个 军官 是 很 适合 的 ,弹道 学 .声学 .透视 学 .军事 工程 和 航海 

有 一 天 一 一 1618 第 11 月 10 日 一 一 他 恰好 见 到 一 群 人 聚 在 一 张贴 在 街 上 的 公告 面前 . 公告 
是 用 佛 兰 芒 语 写 的 , 笛 卡 儿 就 请 人 群 中 一 个 人 为 他 翻译 成 拉丁 语 或 法 语 . 这 个 公告 恰好 是 一 个 
数学 问题 的 征 解 .向 卡 儿 请 求 为 他 釉 译 的 那个 人 正 是 这 个 国家 领头 的 数学 家 之 -… , 贝 列 友 (Issac 
Beeckman)}). 笛 卡 儿 解 决 了 这 个 问题 ,并 把 解答 交 给 了 由 克 受 ,他 立刻 就 看 出 了 这 个 青年 人 的 数 
过 天 才 ， 并 着 于 激 起 他 对 理论 问题 的 兴趣 . 那 年 冬天 ,贝克 巡 建 议 笛 卡 儿 去 寻求 落体 加 速度 的 数 
学 定律 ， 他们 二 人 都 不 知道 全 里 略 当时 事实 上 已 解决 了 这 个 问题 ,而 解 就 在 (关于 托 勒 密 和 哥 白 
尼 两 大 世界 体系 的 对 话 } 一 书 中 . 笛 卡 儿 的 解法 基于 不 同 的 假设 . 笛 卡 儿 和 盆 里 赂 二 人 都 没有 撒 


* 译注 :Minim 专 指 15 世纪 由 圣 弗 关 西 斯 (St Franeis of Paola) 所 建立 的 托 钵 僧 团 体 中 的 修道 十 . 
这 个 教派 持 冻 其 严 , 梅森 本 人 在 数学 上 有 不 少 贡 献 . 例如 他 对 形 如 2* 一 1 的 素数 的 猜想 ,指出 当 nn 过 257 
时 一 共有 多 少 率 数 , 多 少 合 数 , 直 到 1947 年 人 们 用 计算 机 检验 才 发 现 只 有 少数 几 个 不 对 . 但 是 大 们 都 不 
郑 道 他 是 怎样 得 到 这 些 结果 的 . 这 种 素数 后 来 就 称 为 梅森 数 , 到 2003 年 11 月 为 止 ,人 人 科 找到 的 最 大 梅森 
率 数 是 2?” 中 一 1. 据说 他 还 普 随 偶 里 略 学 过 物理 学 . 
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述 出 实际 的 下 落 方 式 ,这 一 点 稍 卡 几 六 不 太 在 意 . 他 那 时 还 没有 学会 把 数学 分 析 与 实验 联系 
起 来 . . 

这 一 时 期 备 卡 儿 的 生活 之 能 见于 光 闫 之 下 ,我 们 实在 有 便于 1905 年 才 为 人 发 现 的 贝克 上 曼 
的 日 记 , 这 是 一 个 自我 发 现 的 年 代 , 年 轻 的 稍 卡 儿 的 心智 ,以 不 可 置信 的 速度 在 范围 广泛 的 一 大 
堆 问 题 中 流动 . 稍 卡 儿 已 经 找到 了 一 种 方法 的 痕迹 ,以 后 他 将 循 此 方法 把 人 类 的 知识 统一 在 一 
组 简单 的 .中心 的 前 提 之 下 ， 

1619 年 3 月 26 日 , 笠 卡 儿 告知 贝 友 皮 " 一 种 全 新 的 科学 , 凡 有 关 量 之 一 切 可 能 提出 的 问题 ， 
不 论 此 量 属 何 种 类 , 亦 不 论 其 为 连续 或 间断 , 凡 此 问题 均 可 循 其 本 性 作出 普 过 的 解答 ，…… 故 向 
几何 党 中 有 待 发 现 霄 噩 已 无 几 . " 稍 卡 儿 就 这 样 公布 了 他 发 现 了 解析 几何 , 亦 即 傣 尔 泰 所 说 的 ; 
“将 代数 方程 给 予 曲 线 的 方法 ," 生 于 14 世纪 的 笛 卡 儿 的 同胞 奥 葬 斯 姆 (Nicole Oresme,1323 一 
1382) 可 能 对 此 有 新 贡献 ,“17 世纪 稍 卡 儿 的 己 时 代 人 费 马 也 有 相当 的 可 能 独立 地 作出 同样 发 
现 ,但 是 他 没有 继续 追 索 . 直到 1637 年 笛 卡 儿 才 发 表 这 个 “新 科学 ”他 写成 长 文 4 几何 》, 其 中 如 
有 普遍 的 原理 ,又 有 几 个 特殊 的 应 用 . 其 普遍 性 表示 于 笛 卡 儿 证 明了 阿波 罗 尼 斯 (Applionius 约 
公元 前 262 一 190) 的 圆锥 截 线 都 可 以 用 二 次 昭 线 来 表示 . 因为 圆锥 截 线 婚 包 括 了 古代 天 文学 家 
的 图 ,又 包括 了 开 普 勒 的 桶 图 ,还 有 爷 里 略 描述 抽 射 体 轨 迹 的 抽 物 线 , 这 就 很 清楚 , 香 卡 几 的 第 
一 个 发 明 就 把 一 个 有 力 的 工具 奖 到 物理 学 家 王 中 了 . 如 果 没 有 它 , 牛 顿 岂 会 步履 艰难 了 . 

在 见 到 贝克 曼 整 整 一 年 后 发 生 了 稍 卡 儿 一 生 中 可 能 是 最 重要 但 肯定 是 最 有 戏剧 性 的 订 特 
的 经 历 . 那 时 他 已 参加 了 巴伐利亚 (Bavaria)y 选 帝 修 党 的 军队 一 一 巴伐利亚 是 法 国 在 30 年 战争 
中 男 一 个 盟友 一 一 于 基 在 寒冬 季 节 箔 卡 儿 很 居于 多 瑞 河 上 一 个 边远 地 方 . 11 月 10 日 一 整 天 ,他 
终日 孤独 地 磋 思 于 著名 的 Poele 中 CPoele 直 详 即 为 “炉灶 ”, 其 实 是 烧 得 太 暖和 的 小 房间 ). 这 一 
天 ,他 作 了 两 个 决定 . 第 一 ,他 决定 自 已 必须 有 系统 地 怀疑 他 所 知道 的 物理 学 以 及 一 切 有 组 织 的 
知识 中 ,而 去 寻找 那些 自明 的 .确定 的 出 发 点 ,以 便 由 此 可 以 重建 全 部 科学 .第 二 ,正如 艺术 或 建 
筑 上 的 完美 的 作品 总 是 出 于 一 位 大 师 之 手 ,他 决定 必须 由 自 已 之 手 独 立地 完成 这 个 纲领 . 

按照 17 世纪 传记 作家 贝 依 (A. Baillet) 的 说 法 , 管 卡 儿 那 晚 做 了 三 个 梦 , 第 一 个 梦 里 ,他 在 
一 个 狂风 大 起 的 街道 上 ,因为 右 脚 不 着 力 而 站 立 不 稳 , 但 是 他 身边 的 同伴 却 站 得 很 稳 . 他 醒 了 又 
骨 次 入 睡 . 他 又 一 次 梦 醒 , 梦 中 他 听见 一 阵 雷 鸭 , 房 里 充满 了 火花 . 他 又 一 次 睡 着 了 ,并 且 梦 见 在 


共 译注 ;他 是 法 国 里 秀 (Lisieux) 的 主教 兼 巴黎 那 瓦 尔 (Navarre) 学 院 的 教师 . 他 已 有 了 用 图 像 囊 示 孙 
数 的 思想 . 因为 笛 卡 儿 总 是 尽量 不 提 及 前 人 的 贡献 ,文中 才 有 此 说 . 
**# 详 福 :当时 德国 分 裂 为 许多 小 公国 ,各 由 诸侯 统治 . 庄 伐 中 有 一 些 有 权 傅 加 选举 神圣 罗 马 帝 国 的 皇 
带 , 是 为 选 帝 候 . 
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桌子 上 有 一 本 字 暴 ,然后 还 有 一 本 书 , 他 “一 眼看 到 一 多 话 Quid vitae sectabor iter? (拉丁 语 : 我 
应 遵循 何 种 生活 ?) 同 时 还 有 一 个 他 不 认识 的 人 ,给 他 几 首 诗 , 开 首 一 句 是 'Est et non’ (法语: 是 
耶 非 耶 ) 并 对 他 大 为 推荐 此 诗 ” 这 些 诗 句 第 卡 儿 认 出 了 是 奥 索 尼 马 斯 (Deimu Magnus Auso- 
nius, 约 310 一 395) "的 两 首 诗 开 始 移 一 名 , 稍 卡 儿 还 没有 完全 桓 来 时 ;就 开始 解梦 :第 一 个 梦 是 
警告 他 过 去 的 错误 ,第 二 个 则 是 真理 降临 而 占据 了 他 的 心灵 ,第 三 个 则 是 向 他 打开 了 全 部 科学 
的 宝藏 以 及 通 问 真 业 的 遵 路 ， 个 论 贝 依 在 讲 这 个 放 事 时 是 怎样 添 油 加 酷 了 , 它 象征 了 笛 卡 儿 完 全 
肯定 他 的 通 向 真知 的 道路 是 正确 的 ， 

他 的 军旅 生涯 继续 到 1622 年 ,其 中 目击 了 布拉格 战役 , 普 
雷 斯 煲 ”” 和 诺 仇 上 察 塞 尔 包 围 战 . 以 后 几 年 他 从 波兰 到 意大利 温 
游 欧 洲 , 直到 1625 年 返回 巴黎 , 他 于 是 又 重新 参加 了 梅森 周转 
的 小 团体 ,研究 他 的 “普遍 数学 ”, 思 考 从 道德 心理 学 到 延 年 益 
寿 的 形形色色 的 问题 . 从 这 些 刀 求 中 他 又 分 心 于 社会 的 流 渴 ， 
音乐 , 读 读 朵 书 还 有 姨 博 ,总 之 被 他 的 游手好闲 的 当代 人 的 寺 
尚 所 吸引 . 他 的 父亲 说 他 是 “除了 会 穿 软 皮衣 服 外 什么 也 不 会 
的 人 .” 

上 发生 了 一 件 事 ,把 笛 卡 几 的 视线 转向 了 他 的 一 生 的 使 命 . 
他 和 一 群 时 党 的 上 流 人 士 , 包 括 他 的 朋友 梅森 ,来 到 颇 负 盛名 
的 红 衣 天 主教 德 。 贝 律 尔 (Cardinal de Berulle) 家 里 听 一 位 名 
叫 德 ， 尚 多 CChandoux)? 的 人 讲 他 的 “新 哲学 ” 只 有 币 卡 儿 一 人 
不 勤 掌 . 当 大 们 通 着 他 发 表意 见 时 ,他 作 了 长 篇 讲话 ,说 明 一 
人 只 要 头脑 清楚 ,就 既 能 为 一 个 命题 找到 显然 而 且 令 人 信服 的 例证 ,对 于 其 反 命题 也 行 ,他 证 其 
只 朗 用 他 所 谓 的 “自然 的 方法 ”, 就 连 一 个 平庸 的 思想 家 也 能 找到 被 证 明 为 真 的 原理 . 这 使 他 的 
听众 大 为 惊奇 , 凡 天 以 后 , 当 笛 卡 儿 去 访问 内 律 尔 时 , 红 衣 天 主教 就 要 求 他 献身 于 对 哲学 “力学 
和 医学 ”的 应 用 ， 

1628 年 10 月 , 笛 卡 包 又 来 到 荷兰 ,以 后 除了 三 次 短暂 地 加 到 法 国 ,以 及 1649 年 最 后 去 斯 德 
配 尔 摩 以 外 ,终生 都 定居 于 此 . 在 此 ,他 息影 谢 客 ,他 的 最 亲密 的 朋友 和 学 生 除 外 ,把 他 的 精力 用 


解析 几何 , 按 伏 尔 泰 的 说 
法 ,即将 代数 方程 给 予 曲线 的 
方法 " -本 图 摘自 《几何 》 书 讲 折 
物 线 的 一 页 . 


* 译注 ;希腊 诗人 和 修辞 学 家 . 
** 评注 ;几何 3 一 书 有 中 译本 , 囊 向 东 译 ,武汉 出 版 社 1992 年 出 版 . 本 图 见 25 页 . 
*x* 译注 :即今 斯 洛 伐 克 共 和 国 布 拉 巡 斯 拉 发 . 30 年 战争 的 威 斯 特 伐 里 亚 条 约 罕 此 签署 . 
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于 将 他 的 原则 应 用 于 哲学 ,科学 与 数学 ,并 传播 他 的 结论 . 当 他 最 后 应 瑞典 女王 克 肌 斯 蒂 娜 之 邀 
赴 瑞 典 , 不 到 一 年 即 于 1650 年 2 月 客 死 斯 德 哥 尔 摩 . 

上 可以 把 笛 卡 儿 描写 成 一 位 离心 现 的 思想 家 :他 总 是 从 一 个 坚固 的 中 心理 论 观点 出 发 ,主要 
是 回 外 运动 ,这 与 培根 和 牛顿 这 类 思想 家 截然 相反 .法 国 作家 和 科学 的 业余 爱好 者 丰 特 内 尔 
‘Bernard le Bovier Fontenelle)* 三 他 著名 的 发 表 于 牛顿 身后 的 (牛顿 竺 3 一 文中 ,对 牛 瑟 和 篇 卡 
儿 的 方法 作 了 一 番 文 字 酷 畅 的 对 照 ,“ 这 两 个 处 于 对 立 的 伟人 却 有 许多 共同 之 处 . 两 人 都 是 第 一 
流 的 天 才 ,生来 就 是 要 统治 他 人 的 思想 ， 建 并 自己 的 帝国 . 两 人 都 是 杰出 的 放 何 学 家 ,都 看 到 有 
必要 把 几何 学 引 人 物 理 , 房 人 都 在 一 种 几何 学 上 建立 了 了 自己 的 物理 学 ， 而 这 种 几何 学 几乎 全 是 
他 们 独力 发 展 起 来 的 . 但 是 其 中 一 人 ( 稍 卡 儿 ) 力 求 大 胆 一 跃 即 到 达 每 件 事 的 源头 ,用 某 种 清晰 
的 基础 的 思想 使 自己 成 为 第 一 原则 的 主人 ,然后 ,居高临下 把 自然 界 的 各 种 现象 当 作 这 些 原则 
的 推论 , 另外 一 人 (牛顿 ) 则 比较 胆 尾 而 谦逊 ,他 开始 自 己 的 征程 时 是 依靠 了 种 种 现象 向 上 攀 到 
未 知 的 原理 ,直到 这 些 原理 可 以 提出 种 种 推论 的 链条 时 , 才 决定 承认 它们 . 一 个 人 是 从 他 已 清楚 
地 知道 的 东西 出 发 ,来 寻找 他 所 见 的 东西 的 因 . 丸 一 个 人 则 从 他 所 岗 的 东西 出 发 以 寻找 其 因 ." 

汞 卡 儿 的 哲学 和 科学 事业 的 主要 方向 和 进程 ,可 以 从 他 完成 其 主 归 著作 的 次 序 看 到 . 从 
1618 年 到 1628 年 ,他 在 动 葛 的 军旅 生活 .旅行 以 及 无 所 事 事 中 度 过 ,而 在 这 一 时 期 得 出 天 于 
和 真正 的 科学 的 概念 以 及 达到 真正 科学 的 高 度 理 性 化 的 方法 . 这 一 切 都 陈述 于 他 的 第 一 部 著作 
《指导 心智 的 规则 }》 以 及 《关于 方法 的 谈话 3 简称 4 方 恢 论 访 中 ,前 书 于 1628 年 写 完 但 身后 才 出 
版 ,后 书 则 完成 于 他 定居 于 荷兰 时 . 在 后 书 未 完成 时 ,他 又 着 手写 《流星 》*,《 折 光 》 与 {几何 》 二 
书 , 作 为 应 用 他 的 方法 于 特定 的 研究 路 线 的 三 个 例证 ,并 与 《方法论 》 同 时 发 表 于 1637 年 ,作为 
其 三 个 附 党 . 这 时 ,在 1628 年 左右 ,他 又 转向 研究 工作 的 第 二 阶段 , 妓 力 求 发 现 第 一 原则 . 这 -一 
些 他 在 出 版 于 1641 年 的 (关于 第 一 上 哲学 的 沉思 3》 中 提出 ， 他 从 第 一 原则 又 很 快 地 转向 制作 他 的 
宇宙 论 ,于 1633 年 完成 《 论 世 界 》 一 书 ,此 书 因 获知 盆 里 略 被 定 啡 而 推迟 出 版 . 其 修订 版 以 4 哲学 
原理 》 书 名 出 版 于 1644 年 ,其 中 用 一 切 运 动 都 是 相对 运动 的 思想 冲淡 了 癌 白 尼 主义 . 同时 ,和 销 卡 
由 又 提 出 了 他 关于 心 与 撕 体 的 关系 的 概念 ,在 他 的 最 后 著作 《灵魂 的 热情 》( 成 书 于 1649 年 ) 一 
书 中 ,他 叉 把 心理 学 纳 人 了 他 的 系统 的 范围 之 中 . z 

《折光 % 一 书 可 能 是 笛 卡 并 的 方法 的 最 说 明 问 题 的 例证 了 . 他 -上 来 就 颇 为 独特 地 宣布 他 打 


* 译注 ; 丰 特 内 尔 (1657 一 1757) 是 一 位 法 国 作 家 , 著 有 《牛顿 物 》C1728) 
** 译注 :原文 是 meteors, 英语 是 流 晨 ,陨石 . 法 语 是 météore. 气 象 学 则 是 meteorology 或 
Ineteorologie. 因 未 见 到 原 书 ,其 内 容 究竟 是 什么 不 明 ,存疑 . 


4, 和 馈 卡 儿 


笛 卡 儿 关于 眼 的 研究 包含 取 掉 一 中 年 上 昭 的 视网膜 ， 
代 以 一 张 薄 纸 或 蛋 壳 来 研究 视网膜 上 的 像 . 本 图 引 自 簿 
卡 儿 著 ( 折 光 》{Diopticsj 一 书 \ 第 一 次 印刷 是 1637 年 ， 
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算 解决 在 理性 的 科学 原 风 基 础 上 造 一 个 望远镜 的 问题 .于 是 他 先 由 分 析 光 的 本 性 着 手 :空间 充 
满 了 挤 在 一 起 的 细微 的 物质 小 颗粒 ,构成 一 种 “以 太 ”; 光 是 一 种 力学 现象 ,是 由 -个 发 光 体 发 出 
的 瞬间 的 压力 在 "以 太 ” 中 的 传播 ,然后 笛 卡 儿 对 反射 和 折射 定律 给 了 漂亮 的 几何 证 明 . 其 实 早 
几 年 荷兰 物理 学 家 斯 达尔 (Willebrord Snell,1591 一 1626) 就 发 现 了 关于 折射 的 正确 的 折射 定 
律 ,但 没有 发 表 . 笛 卡 儿 对 现在 称 为 斯 奈 尔 定律 的 证 明 肯 定 是 独立 地 得 出 的 ;但 是 ,第 一 个 是 他 
发 表 的 . 

因为 望远镜 的 目的 是 为 了 增强 视力 , 箔 卡 儿 下 一 步 就 对 正常 和 病态 的 人 眼 状 况 作 了 详尽 的 
分 析 , 从 他 的 来 往 书 信 告诉 我 们 ,他 为 此 作 了 广泛 的 研究 与 解剖 , 他 重复 了 夏 依 纳 (Christoph 
Scheiner) * 作 过 的 一 个 实验 :切除 牛 眼 的 后 部 ,并 用 薄 薄 的 白 纸 或 蛋 壳 代替 它 , 六 检验 了 放 在 眼 
睛 前 方 的 物体 在 其 上 投射 的 倒 像 . 整个 研究 显示 了 他 具有 相当 的 解剖 知识 和 实验 技巧 ;第 卡 儿 
描述 了 虹膜 、 睫 状 肌 、 双 目 视 党 以 及 视 错觉 的 功能 以 及 它们 的 各 种 各 样 的 协调 配合 . 

他 现在 认为 自己 具有 了 开 普 勒 和 和 牛顿 所 没有 的 地 位 ,能 科学 地 展示 用 来 造 望 远 镜 的 楼 镜 应 
该 怎样 弯曲 . 他 断言 这 些 镜 片 的 断面 应 是 双 申 线 或 椭圆 , 他 自然 没有 考虑 到 当时 人 们 还 不 理解 
的 色散 , 最 后 他 还 对 于 设计 来 按 这 些 科学 原理 切割 镜片 的 机 器 作 了 描述 . 

从 笛 卡 下 和 一 位 名 为 费 里 嘉 (Ferrier) 的 法 国 眼镜 皋 造 者 的 长 篇 通信 中 我 们 可 以 看 到 ,这 个 
不 幸 的 人 是 怎样 努力 来 实现 笛 卡 儿 的 想法 而 终于 失败 了 的 ， 

笛 卡 儿 的 物理 学 和 字 宙 论 的 基本 结构 和 内 容 是 从 一 些 革 命 性 的 结论 导出 的 , 笛 卡 疙 于 1628 
年 定居 荷兰 以 后 很 快 就 得 到 了 这 些 结论 . 他 氛 关于 思想 本 身 的 事实 为 基础 ,建立 起 知识 的 可 能 
性 与 正确 性 . 这 个 基本 事实 ,领会 得 “清晰 而 判 然 ”, 就 成 了 他 决定 任何 另外 一 件 事 是 否 为 真 的 判 
据 , 上 古典 暂 学 中 所 谓 * 质 料 ”, 是 只 用 感觉 来 领会 的 ,因而 关于 “清晰 而 判 然 ”. 所 以 ,他 要 从 外 界 的 
进 界 中 消除 一 切 ,只 留 下 广 延 性 -一 这 是 事物 的 可 以 度量 的 侧面 ,所 以 是 其 真实 的 本 性 , 这 样 把 
志 界 划分 为 彼此 排斥 而 又 穷尽 一 切 的 两 个 领域 , 妈 思 想 与 广 延性 ,使 得 箔 卡 儿 能 够 提出 他 认为 
是 关于 自然 的 真正 的 科学 的 东西 . 现在 ,科学 的 任务 就 是 共 这 些 第 一 原则 导出 一 切 发 生 着 的 事 
情 之 因 ,正如 同 数学 也 是 从 它 的 前 提 推 导出 的 一 样 。 

这 个 岗 领 的 广阔 性 一 一 它 实 际 上 宣布 了 整个 物理 世界 可 以 归结 为 运动 的 定律 并 因此 而 可 
理解 一 一 使 箔 卡 儿 的 工作 具有 革命 的 科学 重要 性 . 箔 卡 儿 用 形状 大 小 不 闻 的 粒子 的 运动 来 解释 
化 学 性 质 与 组 成 ,味觉 与 嗅觉 , 热 , 磁 , 光 ,心脏 与 神经 系统 的 运作 (他 认为 这 是 身体 的 力学 作用 
的 源泉 ) ,还 解释 许多 他 有 了 时 作 了 一 些 颇 为 天真 的 实验 来 研究 的 现象 , 这 个 纲领 的 失败 就 在 于 其 


* 译注 : 夏 依 纳 基 耶 稣 会 教士 ,最 早 观察 到 太阳 黑子 现象. 
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过 分 广泛 ; 箔 卡 儿 根本 没有 时 间 来 准确 地 ,定量 地 进入 这 些 问 题 , 箱 卡 儿 的 一 般 物 理学 和 宇宙 
论 , 虽 然 出 自 一 个 数学 化 纲领 的 作者 之 手 , 却 令 人 人防 惊 地 几乎 完全 是 定性 的 , 在 远离 ”我 的 小 小 
的 知识 范围 ?之 外 ,他 不 得 不 依据 思辩 ,结果 是 连 他 和 白 己 也 害怕 . 他 所 得 到 的 ,用 他 自己 的 话 来 
说 ,只 不 过 是 美丽 的 “自然 的 浪漫 曲 ”. 

他 的 最 具 灾 难 性 的 失败 欠 好 发 生 在 他 的 网 领 的 核心 , 即 运 动 定律 本 刁 . 他 早已 用 纯粹 理性 

分 析 过 程 得 出 他 的 结论 , 即 物质 的 基本 性 质 是 它 的 空间 的 广 延 性 , 因为 他 的 方法 先 验 地 排除 了 

其 他 的 可 能 性 ,这 就 使 得 对 此 问题 不 能 再 由 经 验 作 检验 ,他 从 这 个 自以为是 坚实 的 基础 出 发 , 进 
而 构筑 了 一 个 力学 系统 ,但 抛弃 了 重要 的 事实 ,特别 是 那些 后 来 包括 在 牛顿 式 的 “质量 ”概念 里 
的 东西 .他 的 力学 里 确实 包含 了 一 些 有 价值 的 结论 :例如 他 关于 运动 守恒 的 陈述 以 及 宣告 了 一 
个 与 惯性 原理 等 价 的 原理 .但 是 几何 上 全 同 但 质量 不 同 的 物体 在 碰撞 时 或 以 其 他 方 涉 相互 作用 
时 ,性 态 是 不 一 样 的 . 笛 卡 睫 关 于 这 个 问题 的 处 理 是 大 错 特 错 了 ,因为 他 的 前 所 是 只 就 广 延性 来 
分 析 物 质 ,这 本 身 就 是 错误 的 . 

为 了 解释 行星 何以 运行 在 其 轨道 上 , 笛 卡 儿 提 出 了 著名 的 湾 涡 理论 . 按照 这 个 理论 ,精微 的 
物质 "以太 "在 星体 和 太阳 附近 形成 巨大 的 流 涡 , 行星 被 卷 进 太阳 的 流泪 ,就 好 像 小 孩子 做 的 小 
船 落 在 天 体 的 浴盆 里 一 样 ,而 月 亮 也 同样 地 被 带 着 绕 着 地 球 转 . 令 人 了 吃惊 的 事 是 稍 卡 儿 完 全 没 
有 打算 检验 一 下 ,他 的 物理 系统 的 学 说 的 极其 重要 的 这 一 部 分 是 否 与 开 普 勒 的 行星 运动 定律 一 
致 ,是 牛顿 完全 摧毁 了 笛 卡 儿 的 著名 的 游 涡 理论 . 事实 上 ,他 把 自己 的 著作 命名 为 “Principia 
Mathematica”(《 数 学 原理 》, 按 牛顿 著作 的 全 名 是 4 自然 哲学 之 数学 原理 》) ,也许 是 作为 论战 之 
作 来 反对 笛 卡 多 的 Prineipia Philosophiae. 牛顿 把 沙 涡 理论 当 作 流体 力学 中 的 一 个 严肃 的 问题 
来 人 处 理 , 从 而 完全 挫 筑 了 它 ， 

笛 卡 儿 后 来 只得 到 一 个 思辩 者 的 名 声 , 这 很 大 程度 上 是 由 于 后 来 的 力学 史家 是 在 论战 的 牛 
顿 派 的 影响 下 写作 的 , 但 是 如 果 我 们 从 稍 卡 儿 的 力学 转 到 他 的 生理 学 ， 我 们 就 会 看 到 他 在 这 样 
一 个 领域 中 工作 ,而 在 这 个 领域 中 他 所 依据 的 定性 假说 在 处 理 别 的 领域 时 ,可 以 给 出 枉 他 的 壬 
份 比较 相称 的 结果 ， 

笛 卡 儿 完全 有 资格 与 哈 维 (William Harvey)* 齐名 作为 现代 生理 学 的 黄 基 人 . 哈 维 是 实验 
分 析 的 大 师 , 但 笛 卡 儿 引 进 了 基本 的 假设 ,后 来 的 生理 学 都 是 基于 这 个 假设 的 . 笛 卡 儿 既 把 世界 
分 为 两 个 部 分 , 即 广 延 性 与 思想 ,就 可 以 把 生物 学 仅 看 作 力 学 的 一 个 分 支 而 已 , 用 现代 的 语言 来 


* 译注 : 哈 维 ,1578 一 1657 ,英国 医生 和 解剖 学 家 . 他 发 现 了 血液 的 狮 环 ， 而 公认 由 此 把 生理 学 确立 为 
一 种 科学 . 
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卡 儿 想 以 此 来 说 明天 体 的 运动 . 


笛 


’ 


的 小 
星 绕 太 阳 ( 3S) 
信 , 它 的 运动 


以太” 


在 太阳 系 中 


旋转 .图 和 的 上 方 的 不 规则 的 路 


员 带 着 行 


’ 


时 


样 的 规律 . 


一 个 同 


不 能 归结 为 


与 化 学 来 解释 . 对 于 人 ,按照 笛 


的 组 成 部 分 的 物理 


全 


结 带 可 以 用 


断定 了 ,活体 归根 


说 ,这 个 观点 


这 个 点 就 是 脑 后 的 松 果 腺 ， 


时 , 花 了 很 多 时 间 去 做 解 前, 他 发 现 ,在 他 打算 用 


下 儿 的 说 法 ,思想 的 领域 恰 在 一 个 点 处 与 具有 广 延 性 的 躯体 相 届 


-1 


竺 卡 儿 的 通信 表明 ,他 在 长 期 居住 于 敬 
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力学 原则 去 加 以 解释 的 诸多 领域 之 中 ,生物 学 是 困难 最 多 的 一 个 . 正 是 在 这 个 领域 中 ,他 发 现 了 
实验 是 最 重要 的 . 在 获得 信息 上 是 如 此 ,在 有 多 种 不 同 的 可 能 解释 而 需 从 中 选择 时 也 是 如 此 . 他 
虽然 接受 了 哈 维 关于 血液 循环 的 发 现 ,但 是 在 心脏 作用 的 机 制 上 却 与 哈 维 有 了 争论 而 笛 卡 儿 并 
不 太 成 功 , 二 人 都 提出 了 一 个 关键 的 实验 来 支持 自己 的 解释 .事实 上 笛 卡 儿 是 错 了 ,但 是 他 确定 
于 一 个 基本 观点 , 即 对 心 胜 作用 的 完全 的 解释 不 能 简单 地 从 心 胜 跳动 这 个 事实 开始 ,而 要 力求 


松 果 腺 在 笛 卡 儿 的 生理 学 中 起 中 心 作用 .此 图 来 自 5 人》 一 书 . 影像 落 到 
视网膜 (5,3,1) 二 ,并 被 送 到 脑室 (6,4,2) ;在 松 果 腺 上 {H) 形 成 一 个 单个 的 
双 目 影像 ,灵魂 就 在 这 里 控制 谣 体 , 灵 浙 受到 影像 的 刺激 后 就 会 倾向 于 松 果 
腺 而 启动 神经 (8) 的 "水 力学 系统 ” ,使 得 一 块 股 肉 (7) 运 动 . 


58 .和 传 记 


用 其 后 面 的 机 制 - 一 最 终 基 用 对 一 切 物质 都 相同 的 运动 规律 去 解释 它 ， 

虽然 笛 卡 儿 对 这 一 至 今 仍 不 清楚 的 现象 的 机 械 论 解释 ,今天 看 来 当然 是 太 简 单 了 ,但 是 他 
研究 的 方法 以 及 把 躯体 看 作 一 个 整体 在 工作 ,这 却 为 所 有 现代 的 生理 学 研究 提供 了 一 个 最 有 力 
的 工具 . 这 工具 就 是 假设 性 的 模型 . 馆 卡 儿 的 生理 学 著作 中 包 全 了 一 些 很 好 的 观察 和 对 某 些 现 
象 如 瞬 眼 和 完成 如 行走 这 样 复杂 的 动作 时 肌肉 的 协调 作 了 精彩 的 力学 解释 ,看 作 是 自动 的 动 
作 . 他 宁可 牺牲 真实 的 解剖 学 而 取 他 的 机 械 论 所 需要 的 假设 的 解 前 学 , 但 是 他 总 是 说 ,他 是 在 描 
述 一 个 假设 的 躯体 以 模拟 真实 的 服 体 ,正如 现代 的 研究 者 会 造 一 个 电子 机 器 来 模拟 脑 过 程 
一 样 . 
币 卡 儿 想 要 建造 一 个 关于 自然 的 真正 的 科学 ,在 鞭 中 ,每 件 事 物 都 可 从 自明 的 第 一 原则 用 
数学 推导 出 来 . 当然 ,现代 的 物理 学 家 都 护 绝 了 物理 原理 的 真实 性 可 以 自明 地 为 真 这 一 观点 . 甚 
至 在 17 世纪 ,帕斯卡 和 目 更 斯 就 作出 了 同样 的 批评 . 他 们 指出 ,物理 学 与 抽象 的 数学 有 一 本 质 
的 区 别 , 即 物理 学 的 原理 研究 的 是 事实 的 其 体 世 界 中 的 未 知 物 ,所 以 这 些 原理 会 因为 新 事实 的 
发 现 而 全 部 或 部 分 失效 . 

稍 卡 儿 从 他 的 中 心 的 诛 理 向 外 前 进 , 自 己 也 领 和 到 了 帕斯卡 和 圳 更 斯 的 论点 ,认识 到 他 关 
于 单线 条 的 演绎 的 数学 理想 是 会 失败 的 ,因为 要 把 抽象 的 一 般 原 理 和 事实 的 特定 性 联结 起 来 是 
极为 国难 的 . 然而 ,作为 一 个 正面 的 科学 思想 家 ,他 与 他 在 我 们 时 代 的 继承 者 并 没有 太 大 的 区 
别 . 他 所 探求 的 正 是 几乎 一 切 发 生 着 的 事物 的 原因 和 意义 . 


牛 下 


柯 轧 (I, Bernard Coheny ,1955 年 12 月 与 


特 的 组 独 的 人 牺 , 他 的 行为 来 目 什 么 根源 ,甚至 他 的 同时 代 人 也 不 知道 . 他 网 时 代 的 一 
位 传记 作家 把 牛顿 纶 作 尼 罗 河 ,巨大 的 力量 人 所 共 知 ,而 其 来 源 尚未 发 现 , 虽然 如 此 ， 
我 们 所 仅 知 的 关于 他 的 早年 生活 的 少数 事实 ,也 能 让 我 们 对 牛顿 的 性 格 与 发 展 作 一 些 思索 了 . 
他 生来 就 是 一 个 早熟 的 身体 屏 弱 的 孩子 . 据说 他 初生 才 几 个 月 时 就 要 用 一 个 “长 杭 垫 ”来 支 
持 他 的 须 子 , 谁 也 不 认为 他 能 活 得 下 来 .牛顿 后 来 常 说 ,他 的 母亲 说 过 ,他 出 生 时 个 头 太 小 ,甚至 
可 专 放 进 一 个 大 口 杯 里 ， 
和 牛顿 出 生 三 个 月 前 父亲 就 去 志 了 . 孩子 不 到 两 岁 时 ,母亲 再 婚 , 把 他 托付 给 年 老 的 祖母 照 
管 . 他 生活 在 一 个 孤独 的 农庄 里 , 既 无 双亲 关爱 ,又 无 兄弟 姐妹 友好 作 伴 或 者 作对 . 他 的 最 有 名 
的 现代 传记 的 作者 ,已 故 的 摩尔 (Louis T. More) 坚 持 认 为 ,牛顿 的 * 内 问 ? 大 部 分 可 以 好 之 于 他 
的 孤独 寒 欢 的 童年 ， 
牛顿 生 于 1642 年 ,生长 在 英国 仍然 经 受 “ 长 期 痛苦 的 内 战 的 恕 怖 ”的 年 代 . 各 党 派 的 袭击 和 和 
掠夺 是 常事 . 他 的 祖母 曾 被 “怀疑 为 同情 息 室 军队 ”, 面 对 着 这 些 实在 的 患 怖 和 “他 的 想像 所 带 来 
的 恶 悍 ”, 他 得 不 到 祖母 和 农庄 雇工 们 的 安慰 . 很 自然 地 ,如 同 摩 尔 所 说 ,这 孩子 变 得 向 “孤独 的 
沉思 寻求 奈 夭 ”, 形 成 强烈 的 独身 沉思 的 习惯 . 一 位 在 牛顿 青年 时 代 就 认识 他 的 女孩 这 样 措 写 
他 :一 个 自制 的 ,沉静 的 , 爱 思索 的 孩 于 ", “几乎 从 不 与 外 面 的 和 男孩 子 一 起 参加 那些 媚 国 的 
娱乐 ”. 
牛顿 到 入 学 的 年 龄 时 显然 已 经 克服 了 体力 上 的 属 弦 ,他 的 一 位 同学 说 他 向 一 个 坎 侮 他 ,在 


次 me * 牛顿 人 Isaac Newton) 的 思想 和 人 格 对 于 尾 何 贞 史 学 家 都 是 挑战 , 牛顿 是 一 个 奇 


哈雷 莫 星 1682 年 出 现时 的 轨道 图 , 载 于 (原理 ) 一 书 第 一 版 .牛顿 指出 , 顽 星 和 行星 一 样 ， 
服从 平方 反比 引力 定律 -这 幅 手 工 绘制 的 图 出 自 不 知名 的 给 图 员 . 


他 肚子 上 中 了 一 脚 的 孩子 挑战 ,“ 打 得 那个 孩子 再 也 不 敢 打 了 ” 他 之 取胜 更 多 地 是 由 于 他 的 
“勇气 和 决心 ". 欺 釜 人 的 该 子 是 班 上 的 大 个 于 ,而 和 牛顿 下 决心 "在 学 业 上 也 打倒 他 *, “牛顿 依靠 
勤奋 攻读 终于 成 功 , 后 来 逐步 成 了 全 校 第 一 名 "”. 

牛 玫 14 岁 时 回 到 母亲 的 家 . 她 的 第 二 个 丈夫 已 经 去 世 了 . 母亲 打算 让 他 成 为 一 个 农民 ,但 
这 个 尝试 彻底 失败 了 . 牛 申 完全 厌恶 农事 . 牛顿 不 肯 照 看 农事 ,他 要 读书 ,用 刀子 做 术 头 模型 ,再 
就 是 梦想 , 他 的 母亲 终于 放弃 了 这 个 打算 .让 他 准备 进 人 剑桥 大 学 ;这 对 于 科学 真是 幸 事 ， 

牛顿 于 18 岁 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 . 在 大 学 早年 ,他 哪 一 方面 也 不 出 色 . 后 来 他 受到 数学 
教授 巴 昧 (lsaac Barrow) 的 影响 . 巴 罗 是 一 个 非凡 的 人 ,能 干 的 数学 家 ,经 典 学 家 ,又 是 天 文学 家 
和 光学 领域 中 的 权威 . 巴 罗 是 第 一 个 认识 到 牛顿 的 天 示 的 人 . 巴 罗 当 他 的 学 生得 到 学 位 后 ,立即 
苹 退 教授 职务 ,使 牛顿 能 获得 这 个 职务 . 这 样 ,牛顿 在 26 岁 时 已 经 在 一 个 出 色 的 学 术 职 位 上 确 
定 下 来 ,可 以 自由 进行 他 的 划时代 的 研究 了 . 

他 已 经 在 三 个 不 同 的 科学 探索 领域 中 播 下 了 他 的 革命 性 贡献 的 种 子 ;数学 ,天 体力 学 和 物理 
光学 . 到 桥 大 学 毕业 后 ,他 回 到 自 己 在 沃 尔 案 普 (Woolsthorpe) 的 家 中 工作 了 18 个 月 :这 可 以 说 是 
在 创造 性 的 想像 力 的 整个 历史 上 最 窗 成 果 的 18 个 月 。 牛顿 以 后 的 科学 生活 在 很 大 程度 上 就 是 把 这 
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牛顿 的 沉静 的 面容 ( 华北 涯 新 (Willlam Wordsworth)* 在 这 后 耐看 到 一 个 * 在 鸽 
的 中 想 海 洋 土 航 行 的 心 ", 本 图 是 根据 夺 勒 尔 (Godfrey Kneller) 的 画像 作 的 版 画 . 


译注 ;英国 著名 诗人 , 生 卒 年 月 为 1770 一 1850. 于 1843 一 1850 他 是 英国 的 “桂冠 诗人 ". 这 个 称号 
趾 英 国 国王 颁 授 的 , 获 此 称号 者 可 在 国家 大 典 时 写 诗 庆祝 . 


二 
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个 “黄金 岁月 里 的 伟大 发 现 详 加 推 衡 . 牛顿 在 沃 尔 索 普 的 工作 ,最 好 是 用 他 自己 的 话 来 说 ， 

“1665 年 初 我 找到 了 近似 级 数 方 法 以 及 把 二 项 式 的 任意 替 化 为 这 种 级 数 的 方法 [ 即 二 项 定 
理 ] ,同年 5 月 ,我 发 现 了 格 里 艾 里 (Gregory) 和 斯 鲁 由 斯 (Slusius) 的 切线 法 ,在 11 月 [发 现 了 ] 正 
流 数 法 [ 即 基本 的 微分 学 ], 下 年 1 月 得 到 了 色彩 理论 ,接着 在 五 月 进 人 了 反 流 数 法 [ 即 积分 学 ]， 
河 年 我 开始 考 虚 把 引力 推广 到 月 球 的 轨道 …… 并 把 保 特 月 亮 在 其 轨道 上 的 力 和 地 球 表面 上 的 
引力 作 比 较 , 从 而 发 现 它们 的 回应 很 为 接近 ……” 

作为 对 光 和 色 的 分 析 ( 这 一 点 他 一 直 很 胆 导 地 未 加 公开 ) 的 副产品 ,牛顿 发 明了 一 个 反射 户 
远 镜 以 免除 折射 棱镜 的 色差 , 他 为 伦敦 皇家 学 会 做 了 一 个 小 的 这 种 新 型 望远镜 ,很 快 在 他 30 岁 
时 当选 为 皇家 学 会 会 员 ,这 是 英国 最 高 的 科学 荣誉 . 

牛顿 可 以 理解 地 为 突如其来 的 公众 的 赞誉 所 淹没 . 他 过 去 不 太 愿 意 宣布 自己 的 发 现 , 可 是 
在 选 人 皇家 学 会 一 周 之 内 ,他 要 求 允许 作 一 讲演 , 讲 那些 引导 他 去 “制造 如 上 所 述 的 望远镜 ”的 
哲学 发 现 . 他 可 不 伪装 谦虚 ,他 说 按 他 的 判断 ,他 已 作出 了 "在 大 自然 的 运行 中 所 和 曾 作 过 的 最 奇 
特 的 ,甚至 是 最 值得 考虑 的 探测 .” 

牛顿 在 窟 给 皇家 学 会 的 一 封 "包含 了 俺 关于 光 和 彩色 的 新 理论 ”的 信 , 于 1672 年 2 月 6 日 送 到 
了 伦敦 . 这 篇 论文 可 以 宣布 好 几 个 “第 一 ”. 它 是 牛顿 第 一 篇 发 表 的 论文 , 它 建立 了 光谱 学 这 门 科 学 ， 
它 慰 志 了 对 色彩 现象 作 可 靠 的 分 析 的 开始 . 简 言 之 ,牛顿 说 明了 ,白光 可 以 用 棱镜 分 解 为 组 成 它 的 
各 种 彩色 成 分 ,它们 各 有 不 同 的 折射 率 , 再 用 第 二 个 棱镜 又 可 以 把 经 过 色散 的 光 重 新 组 合成 白光 . 
这 些 伟 大 的 实验 是 提出 关于 彩色 的 本 质 的 理论 的 新 出 发 点 . 但 是 这 篇 论文 并 没有 为 他 赢得 他 想 得 
到 的 普遍 喝彩 . 皇家 学 会 收 到 来 自 各 方 的 驶 斥 牛 顿 的 结论 的 信 . 有 些 反 对 者 无 足 轻重 ,但 另外 一 些 
可 是 大 人 物 : 元 更 斯 Christian 打 uygens) 和 胡 克 (Robert Hooke). 牛 儒 以 昼 人 的 登 耐 写 傍 仔细 
加 党 每 个 反对 意见 .但 是 他 只 和 争取 到 一 个 反对 者 , 即 法 国 耶 稣 会 教父 巴 第 (Pardies). 

这 场 争论 对 牛顿 的 性 格 所 产生 的 效果 是 苦涩 的 . 他 发 誓 再 不 宜 硕 自己 以 后 的 发 现 . 正如 他 
后 来 给 莱 布 尼 兹 (1.eibniz》* 的 信 中 说 的 ,“ 发 表 我 的 关于 光 的 理论 引起 的 讨论 使 我 深 受 折磨 ,我 
要 责备 自己 轻率 地 离开 自己 的 平静 而 追逐 光影 ,这 种 平静 才 是 真实 的 祝福 . ”但 他 还 是 不 断 发 表 
论文 ,他 需要 科学 世界 的 颂扬 . 牛顿 的 论 敌 当然 不 会 放 过 他 的 这 种 两 面 性 . 与 牛顿 决裂 了 的 天 文 
学 家 弗 拉 姆 斯 实德 (John Flamsteed) 就 把 牛顿 说 成 是 , “暗中 为 害 , 野 心 十 足 , 对 赞扬 极端 贪 苞 ， 
迫不及待 地 自 相 矛盾 ,…… 我 相信 他 归根 结 底 还 是 好 人 ,但 是 疑心 贯穿 了 他 的 本 性 .” 

牛顿 在 剑桥 是 心不在焉 欧 教 授 的 典型 . 他 药 书 记 汉 弗 革 ， 牛顿 (Humphrey Newton, 不 是 亲 


* 译注 ; 莱 布 尼 兹 的 正确 拼 法 是 Leibniz. 但 有 的 书 上 用 的 是 Leibnitz, 如 本 文 . 现在 更 改 为 通用 拼 法 - 
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《原理 一 书 庚 页 ,上 面 说 牛顿 是 剑桥 的 卢 卡 斯 牛顿 在 皇家 学 会 发 表 的 第 一 篇 论文 中 宣布 
(Lucas) 数 学 教 援 ,在 "出 版 许可 "(imprimatur) 下 签 了 他 的 发 现 ， 白光 是 许多 彩色 的 光 的 混合 物 , 它 
名 的 是 当时 皇家 学 会 主席 佩 皮 斯 {Samuel Pepys). 可 以 用 术 镜 分 成 这 些 彩色 光 , 然 后 再 重新 组 合 ， 


不 ) 写 道 :他 从 没有 见 到 牛顿 “娱乐 消 址 ,不 骑马 出 去 呼吸 空气 ,不 散步 ,不 玩 保 龄 球 , 什么 运动 都 
不 参加 ,觉得 不 在 书房 读书 的 时 光 都 是 失去 了 的 . “他 时 常 工作 到 凌晨 二 三 点 ,饮食 节俭 ,其 至 完 
全 起 记 吃 饭 . 如 果 提 醒 他 还 没有 吃饭 ,他 就 是 到 餐桌 前 “站 着 了 吃 上 两 口 三 口 ” 牛顿 极 少 到 学 院 大 
厢 去 进餐 即使 去 了 ,他 也 时 常 是 “ 拖 着 鞋子 ,不 系 袜子 , 披 着 白 袍 ,几乎 从 不 梳头 发 ”据说 他 时 
常 对 着 空 着 的 大 厅 演 说 ,看 来 就 像 是 坐 满 了 学 生 一 样 满意 . 

在 嫂 论 之 后 ,牛顿 不 再 以 科学 家 身份 出 现在 公众 中 了 , 他 充 当 大 学 在 国会 中 的 代表 ,只 在 私下 
研究 化 学 ,炼金 本 ,神学 ,物理 和 数学 . 他 认识 了 他 的 伟大 的 同时 代 估 莱 布 尼 兹 ,但 是 关于 自 己 在 数 
池上 的 发 现 ,他 从 不 告诉 对 方 任何 确切 的 知识 . 今天 公认 微 积 分 是 牛顿 和 莱 布 尼 兹 二 人 或 多 或 少 
互相 独立 地 发 现 的 . 但 他 们 和 党 徒 们 为 了 优先 权 吵 得 不 可 开交 ,牛顿 大 雪 莱 布 尼 兹 机 窃 牛顿 在 他 
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研究 过 的 每 个 问题 上 都 妒忌 地 关注 自己 的 权益 ,而 他 一 生 几 乎 所 有 的 成 就 都 伴随 着 争吵 ， 

1684 年 有 天 文学 家 哈雷 (Edmund Halley) 对 牛顿 的 著名 的 访问 , 他 带 着 太阳 与 行星 间 的 重 
力 吸 引力 的 问题 . 哈雷 和 胡 克 从 开 普 勒 (Johaaunes Kepler) 关 于 行星 的 论述 得 出 行星 与 太阳 之 间 
的 引力 必 与 距离 平方 成 反比 .但 是 他 们 不 能 证 明 , 哈雷 癌 牛顿 :假设 重力 随 距 离 平方 减少 ,行星 
描 出 的 曲线 是 什么 ?" 和 牛顿 不 假 思索 地 答 道 :" 是 椭 六 .你 怎么 知道 的 ”算出 来 的 ,”" 牛 顿 等 道 . 
这 四 个 字 告 诉 哈雷 ,牛顿 已 经 得 到 了 宇宙 最 基本 的 定律 之 一 一 一 引力 定律 .哈雷 想 马 上 就 看 看 
他 的 计算 ,但 是 生 顿 一 时 找 不 到 笔记 ,他 答应 把 定理 和 证 明 都 写 出 来 .牛顿 在 哈雷 坚持 催促 下 为 
旦 家 学 会 写 了 一 个 稿子 , 这 样 就 诞生 了 《自然 哲学 之 数学 原理 从 简称 (原理 》} 

就 在 它 将 要 出 版 之 际 ,又 发 生 了 一 场 危机 : 胡 克 声称 平方 反比 定律 是 他 的 , 牛顿 威胁 要 把 他 
的 著作 中 最 精华 的 几 音 抽 去 ,但 是 哈雷 劝 止 了 他 ,这样 这 部 伟大 的 经 典 著作 才 得 原样 出 版 . 哈雷 
在 这 桩 大 事 中 贡献 巨大 . 他 不 仅 促 使 牛顿 写 了 这 部 书 ,还 关照 它 的 出 版 , 付 了 出 版 费用 ,尽管 他 
自己 也 不 是 一 个 富 人 、 
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牛顿 的 环 在 他 的 (光学 ) 一 书 中 用 图 解 来 解释 , 线 AB 和 CD 表示 一 对 
棱镜 的 平面 和 钙 面 ,牛顿 把 这 一 对 棱 境 贴 在 一 起 得 出 了 著名 的 彩色 环 的 图 
案 . 他 对 结果 的 解释 是 :运动 的 光 粒 子 { 兰 线 ) , 穿 过 两 个 棱镜 之 间 厚 度 不 同 
的 空气 ， 一 阵 阵 "地 交替 反射 与 折射 . 


《原理 ) 分 成 三 " 编 ", (books), 牛顿 在 第 一 编 中 给 出 了 三 大 运动 定律 ,探讨 了 力 的 各 个 规律 
的 推论 , 他 在 第 二 编 中 讨论 了 在 各 种 类 型 的 液体 中 的 运动 ;这 里 他 不 算 太 成 功 , 他 的 工作 在 以 后 


#* 译注 :此 书 早 在 1931 年 本 书 就 有 郑 太 朴 的 中 译本 ,由 商务 印 书馆 出 版 ,并 且 收 人 该 馆 所 编 的 万 有 
文库 ) 中 , 1992 年 又 有 武汉 出 版 社 出 版 的 王 克 迪 的 重 译本 . 
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的 用 十 年 中 需要 修订 . 他 在 第 三 编 中 讨论 了 万 有 引力 定律 ,证 明了 这 个 定律 , 赋 能 解释 地 球 上 的 
物体 下 落 , 又 能 解释 我 们 的 月 党 和 木星 卫星 的 运动 ,行星 的 运动 和 潮 沙 现象 . 

最 使 牛顿 奇 恼 的 问题 之 一 是 怎样 严格 证 明 球 体 的 引力 作用 和 设想 把 所 有 质量 都 集中 在 球 
心 的 引力 作用 是 一 样 的 . 没有 这 个 定理 ,整个 理论 就 只 能 以 直观 而 不 是 以 精确 计算 为 基础 . 例 
如 ,于 采 落 问 地 面 这 个 简单 的 情况 一 一 在 此 情 帝 下 可 以 看 到 按 和 牛顿 自己 所 讲 的 引力 的 中 心思 
想 - 一 什么 是 地 球 到 苹果 “之 间 ” 的 距离 呢 ? 这 里 微 积分 就 起 作 表 了 . 牛顿 把 地 球 看 成 许多 小 块 
物质 的 总 体 ,每 一 小 块 物质 又 都 按 引 力 的 平方 反比 定律 吸引 苹果 . 然后 他 把 这 些 引 力 都 加 起 来 ， 
并 且 证 明了 ,如 果 把 地 球 设想 为 一 个 质点 ,而 地 球 的 全 部 物质 都 挤 在 球 心 这 一 小 块 区域 , 风 其 结 
果 与 直面 算出 的 完全 相同 . 

在 完成 了 《原理 ?以 后 ,牛顿 就 患 上 了 基 种 "神经 甬 泪 ”, 他 诉说 自己 不 能 人 睡 ,思维 也 缺少 了 
“过 去 的 协调 性 ”, 他 写 信 妈 吕 朋友 们 ,然后 又 道 痰 ;例如 ,他 尖 刻 地 指责 哲学 家 洛克 (John Locke) 
“ 想 把 他 卷 人 女 色 纠纷 ” 

1696 ,牛顿 放弃 了 学 术 生 活 , 而 任 造 币 厂 的 督 事 (Warden) ,后 任 厂 长 (Master), 然而 ,科学 成 
就 的 荣誉 仍 纷 至 章 来 :1705 年 册封 为 珊 士 ,多 年 任 皇 家 学 会 主席 . 但 是 他 一 生 的 最 后 1/4 对 科学 
并 无 太 贡 献 .有 人 说 他 的 科学 天 才 已 经 熄灭 了 ,另外 一 些 人 则 为 他 辩护 说 ,他 吴 已 创立 了 物理 光 
学 这 门 科学 ,发 明了 微 积 分 ,又 说 明了 宇宙 的 机 制 , 科 学 领域 中 再 也 没有 留 下 值得 他 和 做 的 事 了 . 

牛顿 晚年 奶 无 重要 发 现 , 他 的 思想 却 不 贫 病 , 他 朗 已 功成名就 ,就 科学 问题 发 表 公开 的 思考 
也 就 无 所 顾忌 了 .他 对 引力 的 “原因 ”提出 种 种 可 能 的 假说 ,还 思考 诸如 “以 太 * 的 本 性 ,物质 组 成 
单元 的 大 小 ,电力 与 磁力 ,肌肉 服从 "意念 的 命令 ?的 原因 ,感觉 的 起 源 ,世界 的 创造 以 及 人 类 终 
极 的 命运 这 些 问题 . 牛顿 以 后 的 一 个 世纪 中 :许多 实验 物理 学 家 还 追随 着 他 的 许多 大 胆 的 思辩 ， 

牛顿 常 被 说 成 是 “理性 时 代 ” 的 创始 者 . 英国 大 尘 人 波 普 (Alexander Pope,1688_— 1744) 的 著 
名 诗句 表达 了 他 的 时 代 的 感情 ， 

“自然 和 自然 律 幅 没 在 黑暗 中 ， 

神 说 “ 计 有 牛顿 ,万 物 俱 成 光明 ,”=* 
但 已 故 的 凯 因 斯 勋 枚 (J. M. Keynes, 大 经 济 学 家 ) 提 醒 入 们 还 要 看 到 牛顿 的 另 一 面 :他 对 自然 之 
遂 的 答案 的 渴求 ,对 炼金 术 ,超自然 哲学 和 宗教 研究 的 强烈 兴趣 ,和 他 的 非 正统 的 神学 观念 任 
何人 只 要 读 过 牛顿 的 非 科 学 著作 ,甚至 只 要 读 过 他 晚年 发 表 的 《光学 》 一 书 中 那些 思辩 ,对 波 普 


* ”译注 ;这 两 行 译文 转 引 自 罗 素 《 西 方 哲学 史 ) 下 册 ,58 页 ,商务 印 书 馆 , 汉 译 世 界 学 术 名 著 从 书 ， 
1982 年 , 马 元 德 译 . 
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的 著名 的 联 句 就 难以 释然 于 怀 了 . 他 可 能 会 更 赞成 男 一 个 诗人 华 滋 浊 斯 的 总 结 了 ,他 这 样 来 撕 
述 牛顿 : 

“oor 带 着 他 的 棱镜 ,一 个 沉静 的 面容 ， 

… 用 忻 独 的 心 ， 

在 陌生 的 思想 海洋 中 ,永远 航行 .” 


妞 要 (James R. Newman),ij954 和 人 年 台 月 号 


赢得 这 个 和 名声, 这 个 工作 基 三 代数 学 天 文学 家 劳动 的 高 峰 , 而且 产 生出 了 一 个 被 应 用 
到 物理 学 的 几乎 一 切 领域 的 普 沉 的 原理 ; 传记 作家 们 也 觉得 拉 普 拉 斯 作为 一 个 人 比 之 
作为 一 个 科学 家 差不多 同样 有 趣 , 虽 然 不 是 给 人 那么 深刻 的 印象 . 他 是 多 种 品质 奇怪 地 混合 在 
一 起 的 人 ;雄心 按 擂 但 又 不 员 员 下 人 ,聪明 但 又 不 能 免 于 无 腾 地 盗窃 别人 的 思想 ,反复 无 常 ,所 
以 在 他 生活 的 疾风 暴雨 的 年 代 一 一 法 国 大 革命 的 年 代 里 ,时 而 是 共 和 派 时 而 丸 成 了 保皇 派 
皮 埃 尔 ， 西蒙 . 德 ， 拉 普 控 斯 (Pierre Simon de Laplace)1749 年 3 月 23 朋 生 于 波 蒙 - 郧 - 奥 
日 (Beaumont-en-Auge) ,这 是 一 个 诺曼底 的 小 村 庄 , 可 以 看 见 英 伦 海峡 了 . 他 的 生平 事迹 ,特别 
是 关于 其 早年 , 既 稀 少 义 有 争议 . 为 了 作出 准确 叙述 所 需 的 原始 文件 绝 大 部 分 雏 于 1925 年 一 场 
大 火 , 这 场 大 火烧 筑 了 他 的 第 四 代 孙 柯 贝 尔 - - 拉 普 拉 斯 伯 习 (Comte de Colbert-Lapilace) 的 城堡 ; 
另 一 些 则 在 二 次 大 战 过 炸 卡 郧 城 (Caen) 时 散失 ， 关于 拉 普 拉 斯 的 生平 多 有 说 传 :说 他 的 父亲 是 
贫 营 农民, 说 他 之 能 受到 教育 是 由 于 富裕 邻居 的 善心 资助 ,说 他 成 名 以 后 总 想 掩盖 自己 “时 微 的 
出 身 ”. 数学 家 圳 塔 克 狠 士 (Sir Edmund Whittaker) 近 来 的 研究 似乎 可 以 说 明 , 不 论 拉 善 拉 斯 为 
什么 对 自己 的 意 年 绒 默 不 语 : 总 不 是 因为 双亲 贫困 . 其 实 , 他 的 父亲 拥有 一 块 小 小 产业 ,是 教区 
市 政 官 ;他 的 家 庭 属 于 那 种 “过 得 不 错 的 土地 资产 者 ”了 . 拉 普 拉 斯 有 一 个 叔叔 是 外 科 医 生 , 另 一 
位 是 神父 ,后 者 是 波 蒙 的 本 尼 迪 克 特 教派 修道 院 一 位 授 道 者 , 拉 普 拉 斯 在 这 里 启蒙 ,据说 是 这 位 
权 权 唤起 了 这 孩子 对 数学 的 兴趣 . 有 一 段 时 间 人 们 觉得 拉 普 拉 斯 会 继续 起 玻 的 职业 做 神父 ,但 
他 16 岁 时 进 人 卡 晶 大 学 ,表明 了 自己 倾向 数学 . 他 写 了 一 篇 关于 有 限 差 分 计算 的 论文 ,发 表 在 大 


和 | 他 因为 在 天 体力 学 上 巨大 的 工作 而 
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皮 埃 尔 。 西蒙 。 德 。 拉 普 拉 斯 生 于 1749 年 , 卒 于 1827 年 ,这 幅 19 世 
纪 的 版 画 , 画 的 是 他 在 读 自 己 著 的 (天 体力 学 ) 一 书 , 此 书 把 三 代数 举 家 关 
于 引力 的 研究 系统 化 了 
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数学 家 拉 格 天 日 (Joseph Louis Lagrange) 编 的 杂志 .上 , 拉 格 朗 日 长 他 13 岁 ,后 来 二 人 有 了 合作 . 

拉 普 拉 斯 18 岁 时 前 往 巴 黎 , 带 了 热情 的 推荐 信 去 见 当时 法 国 最 著名 的 数学 家 达 朗 贝尔 
《Jean le Rond d’Alembert}, 达 关 见 尔 宙 有 理会 这 些 推荐 信 ; 可 是 拉 普 拉 斯 也 不 是 好 相 与 的 , 写 
信 给 他 讨论 力学 的 一 般 原理 ,使 过 朗 贝尔 得 到 极 深 的 印象 ,于 是 立即 请 来 了 这 位 早 慧 的 青年 ,并 
且说 ;* 先 生 ,您 已 经 看 到 ,我 没有 注意 那些 推荐 信 ; 您 不 需要 它们 . 您 已 经 表现 了 自己 的 价值 ;这 
对 我 已 经 足够 了 ;我 的 支持 是 您 所 理 当 得 到 的 . ”不 久 后 达 朗 贝尔 为 他 力争 得 到 巴黎 军事 学 院 的 
教授 职务 . 

拉 普 拉 斯 如 明星 般 迅 速 升 起 . 他 向 科学 院 投 送 了 一 篇 又 一 篇 的 论文 ,就 行星 理论 最 重大 的 问 
题 发 挥 自己 令 人 生 晨 的 数学 才能 . 科学 院 的 那些 通常 不 会 激动 的 博学 者 的 一 位 发 言 人 说 ,“ 我 们 从 
未 见 过 一 个 人 如 此 年 轻 而 能 在 这 样 短 时 间 里 就 范围 如 此 广泛 的 困难 问题 发 表 这 么 多 论文 .” 

拉 普 拉 斯 放手 攻打 的 主要 问题 之 是 行星 的 气动 . 行星 运 
动 有 不 正常 处 ,这 早已 为 人 所 知 . 例如 英国 天 文学 家 哈雷 (Ed- 
mund Halley) 就 注意 的 ,木星 和 土星 在 轨道 上 处 于 一 种 奇异 的 
赛马 中 ,好 几 个 世纪 以 来 ,时 而 落后 ,时 而 又 加 速 越过 了 自己 应 
该 在 的 位 置 . 应 用 牛顿 的 引力 理论 于 行星 及 其 卫星 的 行为 会 带 
来 可 怕 的 困难 .著名 的 三 体 问题 (三 个 物体 按 平方 反比 律 互 相 
吸引 时 性 态 如 何 的 问题 ) 至 今 没有 完全 解决 . 拉 普 拉 斯 研究 的 
是 所 有 行星 彼此 互相 拉扯 还 拉 着 太阳 这 个 复杂 得 多 的 问题 . 

和 牛顿 曾经 担心 行星 的 杂 处 有 朝 一 日 会 把 太阳 系 搞 得 一 翅 
糊涂 ,需要 上 帝 来 重 整 秩序 . 拉 普 拉 斯 决心 去 寻求 安全 . 他 在 
篇 被 称 为 “ 曾 提 交 给 一 个 科学 团体 的 最 值得 注意 的 论文 ”中 证 行星 的 摄 动 由 拉 普 拉 斯 和 
明了 行星 的 摄 动 不 会 积累 而 会 有 周期 , 然后 他 就 着 手 确 立 关 于 拉 格 朗 日 给 出 了 数学 的 描述 . 当 
这 些 振动 以 及 行星 轨道 的 倾角 的 一 般 的 规律 . 这 个 工作 实 与 整 ”木星 和 土星 相 联 ( 即 与 太阳 在 同 
个 太阳 系 的 命运 有 关 . 如 果 能 证 明 , 整 个 行星 机 器 的 扰动 会 逐 ”一 直线 上 ) 时 . 一 个 行星 就 会 超 
步 被 克服 而 恢复 原状 一 一 即行 星 机 器 有 一 种 自我 治疗 ,自我 保 ”前 , 另 一 个 就 会 落后 . 图 上 的 数 
持 的 过 程 ,与 坎 农 (Walter Cannon) 称 为 homeostasis* 的 生理 字 表 示 , 在 木星 每 五 次 循环 中 ， 
学 原则 相似 一 一 则 整个 宇宙 机 器 的 未 来 ,包括 其 上 的 偶尔 的 过 它 与 土 里 有 三 次 相 联 


* 译注 :此 字 由 两 部 分 组 成 :bomeo 是 一 个 希腊 文字 闲 ; 意 为 “相似 ,相同 ”. stasis 是 希腊 文字 尾 , 音 为 
“停止 >” ， 
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客 , 人 ,的 命运 ,都 还 合理 地 是 平安 的 . 然而 ,如 果 拢 动 会 积累 ,每 一 次 振动 只 是 为 下 一 次 更 狂 野 
的 后 继 者 开路 ,不 可 避免 的 结局 就 是 一 场 灾 难 . 拉 普 拉 斯 作出 了 一 个 理论 解答 , 它 似 乎 与 观察 相 
符 和 而 结局 是 令 人 高 兴 的 , 即 太 阳 系 的 变化 共 是 按 “ 规 则 的 时 间 段 重复 ,不 会 超过 某 个 适度 的 量 ” 
周期 本 身 自然 是 极 长 极 长 ,振动 则 是 “ 永 忆 这 个 巨大 的 摆 , 它 按 一 个 世代 摆动 ,而 我 们 的 摆 按 秘 
摆动 ” 

拉 普 拉 斯 的 定理 就 这 样 对 于 宇宙 的 星座 发 条 的 可 靠 性 给 出 了 保证 ; 它 的 特有 的 震 颜 和 其 他 
的 不 规则 之 处 都 是 次 要 的 ,可 以 自己 改正 的 小 毛病 ,无 沦 如 何 也 不 会 危及 这 个 机 器 整体 的 旋转 . 
其 实 拉 普 拉 斯 把 这 些 不 正常 的 东西 当 作 对 天 文学 家 的 转 惠 . 他 在 《天 体力 学 》(CMécanigue 
céleste ,以 下 简称 4 力学 站 一 书 中 写 道 :“ 两 个 行星 的 不 正规 处 以 前 被 认为 是 万 有 引力 定律 所 不 能 
解释 的 ;现在 却 成 了 这 个 定律 的 激动 人 心 的 证 明 . 这 就 是 这 个 光辉 的 发 现 ( 指 万 有 引力 定律 ?的 
命运 ,产生 的 每 一 个 困难 都 成 了 它 的 胜利 的 新 课题 一 一 这 种 情况 是 大 自然 的 真实 的 系统 最 为 确 
定 不 称 的 特征 ,” 

对 拉 普 拉 斯 的 工作 应 作 两 点 保留 , 拉 普 拉 斯 的 解答 并 没有 完全 证 明太 阳 系 的 稳定 性 . 他 的 
解答 只 适用 于 不 受 湖水 摩擦 及 其 他 力 干 扰 的 理想 的 太阳 系 ;但 是 现在 知道 了 ,而 在 拉 普 拉 斯 时 
代 则 还 不 知道 ,地 球 是 一 个 非 刚 体 , 它 因 潮 沙 摩擦 而 变形 ,所 以 潮汐 是 它 的 运动 的 一 种 刹车 , 其 
效应 是 微小 的 ,但 是 总 是 单 向 地 积累 起 来 . 所 以 我 们 不 能 如 拉 普 拉 斯 那样 断言 :大 自然 为 天 体 机 
侨 的 运行 安排 了 "“ 泥 限 长 永恒 的 持续 性 , 它 依据 的 源 理 是 和 如 此 令 人 惊 羡 地 饥 及 整个 地 球 的 原 
理 是 一 样 的 :个 体 保 持 不 变 , 物 种 绵延 不 绝 ,” 

第 二 点 是 拉 普 拉 斯 没有 提 到 他 之 有 负 于 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 在 物理 天 文学 中 几乎 每 一 个 成 
就 都 对 拉 格 朗 日 的 深刻 的 数学 发 现 欠 了 一 笔 债 . 在 许多 场合 ,无 法 把 他 们 的 贡献 分 开 . 拉 格 朗 日 
是 更 伟大 的 数学 家 ; 拉 普 拉 斯 主要 是 数学 物理 学 家 和 天 文学 家 ,数学 只 是 达到 目的 的 手段 . 别人 
万 地 指责 拉 普 拉 斯 没有 承认 合作 者 的 贡献 ,但 拉 格 朗 日 没有 . 他 显然 有 崇高 的 灵魂 ;两 人 一 直 
亲密 地 合作 . 

拉 普 拉 斯 的 4 天 体力 学 ?从 1799 年 起 到 1825 年 发 表 完 , 共 五 大 卷 . 他 这 样 描述 其 范围 

“我 们 在 这 部 著作 的 第 一 部 分 给 出 物体 的 平衡 和 运动 的 一 般 厌 理 . 庙 用 这 些 若 理 于 天 体 的 
冯 动 ,引导 我 们 用 几何 推理 而 不 需 任 何 假设 达到 万 有 引力 定律 ,重力 的 作用 和 抛射 体 的 运动 则 
是 这 个 定律 的 特例 . 我 们 考虑 了 服从 大 自然 这 个 伟大 定理 的 物体 系统 ;而 用 独特 的 分 析 得 到 关 
于 它们 的 运动 ,它们 的 图 形 和 覆盖 其 上 的 流体 之 振动 的 一 般 表达 式 ， 从 这 些 表 达 式 推导 出 关于 
流动 和 潮汐 的 所 有 已 知 的 现象 ;地 球 表面 上 度 和 重力 的 变化 ;春秋 分 点 的 进 动 ;月 球 的 大 平 动 
《libration) ;土星 环 的 形状 和 运动 , 我 们 也 指出 了 为 什么 这 些 环 永远 位 于 土星 的 赤道 平面 上 . 此 
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外 ,我 们 从 同样 这 个 理论 中 还 导出 了 行 旦 运动 的 主要 方程 ;特别 是 木星 和 和 土 旦 的 ,它们 的 伟大 的 
不 等 式 之 周期 大 于 900 年 .” 

拿破仑 在 得 到 一 本 ¢ 力 学} 以 后 ;向 控 普 拉 斯 旬 出 了 质疑 ,何以 如 此 卷 恢 庄 繁 居然 不 提 上 帝 ， 
作者 回答 说 他 不 需要 这 个 假设 .拿破仑 感到 十 分 有 趣 ,就 把 这 个 回答 向 拉 格 明日 转述 了 . 据说 拉 
格 天 日 尺 呼 :“ 啊 , 借 这 是 一 个 美丽 的 假设 ; 它 能 解释 许多 事情 ,” 

这 部 著作 对 数学 家 特别 值得 纪念 , 爱 乐 兰 数学 家 哈密 尔 顿 (William Rowan Hamilton) 之 所 
以 虞 始 数 学 生 浊 ,据说 是 始 于 发 现 # 力学 ;一 书 中 一 个 错误 . 英国 数学 家 格林 (George Green) 由 之 
学 出 了 一 全 关于 电 的 数学 理论 . 这 部 著作 中 最 了 不 起 的 单个 方程 大 摄 就 是 著名 药 拉 善 拉 斯 方程 


拉 普 拉 斯 的 式 子 是 一 个 场 方程 ,就 是 说 它 能 描述 场 中 在 任 一 地 点 任 一 时 间 发 生 的 事 ,这 场 
可 以 由 有 重力 的 物质 ,或 电荷 或 液体 流动 等 等 产生 . 换个 说 法 ,这 个 方程 处 理 连 续 介 质 的 一 个 称 
为 位 势 的 物理 量 之 值 , 位 势 函 数 最 先是 作为 一 个 纯粹 的 数学 量 引 入 的 ,后 来 才 得 到 了 物理 意义 . 
位 势 函数 在 场 中 两 个 不 同 点 处 的 值 之 差 ,度量 了 把 单位 物质 由 这 一 点 移 到 另 一 点 所 需 的 功 ;位 
势 在 任 一 方向 的 变 率 就 是 这 个 方向 上 的 力 . 

如 果 给 x 以 不 同 的 物理 意义 (例如 令 “ 代表 温度 ,速度 势 等 等 ) ,就 发 现 这 方程 有 极 广泛 的 
应 用 ,例如 在 静电 理论 中 ,在 重力 ,流体 动力 学 , 磁 学 ,声学 ,光学 , 传 热学 等 等 的 理论 中 . 在 流体 
动力 学 中 ,w 是 速度 势 ( 距 离 平 方 除 以 时 间 ) ,其 变 率 是 流体 速度 的 度量 . 方程 可 以 用 于 不 可 压缩 
也 不 可 消灭 的 流体 中 ;如 果 在 这 种 流体 中 取 任 意 一 小 块 体积 ,而 流出 的 流体 和 流 人 的 流体 一 样 
多 ,速度 势 就 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 为 什么 这 个 方程 能 成 为 物理 问题 的 几乎 万 能 的 解 药 , 一 个 粗粮 
的 解释 是 它 描述 了 自然 性 状 竺 有 的 一 种 经 济 性 一 一 即 有 一 种 趋向 均匀 化 的 倾向 ,使 局 部 的 不 
均 负 会 平滑 掉 . ”这样 ,一 根 一 端 加 热 的 金属 杆 会 变 得 整个 杆子 温度 一 致 ;液体 中 的 溶质 趋向 于 
均 句 分 布 . 

《力学 } 是 一 本 难度 之 高 与 眷 峡 之 大 相当 的 书 . 拉 普 拉 斯 全 然 不 照顾 读者 , 推理 中 很 长 的 步 又 
他 常 令 人 愤怒 地 说 是 “容易 看 到 ?而 一 语 带 过 , 把 此 书 前 四 卷 译 为 英文 的 美国 数学 家 和 天 文学 家 鲍 
迪 奇 (Nathaniei Bowditch) 说 他 只 要 一 见 到 这 人 句 话 “就 知道 我 要 花车 干 几 小 时 才能 补 上 这 个 空 
院 ", 拉 普 拉 斯 本 入 有 一 次 被 要 求 把 他 的 推理 重 写 出 来 ,也 承认 他 自 知 如 何 得 到 自己 的 结论 决 非 
“容易 看 到 ”. 此 书 也 决 非 谦 虚 的 光明 颖 落 的 作品 . 著名 的 天 文学 史家 克 勒 尔 克 (Agnes Mary 
Cierse) 写 道 ， 定 理 与 公式 是 成 批 地 随手 窃 和 而 来 ,全 不 说 明 出 处 . ~- 个 本 是 一 个 世纪 的 辛 若 劳 作 
的 系统 整理 却 被 作为 一 个 人 的 头脑 的 产物 而 提供 给 世人 ”. 传记 作者 贝尔 (Eric Temple Bell) 提 到 ， 
拉 普 拉 斯 之 作风 就 是 ,“ 凡 他 能 得 到 而 且 用 得 上 的 任何 东 黄 ,他 都 明目张胆 肆 无 鼠 伴 地 贞 穿 ” 
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对 那些 受 椒 了 《力学 ) 一 书 的 令 人 生 具 的 抽象 性 的 读者 , 拉 普 拉 斯 于 1796 年 又 写 了 一 本 《 宇 
宙 体 系 论 》, 这 是 从 来 没有 过 的 一 本 最 令 人 喜欢 ,行文 流畅 的 天 文学 普及 著作 . 拉 普 拉 斯 在 这 本 
杰作 中 提出 了 著名 的 星云 假说 (康德 (Immanuel Kant) 在 1755 年 早 手 他 就 提出 过 ). 它 的 要 扣 加 
是 ;太阳系 是 由 一 团 旋 转 的 气体 演化 而 来 ,气体 凝 壮 而 成 太阳 ,后 来 又 拍品 许多 气体 环 变 成 行 
妊 . 当 行 星 还 处 于 气体 状态 时 也 会 扫 出 后 来 变 成 卫星 的 气体 环 . 康德 以 后 这 个 假说 时 起 时 落 , 拉 
普 拉 斯 又 推进 了 它 . 在 拉 普 拉 斯 理论 中 ,太阳 系 的 成 员 以 反方 同 旋转 是 不 可 能 的 ;但 在 拉 普 拉 斯 
死 前 侯 舍 尔 事 士 (Sir William Herschel) 就 发 现 天 王 星 的 卫星 就 这 样 不 合 规 矩 地 转动 ,后 来 还 发 
现 了 其 他 一 些 星体 也 这 样 . 然而 这 个 理 沦 是 稍 慧 的 里 程 碑 ,人 它 的 大 部 分 推理 仍 被 一 些 守 宙 学 家 
接受 ,认为 适用 于 比 太阳 系 曹 大 的 天 体 集团 . 

拉 普 拉 斯 曾经 关注 过 的 另 一 个 数学 分 支 是 概率 论 , 他 既是 作为 数学 家 也 是 作为 业余 爱好 者 
来 关心 它 的 . 他 的 巨著 * 概 率 的 解析 理论 》(Théorie analytigue des probabilités ,以 下 简称 《解析 
理论 小 对 于 蚊 样 虐 对 有 关 偶 然 事件 的 命题 以 “合理 的 可 信和 度 ”, 给 出 了 可 用 的 计算 方法 . 它 的 框 
架 是 排列 和 组 合理 论 ,它们 可 以 说 是 关于 下 能 性 的 数学 . 

概率 论 , 拉 普 拉 斯 说 ,说 到 底 只 不 硅 是 把 常识 化 为 计算 .但 是 他 的 著作 似乎 表明 ,常识 的 算 
术 甚 至 比 行星 的 算术 还 要 精细 . 即 如 德 : 摩根 (Augustus De Morgan) 这 样 的 数学 家 也 曾经 把 这 
部 书 说 成 是 “我 们 见 到 过 的 最 最 出 难 的 数学 著作 ”, 其 复杂 超过 了 《力学 》 

拉 普 拉 斯 对 概率 论 的 贡献 ,可 能 不 论 是 谁 作为 个 人 也 不 能 相 比 的 ;然而 (解析 理论 }》 也 像 < 力 
学 一样 ,没有 承认 与 其 中 许多 结果 有 关 的 数学 家 的 贡献 . 德 。 摩根 这 样 评论 了 拉 普 拉 斯 : “来自 
他 本 人 的 东 商 的 分 量 足 以 使 读者 想到 ,如 果 一 个 人 还 敢于 很 好 承认 有 哪 一 些 是 他 取 自 别人 的 ， 
则 对 于 他 一 上 身 声 称 男 一 些 还 属于 他 自己 的 东西 ,也 开 了 一 个 危险 先例 .” 

与 之 相伴 的 著作 《关于 概率 的 上 哲学 论文 》 对 偶然 性 的 规律 作 了 非 技 术 性 的 介绍 . 拉 普 拉 斯 在 
这 本 书 里 写 了 一 段 话 , 被 认为 是 对 宇宙 的 决定 论 的 解释 最 完美 的 表述 ,这 种 决定 论 是 那个 乐观 
面 艾 自信 的 年 代 的 象征 , 它 认 为 只 要 对 现在 作 了 一 车 , 就 能 描述 过 去 , 预 仆 未 来 ， 

我 们 应 把 宇宙 的 现状 作为 过 去 状况 的 果 和 未 来 状况 的 因 . 只 要 在 某 一 瞬间 有 了 一 种 智慧 ， 
距 能 懂得 使 大 自然 有 了 生气 的 所 有 的 力 ,又 能 知道 组 成 大 自然 的 一 切 事物 的 状况 一 这 个 智慧 
又 足够 博大 能 分 析 所 有 这 些 材 料 一 一 它 就 能 在 一 个 公式 中 于 括 宇宙 中 从 最 大 的 天 体 到 最 轻 的 
原子 的 运动 ;对 于 这 个 智慧 ,世上 无 不 确定 事 , 未 来 和 过 去 尽 在 它 的 目下 . 人 的 心智 ,就 它 已 周子 
天 文学 的 完美 而 言 , 已 足以 使 我 们 对 这 个 智慧 有 一 点 初步 的 印象 了 . 人 的 心智 在 力学 和 几何 学 
中 的 发 现 , 加 上 对 万 有 引力 的 发 现 ,已 经 使 它 能 用 同一 个 解析 式 子 来 理解 宇宙 体系 的 过 去 与 未 
来 . 人 的 心智 把 同样 的 方法 用 于 其 知识 的 其 他 对 象 , 已 经 成 功 地 把 观察 到 的 现象 归 之 于 一 般 的 
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定律 ,并 且 预 见 到 给 出 一 定 的 情况 就 会 产生 出 什么 , 所 有 这 些 亡 寻 真 理 的 努力 ,都 不 断 把 它 引 阿 
我 们 刚才 说 过 的 博大 的 智慧 .但 人 类 心智 离开 它 还 无 限 怕 远 . 这 个 趋势 是 人 所 独 有 的 ,使 它 高 于 
一 切 动 物 ; 正 是 人 的 心智 在 这 方面 的 进步 才 使 各 个 民族 、 各 个 时 代 显 出 差别 , 这 是 人 类 真正 的 
光荣 .” 

拉 普 拉 斯 还 和 伟大 的 化 学 家 拉 天 锡 CAntoine Lavoisier) 一 起 做 实验 来 确定 菜 些 物质 的 比 
热 , 他 们 设计 了 一 种 仪器 : 冰 热 量 计 , 用 被 融化 的 冰 的 量 来 测定 热量 ,这 个 方法 早 前 苏格兰 化 学 
家 布莱克 (Joseph Blake) 和 德国 人 威 尔 克 (johann Karl Wilke) 也 用 过 . 

拉 普 拉 斯 是 既 走 财运 又 走 官 运 , 拉 责 锡 死 在 断头台 上 , 拉 普 拉 斯 则 在 1784 年 被 任命 为 “ 皇 
家 炮兵 主考 官 ”, 这 可 是 一 个 赚钱 的 好 位 子 . 他 交 了 好 运 ,录取 了 一 个 大 有 前 程 的 16 岁 考生 ,名 
叫 拿 破 仑 ,这 种 关系 20 年 后 使 拉 普 拉 斯 鸿 星 高 照 . 拉 普 拉 斯 和 近 格 朗 日 一 齐 在 高 等 师范 (Ecole 
Normale) 教 数学 ,成 了 经 度 局 的 成 员 , 后 来 则 是 主席 . 他 为 引 人 十 进 制 出 过 力 , 叉 按 革命 的 改革 
精神 建议 一 个 以 某 种 天 文 计 算 为 基础 的 新 历法 . 

有 理由 相信 ,他 在 法 国 大 革命 的 一 段 短 时 期 中 受过 怀疑 ;他 从 度量 衡 委 员 会 中 被 娆 . 但 他 不 
仅 能 保全 首 级 ,而 且 还 有 了 新 的 官 运 , 他 工 于 心计 能 成 为 那个 波涛 油 涌 年 代 的 弄潮儿 . 共和 时 期 
他 是 热 鲍 的 共和 党 人 ,宣布 对 “ 皇 政 有 不 共 戴 天 之 做 ”在 雾 月 18(1799 年 11 月 9 日 * ) ,拿破仑 
车 竺 政权 ,他 马上 丢掉 了 共和 主义 ,拥戴 这 位 第 一 护 政 官 , 他 协助 拿破仑 组 织 去 埃及 的 远征 军 ， 
拿破仑 马上 就 回报 拉 普 拉 斯 以 内 政 部 长 之 职 . 当天 晚上 ,他 就 命令 给 在 恶 怖 时 期 被 处 决 的 著名 
学 者 贝 依 (Jean Bailiy) 的 未 亡 人 以 2,000 法 朗 年 金 . 第 二 天 一 早 拉 普 拉 斯 夫人 把 第 一 个 半年 的 
收入 送 给 这 和 位“ 时代 的 热情 的 受害 者 ”. 长 期 受 拉 普 拉 斯 庇护 的 阿拉 长 (Francois Arago) 写 道 ， 
“这 是 一 个 高 沿 的 开始 . "但 是 很 难 再 找到 提高 他 的 官 声 的 高 尚 事迹 了 . 他 的 任期 很 短 一 一 只 有 
六 个 星期 . 拿破仑 后 来 在 他 的 流放 地 圣 蔡 伦 纳 写 的 文件 中 这 样 尖 刻 地 评论 拉 普 拉 斯 的 缺点 “他 
十 一 个 连 二 等 也 算 不 上 的 行政 官员 ,处 处 专 找 鸡 毛 其 皮 , 把 无 穷 小 的 精神 带 到 政府 事务 里 来 
了 ,但 是 为 了 安抚 罢官 对 他 的 伤害 , 又 给 下 台 的 部 长 在 上 议院 安排 了 一 个 席位 ,1803 年 还 当 上 上 
了 议长 . 

历史 学 家 常 以 描写 拉 普 拉 斯 随 风 转 舵 的 本 事 为 乐 . 最 清楚 不 过 的 是 看 他 在 自己 鞭 的 书 的 各 
版 中 的 序言 了 . 他 把 4 字 宙 体系 }》 在 1796 年 的 第 一 版 题 献 给 五 百人 会 议 ,1802 年 则 在 《天 体力 学 》 
第 三 卷 前 写 上 了 对 解散 了 这 个 会 议 的 拿破仑 的 崇拜 竟 歌 ， 拉 善 拉 斯 把 4 概率 的 解析 理论 》1812 年 
那 一 版 题 献 给 “拿破仑 大 帝 ” ;而 在 1814 年 那 一 版 中 取消 了 这 个 题 献 ， 而 号 到 “那个 妄想 统治 一 


* 译注 :这 一 天 拿破仑 称 帝 ,号 为 拿破仑 一 世 . 


74 下 .传记 


切 的 帝国 的 骨 训 ,熟悉 机 遇 计 算 的 人 是 可 以 很 高 的 概率 预测 得 到 的 . "拿破仑 使 拉 普 拉 斯 成 了 一 
个 们 再 ,这 使 他 有 机 会 在 1814 年 参 子 作出 黑山 这 位 封 他 们 表 的 人 的 诏 令 . 波 旁 王 朝 复辟 时 , 拉 
普 拉 斯 又 第 一 个 跪 倒 其 闭 下 ,由 于 这 个 跪拜 ,他 又 得 到 了 候 丙 封号 . 
拉 普 拉 斯 不 是 一 个 坏人 ,并 不 心 存 恶 意 . 对 于 许多 青年 科学 家 他 都 曾 给 以 援手 .在 他 在 阿 居 
衣 (Arcue 和 i) 乡 下 的 家 里 ,他 把 一 大 群 “ 他 的 思想 的 养子 ?聚集 在 自己 身 旁 :其 中 有 天 文学 家 和 秽 
理学 家 阿拉 苹 ; 以 研究 光 的 偏振 而 鞭 名 的 物理 学 家 比 奥 (Jean Biot); 著 名 的 德国 博物 学 家 和 旅行 
家 洪 堡 男 事 (Alexander von Humboldt) :伟大 的 化 学 家 和 物理 学 家 盖 日 萨 克 (Joseph Gay-l.us- 
sac) ;杰出 的 数学 物理 学 家 波 阿 松 (Siméon Poisson)， 比 身 说 过 一 件 事 , 当 他 有 一 次 家 让 了 一 篇 
关于 方程 式 论 的 论文 以 后 , 拉 普 拉 斯 把 他 叫 到 -一 边 ,… 要 他 严守 秘密 ,给 了 一 些 因 年 代 久 远 而 发 
黄 的 纸 , 其 中 是 他 在 很 久 以 前 就 得 到 了 的 这 个 结果 , " 拉 普 拉 斯 安 昧 了 他 的 内 心 , 叫 他 别 再 提 化 
早年 的 工作 而 把 自己 的 结果 发 表 出 来 . 
对 拉 普 拉 斯 的 大 才 的 几乎 普遍 的 仰 幕 并 不 能 减轻 由 于 他 在 政治 上 随 风 转 舵 带 来 的 广泛 的 
不 信任 . 他 的 疗 时 代 大 中 对 他 的 比较 宽容 的 训 讽 说 是 他 “不 甚 拘泥 ” 通常 的 评价 则 把 他 比 作 布 
军 (Bray) 的 牧师 . 这 个 牧师 是 一 个 善于 迎合 的 人 ,两 次 做 天 主教 徒 , 又 两 次 做 了 清教徒 ,据说 当 
别人 攻击 他 是 风 派 时 ,他 这 样 为 自己 送 护 :“ 不 是 ,尽管 我 在 宗教 上 改换 了 门庭 ， 我 肯定 还 是 坚持 
了 我 的 原则 ， 有 生生 车 也 好 死 也 好 都 要 当 布雷 的 牧师 “关于 拉 普 拉 斯 当然 也 可 以 这 样 说 . 
关于 他 的 家 庭 生 活 和 个 人 习惯 ,很 奇怪 ,缺少 资料 . 拉 普 拉 
斯 1788 年 与 夏 治 特 * 德 . 硕 尔 蒂 ， 德 .党 曼 日 结婚 , 品 然 是 育 
结 良 缘 . 他 们 有 一 女 一 子 ,儿子 爱 弥 儿 后 来 升 为 炮兵 将 军 . 拉 普 
拉 基 后 来 大 部 分 时 间 住 在 阿 居 衣 ,他 在 那里 有 -- 幢 房子 与 化 学 
家 贝 托 菜 (Count de Berthollet) 为 邻 . 他 的 书房 里 挂 着 他 喜爱 的 
和 作家 拉 辛 CRacine) 的 画像 , 正 对 着 牛顿 的 画像 . 他 在 书房 里 以 “不 
减 的 热忱 ?继续 研究 ,会见 “来自 世界 各 地 的 显赫 宾客 ” 他 在 78 
天 文 装饰 . 引 自 拉 普 拉 斯 “ 岁 生 日 前 不 几 天 去 世 于 1827 年 3 月 5 日 .对 于 名 大 总 要 求 他 们 
《行星 的 运动 和 椭 贺 形状 的 ” 临终 在 床上 说 几 句 话 , 据说 拉 普 拉 斯 在 说 了 一 些 合 理 的 意见 后 
理论 一 书 的 亩 页 . 才 离开 大 赛 , 他 说 “我 们 所 知 的 渺 不 足 道 , 我 们 未 知 的 则 茫茫 无 
边 … 德 摩根 评论 说 “这 听 起 来 像 是 对 牛顿 的 小 石子 的 拙劣 模 
仿 “他 说 ,他 从 很 亲密 的 有 权威 的 人 处 得 知 ， 拉 普 拉 斯 最 后 的 话 是 :“ 人 只 是 迅 随 顷 灵 ,” 


* 译注 :这 里 指 牛顿 比喻 自己 是 在 真理 的 大 海边 的 小 孩子 ,自己 的 成 就 只 不 过 是 拾 了 见 个 小 百子 . 
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患 塔 克 凋 士 (Sir Edmund Whittaker),1954 年 5 月 号 


ton), 生 于 1805 年 , 卒 于 1865 年 . 他 的 名 声 之 盛衰 有 些 奇 特 . 在 世 时 ,他 很 有 名 ,但 人 们 
并 不 理解 他 . 身后 ,他 的 声望 下 降 , 他 被 看 成 第 二 流 人 物 ;到 20 世纪 ,对 他 的 兴趣 与 先 
黄 又 特别 地 重新 升 起 . 

大 于 他 的 家 世 , 可 说 的 不 多 , 他 的 父亲 是 都 柏林 (Dublin, 爱 尔 兰 首府 } 的 律师 , 曾 为 被 放逐 的 
爱尔兰 爱国 者 罗 恩 (Archibald Hamilton Rowan) 辩 护 并 且 把 判决 翻 过 来 了 . 罗 恩 为 小 威廉 主持 
于 洗礼 ,所 以 后 来 小 威廉 就 以 罗 恩 为 自己 的 中 名 . 这 孩子 并 不 是 由 自己 的 双亲 带 大 的 ， 当 他 大 的 
满 周岁 时 ,父母 亲 决 定 把 孩子 交 给 父亲 的 兄弟 镶 姆 十 教养 . 篇 姆 士 在 都 柏林 北边 30 英里 的 一 个 
小 城 特 里 姆 (Trim) 任 英国 国教 黎 师 , 他 们 偶尔 也 会 来 都 柏林 ,一 直到 他 进 大 学 为 目 . 

不 若是 由 于 叔父 教育 得 法 还 是 由 于 孩子 的 天 赋 , 据 说 威廉 三 罗 时 就 能 顺利 地 读 英 文 ; 五 岁 
骸 能 读 能 译 拉丁 文 .希腊 文 和 和 希 伯 药 文 ; 八 岁 时 还 要 加 上 意大利 文 和 法 文 ;不 到 10 岁 就 学 阿拉 
伯 文 各 焚 文 . 14 岁 时 他 用 波斯 文 写 信 给 当时 正在 访问 都 柏林 的 波斯 大 使， 

这 孩子 定好 古典 作品 和 诗人 ,但 在 15 岁 时 ,他 的 兴趣 以 及 生活 道路 完全 变 了 ,邦和 华 他 见 到 
一 个 美国 青年 科 尔 布 恩 (Zerah Colburn) ;他 正在 都 柏林 表演 他 的 快 如 闪电 的 计算 能 力 , “后 来 很 
长 一 段 时 间 ”, 哈 密 尔 顿 后 来 写 道 ,“ 我 喜欢 心算 很 长 的 算术 运算 ;开平 方 和 开 立 方 ,以 及 每 -_ 件 
与 数 的 性 质 有 关 的 东西 . 威廉 决心 终身 从 事 数学 , 他 宣称 ,“ 再 没有 比 研 究 科 学 更 能 提高 人 的 心 
员 , 玩 能 把 一 个 人 提高 到 众人 之 上 的 了 . 谁 不 愿意 享有 阿 基 米 德 的 名 声 , 而 想 去 做 征服 阿 基 米 德 
的 马 切 卢 斯 (Marcellus) 昵 9 ……， 在 各 个 时 代 , 伟 大 的 心智 都 集合 在 一 切 ,建立 宏 大 美丽 的 科学 


顿 以 后 ,英语 民族 最 伟大 的 数学 家 是 威廉 ， 时 妃 : 险 密 尔 顿 (William Rowan Hamil- 
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胡 堂 ,并 且 用 不 能 磨灭 的 文字 把 他 们 的 名 季 针 刻 其 上 ;但 是 大 厦 尚 林 完工 ;再 添上 一 根 柱 子 , 一 
件 装 饰 为 时 还 不 算 晚 . 我 们 没有 来 到 它 的 脚下 ,但 是 我 可 以 热 望 有朝一日 达到 它 的 顶峰 .” 

在 他 的 日 记 里 ,马上 就 出 现 了 这 样 的 条 目 如 " 读 牛 顿 的 4 生平 乱 还 有 “开始 读 牛 顿 的 4 诛 
理 3"* 在 16 岁 时 ,他 看 到 了 拉 普 拉 斯 的 $ 天 体力 学 六 在 他 太 约 当时 的 自 记 中 有 这 样 一 段 ,:“ 有 好 
几 大 我 们 一 一 就 是 报 父 和 我 一 一 五 点 以 前 就 起 床 了 :他 用 上 一 晚 穿 过 墙壁 系 在 我 桂 衣 于 的 强 子 
拉 醒 我 ,")1823 年 ,他 的 非凡 智力 的 名 声 引 导 “* 神 童 险 密 尔 顿 ?进入 了 都 柏林 的 三 一 学 院 . 在 那 
里 ,不 论 在 考试 还 是 在 独创 的 研究 上 ,他 的 进展 光辉 . 他 递交 给 爱尔兰 皇家 科学 院 题 为 “光线 系 
的 理论 ,此 文 实际 上 建立 了 数理 光学 的 新 科学 ,当年 他 年 仅 21 岁 ， 

哈密 尔 顿 这 篇 论文 的 目的 是 通过 建立 一 种 能 解决 光 的 几何 学 之 一 切 问 题 的 统一 的 方法 来 
重建 这 门 科学 . 他 从 一 个 已 知 的 原理 出 发 , 即 光 束 总 是 沿 这 样 的 路 径 前 进 的 ,或 者 ( 按 光 的 波动 
学 说 ) 需 时 最 少 ,或 者 ( 按 光 的 微粒 学 说 ) “作用 ”最 小 ;不 论 路 么 是 直 的 ,或 者 因 折 射 而 弯曲 , 它 都 
是 对 的 , 哈密 尔 顿 的 贡献 在 于 把 作 下 (或 时 间 ) 表 为 光 在 其 间 行 进 的 两 点 之 位 置 的 应 数 , 他 证 明 
了 ' 当 这 了 丙 个 点 的 坐标 变化 时 ,这 个 函数 服从 一 个 定律 :他 称 之 为 变 作 用 定律 . 他 证 明了 对 任何 
光线 系统 所 进行 的 一 切 研 究 ,都 可 归结 为 研究 这 一 个 函数 . 哈密 尔 顿 发 现 了 这 个 他 称 之 为 “特征 
盟 数 "的 东西 ,是 科学 天 才 的 非凡 成 就 . 他 只 16 岁 时 就 已 初步 达到 了 这 项 发 现 ,而 到 21 岁 就 给 
了 它 以 接近 完全 的 形式 . 

递交 了 这 篇 论文 后 , 险 密 尔 顿 的 境遇 有 了 很 大 变化 . 三 一 学 院 天 文学 教授 的 职位 在 1826 年 
出 缺 了 ,这 项 职位 年 薪 250 镑 ,而 身 居 此 职 者 同时 将 被 授予 爱尔兰 星 家 天 文学 家 的 头衔 , 那 时 身 
居 此 职 的 布 林 克利 牧师 (Reverend John Brinkley) 受 任 伟大 哲学 家 贝克 莱 (George Berkeley) 提 
任 过 的 克 兆 因 {Cloyne} 大 主教 . 几 个 月 后 后 , 胎 密 尔 顿 当选 为 布 林 克 利 的 继任 者 . 选 一 位 尚未 毕业 
的 大 学 生 并 授 以 教授 教 席 , 是 一 惊人 的 事 , 而 且 带 来 一 些 奇怪 的 后 果 . 例如 ， 星 家 天 文学 家 按 
其 职位 是 主教 律 奖 (Bishop Law Prize)? 的 主考 人 ， 这 是 一 项 数学 方面 的 殊荣 , 参 予 竞争 者 必 有 初 
级 学 士 学 位 ,这 样 就 出 现 了 一 个 在 数学 的 最 高 分 支 中 ,一 位 未 毕业 者 考 已 毕业 者 的 不 正常 的 程 
序 . 虽然 每 个 人 都 承认 瞪 密 尔 顿 获得 这 一 职位 的 殊荣 ,但 对 于 他 接受 这 一 职务 是 否 明智 之 举 却 
有 尖锐 分 歧 . 本 来 ,再 过 一 两 年 ,他 无 疑 会 当选 为 三 一 学 院 的 Feliow ” ,经济 上 和 其 他 前 景 都 更 
好 . 他 决定 作出 这 一 选择 是 考虑 到 ,皇家 天 文学 家 的 职务 实际 上 是 一 个 研究 位 置 ,固定 的 任务 极 


* 译注 : 即 牛顿 的 主要 著作 :《 自然 哲学 之 数学 原理 》. 

** 译注 ;Fellow 一 词 没有 适当 的 中 文 译名 . 用 于 学 术 团体 时 常 指 会 员 ， ;用 于 科学 院 时 有 时 相当 于 我 国 
的 院士 . 用 于 大 学 时 ,有 了 时 译 为 “评议 员 *”、“ 校 务 委员 ”, 是 指 一 个 管理 集体 的 成 员 ; 用 于 项 学 术 基 金 时 常 
指 接受 资助 从 事 研 究 者 ， 


7, 哈密 尔 顿 7 


~ 


少 ,作为 一 个 Fellow, 就 必须 成 为 一 个 牧师, 而 卫 必 然 很 快 就 做 一 个 导师 和 讲师 . 任务 繁重 会 占 
据 他 的 绝 大 部 分 时 间 . 肯定 地 说 ,天 文 台 的 设备 极 盖 , 但 是 哈密 尔 屯 和 选举 他 的 人 想 的 都 不 是 天 
文学 ,而 是 给 他 一 个 安排 以 便 继续 他 的 理论 研究 . 他 关于 光线 系 的 论文 是 一 个 光辉 的 开始 . 

哈密 尔 顿 确 有 教 一 门 天 文学 课程 的 任务 . 他 的 习惯 是 讲课 时 讨论 大 文学 与 一 般 物 理学 的 关 
系 , 与 形而上学 和 一 切 有 关 的 思想 领域 的 关系 . 他 的 讲演 充满 诗意 又 十 分 传 学 ,吸引 了 大 批 教授 
和 访问 者 以 及 他 的 班 上 的 大 学 生来 听讲 ;1831 年 当 有 传言 说 他 将 转 到 数学 教授 的 职位 时 ,董事 
会 坚持 他 留任 原职 . 为 了 安 他 的 心 ,董事 会 把 他 的 年 薪 提 高 为 580 镑 ,并 允许 他 主要 研究 数学 . 

哈密 尔 顿 于 1832 年 向 爱尔兰 皇家 科学 院 宣布 了 继 光线 系 理论 以 后 一 项 在 光学 中 的 重大 发 
现 , 早 就 知道 ,在 某 些 双 轴 晶 体 如 黄玉 和 冰 唱 石 中 会 产生 两 个 折射 光线 ,于 是 有 双 影 出 现 . 法 国 
的 菲 涅 尔 (Augustin Fresnel) 已 经 得 出 了 双 折 射 前 规律 . 现 春 哈 密 尔 顿 用 他 的 一 般 方法 研究 菲 课 
尔 的 定律 ,得 出 以 下 的 结论 ;有 些 情况 下 ,单个 人 射 光 会 在 双 轴 晶体 中 产生 不 止 丙 个 而 是 无 限 多 
个 折射 光线 ,形成 一 个 锥 ,在 有 些 情况 下 单个 人 射 光 线 又 会 产生 不 同 的 锥 . 于 是 他 从 理论 出 发 提 
出 两 个 关于 光 的 新 定律 ,并 称 之 为 内 外 锥 折射 . 这 两 个 定律 很 快 就 由 他 的 朋友 ,都 柏林 的 物理 学 
家 劳 埃 德 (Humphrey Lloyd) 用 实验 证 实 了 . | 

1834 年 哈密 尔 顿 ,时 年 29, 给 他 的 报 父 写 信 说 到 :* 我 的 原意 和 目的 是 用 我 的 特征 函数 的 思 
想 , 重 构 整个 最 广泛 意义 下 的 动 为 学 : "他 进而 把 这 个 原理 用 于 物体 系统 的 运动 ,把 运动 方程 写 
成 这 样 一 种 形状 ,便于 表明 此 动力 系 崇 的 动量 成 分 与 其 位 置 成 分 的 对 偶 性 . 只 是 到 了 一 个 世纪 
以 后 ,由 于 量子 理论 的 发 展 ;物理 学 家 和 数学 家 才 充 分 认识 到 这 种 对 偶 竹 的 重要 . 

哈密 尔 顿 1835 年 得 避 士 称号 ,两 年 后 又 当选 为 爱尔兰 皇家 科学 院 主 席 : 儿 是 他 的 个 人 生活 却 不 
太 幸福 在 成 了 教授 后 ;他 和 他 的 三 个 姐妹 在 路 都 柏林 五 英里 处 小 邮 二 的 邓 六 克 (Dunsink) 天文 台 建 
了 一 座 房屋 . 26 岁 那 一 年 ,哈密 东 顿 爱 上 了 贝 利 小 姐 ( Helen Matia Bayly), 她 是 蒂 帕 拉 里 郡 CTiperary) 
一 位 前 教区 牧师 的 女儿 . 她 先是 拒绝 了 求婚 ,后 来 才 答应 . 婚礼 在 1833 年 4 月 9 日 举行 . 他 曾 在 给 朋 
冯 的 一 封 信 中 这 样 评论 她 ;极为 盖 愤 ,又 极为 纤细 ”; 这 种 性 格 在 婚 后 完全 得 到 证 实 , 哈密 和 尔 顿 大 人 
六 年 中 生 二子 一 女 ,但 她 觉得 自己 不 胜 家 政 ,于 是 离开 邓 辛 克 两 年 去 英格兰 和 她 一 位 已 婚 姐 姐 后 
住 . 1842 年 她 回 到 家 中 ,但 情况 并 无 好 转 . 自 此 ,哈密 尔 顿 食 无 定时 ,醒酒 到 危险 的 程度 

我 于 1906 年 荣 效 继任 哈密 尔 顿 的 教 席 , 那 时 他 已 谢世 多 年 . 我 遇见 了 许多 认识 他 的 人 . 乡 
下 处 处 流传 着 他 的 效 事 ; 其 中 之 一 讲 他 如 何 经 营 邓 辛 克 天 文 台 附 近 由 皇家 天 文学 家 管辖 的 17 
关 再 的 农场 . 哈 审 尔 顿 是 城市 里 长 大 的 ,对 农事 一 穹 不 通 ,但 是 为 了 家 里 有 牛奶 ,他 买 了 _ 头 奶 
下 ,过 了 一 些 时 ,产量 自然 而 然 地 减少 了 . 哈密 尔 顿 求教 于 附近 的 一 位 农民 , 那 农民 知道 他 对 付 
的 是 淮 , 就 说 , 屠 牛 独居 17 英亩 的 农场 ,是 苦于 寂寞 . 哈密 尔 顿 就 问 能 不 能 给 奶牛 找 一 些 伴 伯 ， 
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那 农民 得 到 哈密 尔 顿 的 报酬 , 民 慨 地 同意 让 自己 的 牲口 在 邓 辛 克 富 侯 的 草地 上 放牧 ， 

尽管 生活 条 件 很 不 利 , 哈 密 尔 顿 的 科学 研究 仍 在 继续 . 1843 年 他 得 到 一 项 伟大 的 发 现 一 一 
四 元 数 的 计算 . 

他 得 出 这 一 发 现 是 由 于 长 期 思考 如 何 找到 一 个 求 三 个 有 向 直线 段 的 第 四 比例 项 的 一 般 方 法 . 
有 特定 方向 的 线段 就 叫做 向 量 . 众所周知 ,平面 上 的 向 量 可 以 用 复数 表示 ;复数 即 由 实数 与 虚数 来 


表示 的 数 , 即 x 十 y，v 一 1( 一 1 的 平方 根 通 常用 i 表示, 这样 上 式 就 成 了 工 十 yi. ) 如 果 我 们 用 图 形 


和 rr 


全 


站 1 
BE A 
一 一 一 - pA 


哈密 尔 顿 的 画像 ,这 是 同时 代 一 位 画家 之 作 ,前面 是 他 作为 爱尔兰 皇 
家 科学 院 主席 的 权 杖 , 从 1826 年 到 1865 年 ,他 任 爱尔兰 皇家 天 文学 家 ， 
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的 轴 上 的 距离 表示 实数 ,用 一 1 
来 任意 数 就 把 它 变 成 反 号 的 数 , 而 
用 一 1 的 平方 根来 乘 就 表示 旋转 
90( 见 下 页 桶 图 ), 这 样 , 汰 数 就 表 
未 在 y 抽 上 ,i 就 可 以 视 凡 该 轴 上 
的 单位 ,好 六 轴 上 的 单位 向 量 . 平 
面 上 的 任意 向 量 就 可 以 用 复数 表 
示 : 它 给 出 此 向 基 的 与 外 分 届 . 这 
样 一 对 数 ,可 称 为 二 汇 数 ; 它 服从 和 
单个 数 同样 的 代数 规律 二 元 数 可 
以 按 通 痕 的 规律 加 , 减 , 乘 . 除 , 这 样 
就 能 计算 同一 平面 上 的 三 个 向 量 的 
第 四 比例 项 :Vi ;VW = 二 Viz. 

哈密 尔 顿 猜想 ,三 维 空 间 中 的 
回 晕 可 以 用 一 组 三 个 数 , 即 二 个 三 
元 数 来 表示 ,正如 平面 土 的 向 全 可 以 用 二 元 数 表示 邦 样 , 他 想 把 两 个 三 元 数 乘 起 来 ,这样 米 求 第 
四 比例 项 ,但 过 到 了 困难 , 当 研 究 江 作 在 进行 时 , 邓 辛 克 这 个 家 庭 的 年 轻 成 员 充 游 感情 地 与 他 们 
杰出 的 父亲 分 享 硕 望 与 失望 . 他 的 两 个 儿子 威廉 。 爱 德 文 (William Edwin Hamilton)( 九 岁 )} 和 
阿 奇 波 德 。 享 利 (Archibald Henry Hamilton)( 八 岁 ), 时 常 在 早餐 餐桌 上 和 何 道 ;“ 咽 ,区 答 ,你 会 
乘 三 泡 数 了 吗 ? "对 此 ,他 只 好 哀伤 地 播 播 头 回答 说 ;不 ,我 还 只 会 加 和 威 .， 

一 大 , 当 他 从 邓 辛 殉 步 行 去 都 粕 林 时 ,哈密 尔 顿 突然 找到 了 答案 :三 维 室 间 的 几何 描述 不 
朋 用 三 元 数 而 要 用 四 元 数 ， 为 了 规定 把 三 维 室 间 的 一 个 向 量变 为 为 一 个 所 需 的 运算 ,需要 知道 
四 个 数 ; (1) 两 个 向 量 的 长 度 比 ,(2) 二 者 之 交角 ,(3) 结 点 ,(4) 它 简 所 决定 的 平 而 的 倾角 


闻 辛 区 天 文 台 的 子午 线 室 ,皇家 夫 文 学 家 的 家 就 在 天 文 
谷中 , 男 于 1845 年 .台中 装备 很 差 , 哈密 尔 顿 几乎 把 所 有 出 
辐 都 用 于 数学 


是 我 此 后 使 用 它们 的 那个 料 子 . 我 当场 抽出 笔记 本 ,印象 还 在 ,我 就 将 这 些 做 了 记录 ,同一 时 刻 , 我 感到 也 
省 值得 花 上 未来 的 至 少 10 年 (也 许 15 年 ) 的 劳动 但 当时 已 完全 可 以 说 ,这 是 内 为 我 证 觉 到 一 个 问题 就 
在 那 一 刻 已 经 解决 了 , 智 方 该 缓 口气 了 , 它 已 经 记 狂 住 我 至 必 15 年 了 ™. 这 是 哈密 尔 巾 15 年 后 的 回忆 文 
邓 , 引 文 稍 有 修改 ,一 说 哈密 东 顿 把 这 些 公式 刻 在 一 鼎 石 类 上 ,至 今 桥头 仍 铸 刻 着 这 个 公 和 式 . 
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复数 可 用 来 表示 线段 的 长 度 和 方向 , 它 由 实数 和 
虚数 即 - 1 的 平方 根 构成 , 复数 的 乘法 过 程 相当 于 一 
个 几何 运算 :旋转 (译注 :原文 误 为 复数 的 加 、 减 : 乘 都 
是 旋转 ). 上 图 ,表示 +4 的 线段 OA 姜 以 -1 兵变 成 表 “ 
示 -4 的 线段 OC ,所 以 乘 以 -1 相当 于 旋转 180 中 : 
以 1 分 了 了 两 步 部 先导 以 一 个 YT, 青 乘 、 
一 个 V=T{ -1 的 平方 根 常 记 为 站 .所 以 秉 以 1 可 
起 90". 这 就 导致 在 y 轴 上 测量 点 距离 的 
思想 , 即 用 i 来 标注 y 轴 上 的 "单位 向 量 ". 下 图 证 明 
了 , 即 令 对 于 端点 不 在 x 轴 上 的 向 量 , 乘 以 1 仍 有 旋转 
90 "的 效果 .由 点 DIX=0y=D0) 到 点 PIx=4,y 一 3) 
的 线段 可 以 用 复数 4+3i 来 表示 .用 i 乘 此 数 得 出 4i+ 
3F 即 一 3+4i. 此 数 可 用 图 上 的 线段 OO{x= -3,y= 
4) 表 示 , 恰 好 是 OP 旋转 了 90” 


用 现 ,四 元 数 可 以 像 单个 数 一 检 相对 .但 
是 他 发 现 四 元 数 的 代数 在 一 个 关键 的 方面 与 通常 的 代数 不 同 ; 它 是 非 交 换 的 . 这 个 词 需要 一 
解释 . 当 我 们 用 3 去 乘 2 时 , 例 积 和 用 2 去 乘 3 一样 . 这 称 为 乘法 的 交换 律 , 本 写 为 一个 代数 人 
qb 二 ba. 它 也 适用 于 虚数 而 和 实数 一 一 样 . 但 是 对 四 元 数 的 计算 则 不 行 ,因为 后 者 能 描述 如 旋转 这 
样 的 几何 运算 . 82 页 上 的 播 图 说 明 为 什么 不 行 ,图 上 有 三 个 互相 垂直 的 轴 ,y 和 > 轴 在 纸 面 上 ,x 
轴 则 指向 读者 ,i,j,k 分 别 表示 三 个 轴 上 的 单位 向 量 . 乘 以 i 定义 为 在 纸 面 上 反 时 针 疝 的 旋转 
90 ; 滋 以 j, 上 则 是 垂直 于 纸 面 上 的 两 个 平面 上 的 反 时 针 90" 旋 转 . 用 i 乘 j 就 把 j 变 成 k; 即 是 说 
0 一 k. 但 是 用 j 生 1 则 把 i 变 为 一 k, 即 ji= 一 k, 这 样 站 不 等 于 记 

放弃 交换 律 是 对 传统 的 重大 突破 . 它 标志 了 一 个 新 时 代 的 开始 . 发 现 的 新 闻 迅 速 传 开 了 ,至 
少 是 在 都 柏林 ,在 上 流 社 会 中 引起 了 兴趣 的 热潮 ,就 像 后 来 广义 相对 论 在 伦敦 引起 的 热潮 一 样 ， 
当时 , 荷 尔 登 助 珊 (Lord Haldane) 就 曾 邀 请 爱 因 斯 坦 与 坎特伯雷 大 主教 共 进 早餐 . 哈密 尔 巾 也 
有 类 似 经 历 :有 一 次 哈密 尔 顿 在 竺 上 被 一 位 英国 一 一 爱尔兰 世家 的 成 员 薪 维 地 间 道 : “无 哪 ,四 
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元 数 到 底 是 个 什么 ?” 为 了 满足 这 些 人 ,他 写 了 一 本 轻松 的 小 书 4 给 一 位 夫人 的 信 》, 其 中 他 这 样 
解释 四 元 数 这 个 词 的 来 源 :* 例 如 我 的 版 本 的 圣经 ,那里 说 , 希 律 王 派出 四 个 四 员 的 兵 去 看 守 使 
徒 彼得 . 再 举 一 个 比较 轻松 比较 现代 的 例子 ,斯 各 特 {Walter Scott, 著 名 苏格兰 作家 ) 在 “Guy 
Mannering” 一 书 中 说 到 哈 泽 伍德 地 方 (Hazelwood) 的 喻 泽 伍德 稻 士 的 长 句子 充满 了 三 言 许 和 
四 言 诗 *,“ 四 元 ”一 词 就 来 自 “ 四 员 " 或 “四 言 ”.* 

由 此 时 直到 他 去 世 的 22 年 中 ,哈密 尔 顿 主要 的 兴趣 是 发 展 这 种 新 的 演算 . 这 些 年 代 大 多 是 
不 幸而 孤独 的 ,由 于 多 病 而 妻子 也 不 能 照看 他 . 他 整 天 在 天 文 台 房 屋 的 大 餐厅 中 工作 ,导师 不 时 
送 给 他 一 些 羊肉 , (他 死 后 人 们 发 现 许多 盛 着 羊 骨 的 盘子 夹 在 他 的 手稿 里 . 

其 他 的 新 代数 例如 矩阵 理论 ,很 快 地 跟着 哈密 尔 顿 的 发 现 而 来 . 矩阵 也 是 非 交 换 的 , 这 样 ， 
他 开创 了 数学 中 一 个 光荣 的 新 学 派 ,虽然 直到 半 个 世纪 之 后 它 才 完全 开 了 花 . 我 还 记得 在 1900 
年 我 曾 与 怀特 海德 (Alfred North Whitehead 译注 :英国 大 哲学 家 ,与 罗素 合 著 了 卷 幢 宏 大 的 名 
著 4 算 术 原 理 》CPrinciples of Mathematics) 三 大 着 ,是 数理 收 辑 开山 之 作 之 一 ) 讨 论 过 四 元 数 和 
别 的 非 交 换代 数 在 对 物理 学 的 应 用 方面 有 没有 大 的 前 景 . 怀特 海德 说 ,尽管 当时 已 知 的 物理 学 
全 都 可 用 通常 的 代数 来 处 理 , 可 能 有 朝 一 日 会 发 现 物 理学 的 新 领域 ,对 于 它 , 非 交换 代数 才 是 唯 
一 自然 的 表述 . 恰好 在 这 一 年 ,这 个 期 望 在 实现 的 道路 上 启动 了 . 普度 克 (Max Planch) 在 这 一 年 
引进 了 量子 ,这 就 是 量子 理论 的 开端 .是 作用 量 的 量子 ,而 作用 量 则 是 哈密 尔 屯 的 动力 学 体 
系 的 中 心 概念 . 于 是 ,哈密 尔 顿 关于 动力 学 的 思想 才 逐 渐 显 示 出 来 .但 是 非常 慢 . 当 我 写 的 《解析 
力学 了 Analytic Dynamics)— 书 1904 年 出 版 时 ,我 因为 用 了 很 大 篇 幅 讨 论 坐 标 动量 的 对 偶 
性 ,作用 量 和 其 他 哈密 尔 顿 的 思想 ,而 受到 严厉 批评 . 批评 者 把 这 些 称 为 数学 把 戏 . 

但 是 ,好 的 工作 一 定 会 继续 . 狭义 相对 论 的 发 现 把 四 元 数 推 上 了 前 台 , 因 为 剑桥 大 学 的 凯 莱 
CArthur Cayley)1854 年 就 指出 ,四 元 数 可 以 用 来 表示 四 维 空间 的 旋转 . 他 的 结果 对 最 -一般 的 洛 
伦 兹 (Lorentz) 变 换 给 出 了 特别 漂亮 的 表示 . 此 外 ,这 些 新 发 现 再 次 强调 了 作用 量 的 重要 性 ,因为 
作用 量 在 不 同 的 参考 系 中 形式 不 变 , 所 以 它 在 相对 论 物理 中 是 基本 的 . 

同时 ,研究 量子 理论 的 人 逐渐 认识 到 ,哈密 尔 顿 关 于 动力 学 的 概念 必须 成 为 量子 化 的 一 切 


* 译注 ;哈密 尔 顿 这 里 玩 了 一 些 文字 游戏 :圣经 上 记载 希 律 王 ( 即 杀 害 耶稣 的 着 律 土 之 孙 ) , 建 捕 了 使 
徒 第 得 交 给 几 个 兵 去 看 守 . 哈密 尔 顿 故意 说 交 给 四 “ 连 ” 兵 去 看 守 :而且 仿照 排 连 的 说 法 ,捏造 了 一 种 士兵 
的 编组 单位 :“ 四 员 *”, 因 为 quarter 一 字 可 以 解释 为 列队 礼仪 或 操练 的 上 兵 的 队 形 . 所 以 这 里 说 是 “我 的 版 
本 ”的 圣经 于 面 “ 三 言 许 和 四 言 许 ”, 原 文 作 *triads and quartenlons ;triads 是 古 爱 尔 兰 的 一 种 文体 ,三 字 
一 针 或 三 名 一 段 (有 时 押韵) 的 格言 ,警句 . 故 译 为 “三 言 ”, 仿 此 ,将 quartenion 译 为 “四 言 ”, 取 “ 盲 " 和 “元 ” 
的 谐音 ， 因为 查 到 此 书 , 故 说 明 如 上 ,不 当 之 处 望 读 者 指正 . 
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规律 的 基础 . 1925 年 ,他 的 于 作 的 另外 一 个 伍 面 一 一 即 他 的 非 交 换代 数 - 被 海 森 堡 (Werner 
Heisenberg) ,波恩 (Max Born) 和约 当 (Pascual jordan) 引 人 了 量子 力学 ,他们 证 明子 通常 的 哈密 
尖 顿 动力 学 方程 在 量子 力学 由 仍 成 立 , 只 要 把 经 暴动 月 学 中 的 坐标 和 动量 解释 成 非 可 换 的 算 于 
就 行 了 . 

非 变换 代数 可 用 来 表示 三 维 空间 中 药 几 们 运算 .三 维 空间 中 
的 同 量 可 以 用 三 根 垂 直 的 轴 所 成 的 坐标 系 来 表示 (xx 轴 指 向 读者 ， 
y 办 二 轴 则 在 纸 面 上 ), 即 用 此 三 轴 上 的 单位 向 量 来 表示 . 乘 以 /就 
表示 在 素 直 十 i 的 半 面 1 即 ys 平面) 上 按 道 时 针 方 向 旋转 90" ,这 
是 相当 随意 规定 的 . 乘 以 j 和 K 也 可 类 似 地 规定 ,如 图 上 的 箭头 所 
示 . 现 在 可 看 到 ,把 1 作用 于 |j, 即 1x|j 的 效果 是 把 j 变 成 k. 另 一 方 
面 , 把 j 作 用 于 1, 即 jxi, 效 果 是 把 | 变 成 -k. 所 以 ixj=k,jXx1= 
~kK. 换言之 :这 种 乘法 是 非 交 换 的 ,1xj 不 等 于 jxi. 


时 间 有 怒 地 为 哈密 尔 顿 关于 广义 坐标 与 广义 动 莫 的 对 偶 性 的 直觉 辩护 了 . 这 特别 惊人 地 表 
现在 1927 第 : 那 一 年 海 森 全 发 现 了 测 不 准 床 理 , 它 通 常 是 这 样 表述 的 :粒子 的 坐标 确定 得 越 准 
确 , 则 对 其 动 基 知道 得 越 涉 准确 , 反 过 来 也 一 样 : 二 者 的 乘积 之 差 可 用 与 其 不 确定 程度 的 乘积 来 
表示 ,而 这 个 乘积 则 与 普 上 朋克 常数 有 相同 数量 级 ,因而 不 会 为 0, 这 就 是 说 坐标 与 动量 这 两 个 物 
理 量 的 姨 积 足 非 交换 的 ,“ 

研究 量子 力学 的 人 一 般 倾 锯 于 认为 最 适合 于 他 们 的 问题 的 非 交 换代 数 是 矩阵 代数 而 不 是 
四 元 数 代 数 . 但 是 哈密 和 尔 顿 原始 的 公式 还 会 儿 出 来 . 泡 利 ( 现 olfgang Pauli) 的 "和 白 旋 矩 阵 ? 就 是 险 
密 泵 上 顿 的 三 个 四 元 数 单位 i,j,k, 而 关于 旋转 和 角 动 量 的 量子 理论 就 依赖 于 它 . 康 威 (Arthur 
Conway) 证 明了 ,把 四 元 数 方法 用 于 讨论 狄 拉克 关于 自 旋 电子 的 方程 很 有 利 . 甚至 还 可 以 期 待 证 
明 哈密 尔 顿 1843 年 的 公式 是 新 物理 学 最 自然 的 表示 . 


pt 


* 译注 : 译 者 作 了 一 些 文字 修改 . 


P， 和 下 * 英 里 斯 (Philip and Emily Morris) ,1952 年 4 月 呈 
年 夏天 英国 节 时 ,在 南 肯 星 赖 科学 博物 馆 举 行 的 科学 展览 会 上 ,有 一 部 分 展台 的 中 心 
en 
要 的 吸引 人 的 地 方 , 就 会 找到 尼 姆 洛 德 的 盖 满 灰尘 的 祖先 , 塞 在 一 个 远 远 的 仓库 里 . 它 
是 由 轮子 和 连 杆 很 复杂 地 组 成 的 ,标记 说 明 它 叫 向 巴 贝 奇 (Babbage) 差 分 机 . 它 是 1833 年 制造 
的 , 它 是 一 个 耗 尽 了 年 华 和 财富 来 制造 一 台数 学 机 器 的 设计 者 的 作品 ,设计 者 所 处 的 年 代 还 没 
有 为 这 种 机 器 的 出 现 作 好 准备 ,但 现在 制造 这 种 机 器 已 经 实现 了 , 

今天 有 些 数学 家 若 道 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 的 名 字 了 . 他 的 同时 代 人 却 极 少 有 人 认识 到 
他 的 工作 的 价值 ,他 被 他 在 伦敦 的 邻居 看 成 疯子 ,充满 吉 怪 念头 专门 讨伐 街 寺 播 风琴 的 人 ; 确 
实 , 他 去 世 时 ,伦敦 泰晤士 报 上 他 的 让 告 第 一 段 就 说 他 * 尽 管 备 受 播 风 琴 的 人 折磨 ? 却 活 到 将 近 
80 岁 . 今天 的 数学 家 把 他 看 成 远 远 走 在 自己 时 代 前 头 的 人 . 英国 4 自然》 杂志 一 篇 讲 一 种 美国 计 
算 机 的 文章 ,标题 就 是 " 巴 贝 奇 梦 想 成 真 ”. 

巴 贝 青 是 一 个 多 才 多 艺 的 人 , 他 写 过 一 本 书 .《 论 制造 业 和 机 器 业 的 经 济 了 COwn the Econom’y 
of Manufactures and Machinery) ,已 预告 了 我 们 今天 所 说 的 运筹 学 ;在 他 的 时 代 , 当 科学 研究 
在 很 大 程度 上 只 是 绅士 们 的 爱好 时 ,他 发 起 了 一 场 坚 决 的 战斗 ,要 政府 资助 科研 ;他 出 版 过 一 本 
从 1 到 108,000 的 对 数 表 ;他 作出 过 一 个 死亡 率 表 , 企 图 为 普及 人 寿 保 险 开创 风气 ;他 设计 过 机 
揪 工 具 ; 他 提议 过 好 一 些 发 明 , 从 防 北 铁路 事故 的 程序 到 灯塔 信 身 系统 都 有 ;他 写 过 物理 ,地 质 ， 
天 文 和 考古 学 的 论文 , 但 是 数学 机 器 才 是 他 终身 最 大 的 热情 追求 . 

巴 贝 奇 1792 年 生 于 德 文 姥 ,是 银行 家 的 儿子 ,最 终 他 继承 了 相当 大 一 笔 财富 . 因为 健康 很 
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差 , 在 1810 年 进入 剑桥 三 一 学 院 前 ,一 直 受 教 于 私人 教师 . 他 热爱 数学 ,但 当 他 知道 他 比 老 师 知 
道 得 还 多 时 ,他 感到 汲 形 . 他 在 大 学 最 亲密 的 朋友 一 是 约翰 ， 修 舍 尔 (John Herschel) ,著名 天 文 
学 家 威廉 保 舍 尔 (William Herschel) 之 子 , 另 一 位 是 乔治 ， 皮 科 克 (George Peacoch). 三 个 大 
学 生 互 相约 定 “ 要 尽 自 己 所 能 使 世界 比 他 们 隆 生 时 更 聪明 一 些 *. 作为 这 个 上 方向 的 第 一 步 ,他 们 
在 1812 年 成 立 一 个 分 析 学 会 ,其 主旨 是 喜 励 英国 数学 家 采用 大 陆 上 通用 的 菜 布 尼 兹 的 符号 取 
代 和 牛顿 的 数学 记号 . 牛顿 用 一 个 点 放 在 所 讨论 的 某 字 母 上 ,表示 它 的 变 率 , 菜 布 尼 兹 则 在 这 个 字 
母 前 写 一 个 d. 巴 贝 奇 有 一 次 说 ,他 发 起 这 个 学 会 就 是 为 “纯粹 的 d 一 主义 原则 辩护 ,反对 大 学 的 
点 -时 代 . ”虽然 道 到 相当 大 的 反对 , 却 对 数学 在 英格兰 未 米 的 发 展 有 深刻 的 影响 . 

巴 贝 奇 目 认为 在 tripos 考试 “中 必 不 如 候 舍 尔 和 皮 科 克 两 位 朋友 ,就 在 三 年 级 时 从 三 一 学 
院 转 学 到 彼得 豪 斯 (Peterhouse) 学 院 , 宁 在 彼得 豪 斯 当 第 一 ,不 在 三 一 当 第 三 . 他 确实 是 在 彼得 
豪 斯 毕业 的 ,而 且 继 续 在 1817 年 取得 了 M, A. 学 位 . 巴 贝 奇 , 候 会 尔 和 皮 科 克 在 离开 学 校 以 后 仍 
是 好 朋友 . 每 人 都 以 自己 的 方式 遵守 了 他 们 的 约定 ,然而 他 们 的 生活 道路 却 大 相 径 庭 . 皮 科 交 走 
的 是 官 路 ,不 久 就 成 了 伊利 (Ely) 学 校 的 学 监 . 修 舍 尔 在 法 律 方 面 短 期 见习 以 后 ,决心 随 父 亲 攻 
读 天 文学 . 他 不 仅 在 天 文学 方 而 出人头地 ,还 从 国王 荣获 恬 土 封号 ,做 了 造 币 厂 的 厂 长 ,从 此 捍 
脱 了 有 关 科 学 的 争吵 ,他 的 传记 作者 说 他 的 一 生 充满 宁静 与 天 真 . 

巴 只 奇 则 相反 ,为 了 他 的 数学 机 器 ,注定 要 过 着 充满 辛酸 挫折 的 一 生 . 他 在 晚年 曾 有 一 次 对 朋 
友 说 他 一 生 没 有 过 一 天 快活 日 子 , 还 说 他 * 恨 一 切 人 ,特别 是 英国 人 ,尤其 是 英国 政府 和 衔 上 抬 风 
党 的 人 ， 其 实情 况 并 不 那么 糟 :他 一 生 绝 大 部 分 时 间 , 他 都 是 最 喜 群 居 著 交往 的 人 ,而 且 不 乏 幽 黑 
感 , 有 一 次 他 和 修 舍 尔 同 去 法 国 ,早餐 时 他 为 每 人 点 了 两 个 鸡蛋 ,而 且 用 法 语 告 诉 侍者 ; pour cha- 
cun deux( 每 人 两 个 ), 侍 者 一 中 :大 叫 着 往 厨 房 跑 去 :两 位 英国 先生 要 者 52 个 蛋 “( 译 注 ,bouiliir 
cinquante deux，“ 汗 52 个 ”, 法 语 发 音 和 “pour chacun deux” 似 平 相 近 , 看 来 巴 贝 青 先 生 法 语 未 必 
高 明 ). 他 们 总 算 及 时 制止 了 这 件 事 ,但 是 故事 比 人 快 , 先 到 了 巴黎 而 且 有 了 几 个 版 本 . 不 久 以 后 ， 
在 一 次 宴会 上 一 位 客人 问 他 是 否认 为 两 个 年 轻 英 国人 一 顿 早餐 吃 了 52 个 蛋 和 -个 果 派 是 真 的 , 巴 
中 奇 非常 镇 静 地 回答 说 :什么 荒唐 事 英国 青年 人 都 会 偶尔 于 上 一 番 , "有 一 次 ,一 位 爱丁堡 的 教 所 
应 巴克 奇 之 道 遥 餐 之 后 说 ;过 了 一 个 最 愉快 的 夜晚 后 ,到 凌晨 两 点 我 才 好 不 容易 从 他 那里 逃 出 
来 ， 巴 贝 奇 常 去 欧洲 大 陆 旅 行 ,常常 寻找 种 种 入 作 伴 :名 门 世家 .数学 家 ,有 技巧 的 技师 

仿 管 如 此 , 巴 贝 奇 为 他 的 机 器 困扰 ,从 一 个 欢乐 的 青年 变 成 一 个 悲 苦 的 老人 . 他 最 开始 怎样 
被 这 个 想法 所 占据 ,他 自 己 就 有 多 种 不 同 说 法 ,其 中 最 可 信 的 是 ,这 始 于 他 和 他 的 朋友 候 舍 尔 的 


* 译注 : 见 本 书 第 10 章 麦 克 斯 韦 传 . 


偶然 的 谈话 . 候 舍 尔 带 来 了 一 些 为 天 文学 会 作 的 
计算 . 伐 合 尔 和 巴 员 奇 对 数字 作 繁复 的 检查 时 , 找 
到 了 一 些 错误 , 巴 贝 奇 在 有 一 个 地 方 就 说 “我 向 
上 帝 发 一 个 愿 ,希望 能 有 一 个 燕 汽机 完成 这 些 计 
算 ” 伐 舍 尔 说 “这 很 有 可 能 ”. 巴 贝 奇 越 想 这 件 事 
就 越 相信 能 用 机 器 来 计算 数学 表 , 并 且 把 表 印 出 
来 “他 把 初步 想法 做 成 一 个 粗略 的 纲要 , 丙 生 做 
了 一 -个 小 模型 ,共有 96 个 轮子 和 24 根 轴 , 后 来 又 


简化 为 18 个 轮子 3 根 轴 . 1822 年 他 把 自己 的 想 
法 写 信 给 皇家 学 会 主席 戴 维 鲜 十 (Sir Humphrey 


Davy) ,指出 他 的 “差分 机 ”的 好 处 ,并 且 建 议 造 一 


台 为 政府 之 用 . 皇家 学 会 很 赞成 他 的 计划 并 作 了 


报告 ,财政 大 臣 作 了 一 个 不 明确 的 口头 同意 用 政 
府 资金 为 这 个 项 目 承 担 风 险 . 


巴 义 奇 原来 希望 用 三 年 时 间 完 威 这 个 计划 ， 


但 是 他 老 是 有 新 想法 ,而 把 已 经 做 出 来 的 东西 全 


部 不 要 ,所 以 四 年 完了 ,自己 的 目标 还 金 然 看 不 见 。 


呢 . 政府 为 他 在 家 附近 造 了 一 座 防 火 的 建 绩 以 及 


工场 . 有 一 次 威 灵 顿 公事 又 亲自 造访 检查 了 他 的 


作坊 ,以 后 政府 再 次 忧 从 地 让 他 继续 做 下 去 . 一 段 
导 间 以 后 , 巴 贝 奇 和 他 的 极为 出 色 的 工程 师 克 里 
门 特 (Joseph Clement) 为 巴 工 资 问题 “发 生 了 误 


会 ， 克 里 门 特 断 然 解散 了 工场 , 遗 走 了 工匠 , 带 走 


了 所 有 工具 ,本 来 他 省 是 这 些 工具 合法 所 有 者 ,还 
有 所 有 图 纸 . . 

在 这 个 节 骨 眼 上 , 巴 员 奇 又 有 了 一 个 全 新 的 
想法 : 造 一 台 分 析 机 , 它 造 起 来 比较 简单 ,运算 更 
快 ,而 且 比 差分 机 能 力 强 多 了 . 他 热诚 地 把 设计 提 
交 政府 , 问 是 继续 造 差 分 机 还 是 按 新 想法 搞 , 他 追 
着 政府 必 出 正式 决定 前 后 八 年 之 久 ; 最 后 他 被 千 
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An bp 


巴 贝 奇 生 于 1792 年 , 座 于 1871 年 ,他 的 
这 个 画像 是 按 他 儿子 的 书 { 巴 贝 奇 的 计算 机 
髓 ?中 的 照片 画 出 的 . 
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知 ,政府 很 遗憾 地 必须 放弃 这 个 计划 , 政府 为 此 已 经 花 了 17 000 英镑 ; 巴 贝 奇 也 掏 自 己 腰 包 花 了 
可 以 与 之 相 比 的 一 笔 钱 ; 这 个 没有 完成 的 差分 机 放 在 伦敦 国王 学 院 的 博物 馆 里 ,他 对 此 早已 丧 
失 兴 趣 ; 最 后 ,他 的 梦想 的 遗 骨 给 送 到 南 肯 星 顿 博物 馆 ,现在 还 在 那里 . 

巴 贝 奇 用 自己 的 钱 摘 分 析 机 搞 了 好 几 年 . 后 来 他 又 抛弃 了 分 析 机 去 造 第 二 台 差 分 机 ,利用 
三 他 摘 分 析 机 的 工作 所 想到 的 一 切 改进 和 简化 . 他 再 次 请 求 政府 资助 ,但 是 财政 大 臣 拒绝 了 . 巴 
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差分 机 是 巴 贝 奇 第 一 个 伟大 的 概念 :这 幅 木 刻 引 和 目 4 巴 贝 奇 
的 计算 机 嚣 ) 一 书 ， 是 巴 贝 奇 的 差分 机 的 一 部 4 


“ 它 的 制作 
始 于 1823 -年 ,……: 而 于 1842 年 放弃 ,， 


8, 巴 贝 奇 奇 特 的 一 生 Bi 


由 奇 尖 刻 地 斥 之 为 “科学 的 希 罗 斯 特 塔 斯 ,人 们 如 果 还 没有 完全 遗忘 他 ,一定 是 因为 联想 起 」 以 
弗 所 神 庙 的 毁坏 者 ””. 

终于 巴 贝 奇 没有 造 出 一 台 能 工作 的 机 器 . 他 的 视野 超出 了 当时 所 能 提供 的 完成 计划 的 手 
段 . 巴 贝 奇 所 期 望 的 ,其 实 比 一 台 简 单 的 台式 计算 机 更 高 :他 的 计划 是 要 造 一 台 机 器 , 它 能 算出 
很 长 的 数学 表 并 且 直 接 排版 出 来 . 他 说 :能 做 …… 普 通 的 算 本 运算 的 机 器 …… 不 会 有 这 样 的 用 
处 ,只 有 能 够 造 表 的 机 器 才 会 有 这 样 的 用 处 .” 

他 的 差分 机 本 是 要 弘 定 管 差 分 原理 为 基础 的 . 为 了 说 明 这 个 原理 ,我 们 以 机 器 设计 本 来 想 
求解 的 问题 为 例 , 即 求 相 继 的 数 的 平方 :1: ,22 ,3 ,4 等 等 .所 有 自然 数 的 平方 ,只 要 我 们 有 耐心 ， 
所 有 的 自然 数 的 平方 都 可 以 用 坊 法 这 个 简单 程序 得 出 , 而 以 2 为 定常 差分 .我 们 画 上 三 行 . 第 一 
行 我 们 都 号 上 2( 表 示 求 平方 ). 第 二 行 以 1 打头 ,而 以 下 每 一 步 都 加 上 2, 结果 送 到 第 三 行 ,这 一 
行 也 是 以 1 打 洋 ,这样 就 可 以 得 出 管 案 .例如 1 加 2 再 加 1 得 出 4 即 2 的 平方 ;3 加 2 加 4 得 9 即 
3 的 平方 ,5 加 2 加 9 得 16 即 4 的 平方 , 仿 此 以 往 . 表 如 于 

1 了 


2 
2 
2 一 16 
这 些 简 单 可 以 很 容易 地 在 机 器 上 完成 ,很 像 汽 车 上 的 里 程 表 , 它 用 转动 上 面 有 数字 的 轮子 
来 作 加 法 , 巴 贝 奇 的 差分 机 第 一 个 初步 的 模型 是 由 铀 上 的 齿轮 做 的 ,并 用 曲柄 来 转动 , 它 能 做 直 
到 结果 五 位 数 的 平方 .但 是 他 计划 造 的 机 器 大 得 多 . 巴 贝 奇 的 计划 要 容量 不 小 于 20 位 ,含有 直 
到 六 阶 而 不 是 二 阶 的 差分 . 此 外 ,出 现在 答案 这 一 行 的 数 要 经 过 许多 杠杆 和 凸轮 送 到 一 组 钢印 
上 去 ,人 它 就 把 数 打 在 钢板 上 去 印刷 . 

从 机 械 上 说 ,这 一 些 成 了 很 高 级 的 问题 . 想 - -下 需要 多 少 件 多 少 种 螺 帐 ,螺母 , 抓 钓 , 韩 轮 ， 
口 雁 , 连 杆 , 轴 和 齿轮 .还 要 记 住 ,当时 不 需要 人 工装 配 的 标准 化 零件 实际 上 不 存在 1 巴 贝 奇 要 
用 很 大 的 技巧 来 克服 这 个 问题 . 他 和 他 的 助手 们 十 分 小 心地 设计 了 每 一 种 零 特 ,给 出 了 附 吉 的 


四 译注 : 希 罗 斯 特 增 斯 (Herostatus) , 据 DrForad Companion to Classica! Literature , 1989, p. 285} 
载 ; “根据 Valerius Maximus 的 说 法 , 希 罗 斯 特 塔 斯 是 在 公元 前 356 年 烧毁 了 以 弗 所 (Ephesus} 神 庙 以 求 
留 名 也 永久 的 人 ”. Valerius Maximus 是 在 公元 14 一 37 年 间 从 事 写作 的 一 位 拉 于 软 闻 历史 学 家 . 看 来 希 
罗斯 特 塔 斯 是 他 编造 的 一 个 人 物 . 译 者 感谢 美国 Mount Holyoke College 的 Mrs，Jane R. Ting 为 译文 查 
出 了 以 上 的 由 处 . 
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机 械 以 减少 磨损 . 他 成 了 一 个 技工 专家 ;做 出 了 不 少 优 于 当时 的 工具 和 工艺 方法 ,预示 了 一 些 现 
代 仪 器 设计 的 作法 ,但 是 最 大 的 弱点 是 设计 要 极 疹 小 心 和 有 捆 底 性 , 如 果 这 机 器 真 做 出 米 柱 . 那 
会 是 按 规 格 化 标准 的 大 约 两 吨 重 的 新 奇 的 钢 , 钢 . 铅 锡 合 金 的 发 条 机 器 , 它 是 前 所 未 育 的 . 


1 


分 析 机 是 设计 来 完成 任意 数学 运算 的 , 图 上 这 一 部 分 ,在 


上 述 关 于 巴 贝 奇 的 书 上 是 描写 为 这 样 一 种 装置 ,“ 它 能 做 用 10 
的 任意 次 标 去 乘 或 除 这 样 的 运算 "， 

当 巴 贝 奇 从 差分 机 进而 到 达 分 析 机 的 思想 时 ,他 看 到 的 是 真正 宏大 的 远景 . 他 早 就 有 了 一 个 
起 法 ,他 自己 形象 化 地 说 成 是 “ 咬 自 己 尾巴 的 机 器 ” 这 句 话 的 意思 就 是 ,输出 行 里 出 现 的 结果 可 以 
做 得 影响 以 前 各 行 , 这 样 改变 已 经 给 机 器 定好 的 指令 . 分 析 机 是 要 能 够 做 任意 的 数学 运算 的 . 给 它 
溉 置 好 的 指令 会 告诉 它 做 些 什么 运算 , 按 什么 次 序 去 做 . 它 会 做 加 , 减 , 乘 , 除 ; 它 有 -一 个 存储 ,能 存 
1 000 个 50 位 的 数字 ; 它 可 以 应 用 于 一 些 辅助 的 功能 如 对 数 表 , 它 自己 就 有 一 个 放 对 数 表 的 库房 
已 能 比较 数 , 并 按 其 判断 行动 ,这 样 就 能 按 机 器 的 指令 , 沿 着 并 非 事前 唯 _ 定 好 的 路 线 行动 
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这 一 切 或 其 大 部 分 都 已 在 现代 的 计算 机 上 通过 了 . 但 是 巴 贝 奇 受 到 限制 只 能 用 机 械 实现 
它 ; 他 的 设计 没有 预想 到 电路 会 有 什么 用 ,更 不 说 电子 管 了 . 他 提出 全 用 穿孔 卡片 一 一 并 不 是 我 
们 现在 用 的 转动 很 快 的 电动 卡片 机 上 用 的 穿孔 卡 , 而 是 仿照 贾 专 德 (Jacquard) 织 机 上 用 的 穿孔 
卡 - 指令 和 数据 都 以 编码 了 的 一 行 行 小 孔 来 记 在 卡片 上 . 当 卡片 输入 机 器 时 , 读 卡 机 就 用 线 扫 过 
它们 . 只 要 小 孔 成 了 适当 的 图 式 , 线 就 可 以 穿 过 小 孔 , 而 使 一 行 行 组 成 “连锁 ”运动 起 来 以 至 整个 
部 分 组 合 . 机 器 这 样 就 会 完成 所 有 的 运算 , 这 个 系统 的 巨大 复杂 性 并 没有 使 巴 贝 奇 盟 性 ,因为 他 
有 一 幅 丝 绣 的 贾 专 德 (joseph Jacquard) 的 画像 ,为 了 织 这 幅面 像 使 用 了 大 约 两 万 张 穿孔 卡片 ! 

这 就 是 分 析 机 最 概 咯 的 概要 了 -. 巴 贝 奇 可 以 感到 骄 伍 ,他 的 分 析 机 的 逻辑 结构 多 么 完全 地 
为 今天 的 大 型 电子 计算 机 所 采用 了 . 

除了 概念 以 外 , 巴 贝 奇 还 创造 了 许多 立刻 可 以 实用 的 机 械 装置 . 正如 今天 设计 数学 机 器 的 
队伍 立刻 就 会 被 卷 进 电子 管 和 电子 线路 的 纷纷 扰 拓 的 大 堆 问 题 一 样 , 巴 贝 奇 也 被 卷 进 机 器 工场 
和 绘图 室 的 问题 里 去 了 . 他 和 他 的 一 组 人 发 明了 许多 新 工具 用 于 车 床 之 上 . 他 的 工场 里 技术 很 
高 的 工区 中 有 一 个 名 叫 惠 特 沃 斯 (J. Whitworth) 的 入 ,后 来 被 封 为 准 男 改 . 所 以 称 为 Sir Joseph 
Whitworth,Bart. 他 是 英国 精密 仪器 制造 者 的 首届 一 指 者 . 巴 贝 奇 为 他 的 机 器 画 的 图 纸 , 铺 开 来 
超过 400 平方 英尺 ,现代 的 专家 还 会 评论 为 大 概 是 历来 所 夯 过 的 机 械 制 图 的 景 好 范本 . 

巴 贝 奇 关于 运筹 学 的 书 4 论 制造 业 和 机 器 业 的 经 济 》, 出 了 好 几 版 ,在 美国 重印 过 ,还 被 译 为 
德 文 , 法 文 ,意大利 文 和 西班牙 文 , 他 在 这 本 书 里 把 别针 的 制作 分 解 开 来 一 一 用 些 什么 操作 , 需 
要 什么 技巧 ,每 步 程序 的 费用 一 一 并 且 对 当时 的 实际 作法 提出 了 改进 建议 , 他 提出 了 一 些 一 般 
的 方法 来 分 析 工厂 和 工艺 流程 ,以 及 确定 工厂 的 适当 的 规模 和 广 址 . 一 个 英国 工人 对 他 说 ,这 
本 书 教会 了 我 思想 ”, 巴 贝 奇 对 此 十 分 珍视 ,认为 是 自己 所 得 到 的 最 好 的 评论 . 

年 过 70 时 , 巴 贝 奇 写 了 一 本 自传 ,是 为 4 一 个 哲学 家 的 生平 片断 》. 这 是 一 木 人 愤世嫉俗 而 又 
不 乏 幽 默 感 的 书 , 在 摩 页 上 自己 的 名 字 后 面 列 了 长 长 一 串 学 术 团体 (主要 是 外 国 的 ) 的 单子 . 他 
的 日 传 噬 是 他 的 失望 的 记录 ,也 是 他 的 成 就 的 记录 . 他 说 , 写 这 本 书 是 为 了 使 他 的 计算 机 的 历 由 
“不 是 那么 伤感 ” 

但 是 完全 没有 必要 感到 遗憾. 这 种 机 器 的 思想 是 天 才 的 . 他 的 整个 故事 证 明了 ,一 方面 是 纯 
以 的 科学 创新 ,一 方面 是 当时 的 技术 ,公众 的 理解 以 及 他 入 的 支持 这 些 社会 结构 ,这 两 方面 多 么 
强 有 力 地 喜 相 作用 .他 的 伟大 的 机 器 什么 问题 的 答案 也 没有 转 出 来 ,因为 创造 才能 可 以 超过 它 
的 环境 ' 但 是 不 能 不 闫 环境 . 他 的 纪念 碑 不 是 尘封 的 老 书 上 的 争吵 ,不 是 一 个 莲 过 兴起 的 科学 分 
文中 的 优先 权 , 也 不 是 博物 馆 中 的 几 个 齿轮 . 他 的 纪念 碑 决 不 是 完全 美丽 的 ,但 肯定 是 宏伟 的 ， 
那 就 是 集中 体现 在 今天 的 大 计算 机 中 的 那些 研究 工作 . 


克 里 福 德 


妞 露 (James R. Newrman) ,1953 年 2 月 号 


YY 广 。 些 年 ,要 我 准备 一 本 19 世纪 数学 经 典 著作 的 小 书 4 精 确 科 学 的 常识 ?的 新 版 . 当 我 去 寻 
日 ] 找 它 的 作者 克 里 福 德 CWilliam Kingdon Clifford) 的 生平 ,为 这 本 书 作 一 个 序言 时 ,我 惊 
奇 地 发 现 ,能 得 到 的 很 少 . 关于 克 里 福 德 的 生平 的 已 发 表 的 材料 ,只 有 很 少 凡 篇 分 散 的 
文章 和 计 告 ,他 的 全 集 的 简短 的 传记 序言 ,还 有 一 位 同时 代 人 ,律师 与 法 学 中 家 波 党 上 部 甸 士 (Sir 
Frederick Pollock) 写 的 几 篇 散文 . 
克 里 柱 德 之 被 忽视 是 很 难 解释 的 . 他 不 仅 是 那个 世纪 最 伟 太 的 数学 家 之 一 ,而且 是 版 有 创 
见 的 哲学 家 ,维多利亚 时 代 英 国 精 神 生活 的 领袖 之 一 , 克 里 福 德 的 大 部 分 思想 都 超前 于 他 的 时 
代 . 他 的 数学 工作 是 预 育 式 的 ,其 杰出 之 处 在 3/4 个 世纪 数学 的 巨大 发 展 后 仍 未 被 触及 ;他 的 哲 
学 思想 是 理性 主义 与 信道 主 义 的 :他 的 明晰 性 是 一 种 艺术 ,正如 罗素 (Bertrand Russell) 说 的 ， 
“这 是 踩 刻 的 有 秩序 的 理解 的 缚 果 ,出 此 ,原理 变 得 清晰 明和 由 ,推理 变 得 易于 理解 .” 对 理性 的 力 
量 和 人 类 进步 的 鼓舞 人 心 的 忠诚 ,引导 着 克 里 福 德 异常 多 产 而 又 悲剧 性 的 短暂 的 一 生 35 年 ， 
他 于 1845 年 5 月 4 日 生 于 爱 克 塞 特 (Exeter), 父亲 是 城 里 有 地 位 的 人 , 曾 任 治安 法 官 . 母亲 
是 有 文化 品位 的 纤弱 的 敏感 女 于 , 当 他 还 是 孩子 时 就 苹 志 了 一 一 后 来 克 里 福 德 也 死 于 同一 疾 
病 . 区 里 福 德 是 一 个 早 慧 的 青年 ,18 岁 时 就 已 发 表 了 两 篇 多 何 论文 ,这 使 他 在 剑桥 大 学 的 辅导 教 
师 预 言 他 将 跻身 子 科学 领导 者 之 中 . 在 三 一 学 院 做 大 学 生 时 ,他 已 广泛 地 阅读 了 哲学 . 吉 典 文学 
和 现代 史 的 著作 . 他 喜欢 与 人 作 伴 ,和 同学 以 及 导师 从 头 主教 教义 到 化 学 ,从 阿 奎 那 (Thoemas 
Agquinas) 色 达尔 文 和 斯 宾 塞 (Spencer) 作 无 休 正 的 辩论 . 克 里 福 德 的 好 运 是 ,他 当 大 学 生 时 正 处 
于 这 样 一 个 时 期 :长 期 被 人 接受 的 科学 和 导 辑 方面 的 信念 在 新 理论 和 新 发 现 的 攻击 下 开始 插播 
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欲 脸 . 剑桥 是 这 个 革命 的 中 心 ,而 克 里 福 德 也 获得 了 它 的 激励, 接受 了 它 的 大胆" 言论. 他 一 并 
始 本 是 虔诚 的 信教 的 人 ,“ 爱 用 聪明 的 科学 类 比 来 支持 天 主教 义 *, 后 来 逐步 成 了 有 组 织 的 宗教 ， 
特别 是 他 称 之 为 “ 教 阅 ”的 人 的 难以 对 付 的 笋 人 . 克 里 福 德 在 辩论 中 一 旦 开 了 口 就 如 同一 阵 旋 
风 ,"* 步 武 惊 人 ” 他 在 剑桥 的 格 洛 特 俱乐部 CGrote Club) 中 才华 横 溢 , 半 个 世纪 以 后 , 另 一 位 俱 乐 
部 会 员 , 后 来 的 大 经 济 学 家 马 歌 尔 (Alfred Marshall)* 还 记得 他 ,并 以 极 大 的 崇 币 来 写 他 ,虽然 
他 感到 克 里 福 德 “ 太 喜欢 惊世骇俗 ” 

克 里 福 德 热心 地 攻读 法 文 、 德 文 和 西班牙 文 (为 工作 之 用 ); 阿 拉 伯 文 . 希腊 文 和 楚 文 (四 为 
它们 很 难 ) ,还 有 种 种 象形 文字 (因为 它们 是 谜 ) ;速记 和 莫 尔 斯 电码 (过 为 他 喜欢 "传递 思想 的 各 
种 方法 ), 每 一 种 数学 和 科学 文献 都 对 得 上 他 的 兼容 博 收 的 胃口 , 他 获得 了 许 许 多 铭文 学 的 、. 科 
学 的 利 演讲 的 疾 项. 然而 他 最 骄 做 的 是 他 在 体育 上 的 成 就 :他 的 大 学 生生 活 的 顶峰 是 用 丢 趾 把 
自己 倒挂 在 一 个 教堂 尖顶 的 风 信 鸡 的 横梁 上 一 一 这 是 剑桥 的 一 项 古老 的 古怪 行为 , 倒 也 不 常 死 
人 ,他 在 繁 难 的 竞赛 性 考试 tripos” 中 名 列 第 二 ,这 样 可 与 当年 的 凯 尔 文 勋 甸 *”* 和 于 与 伦比 的 
麦克 斯 韦 比 美 ， 

他 受过 良好 训练 ,成 绩 又 出 众 ,1868 年 成 为 三 一 学 院 的 Feliow. 那 时 ,他 已 能 经 常 地 每 年 发 
表 三 ,四 篇 一 流 数学 论文 . 他 第 一 次 重要 的 公开 讲座 题 为 "智力 发 展 的 条 件 ”. 他 和 19 世纪 重要 
的 科学 家 ,哲学 家 以 及 作家 一 样 , 借 此 讲坛 以 普及 学 问 . 克 里 福 德 在 使 困难 概念 易于 理解 上 十 分 
出 色 ,他 也 喜欢 做 这 种 工作 . 他 变 抽象 为 具体 的 能 力 使 他 的 讲演 流畅 引 人 , 虽 然 时 间 流 逝 , 又 写 
成 文字 ,也 并 不 减 色 . 

克 里 福 德 在 剑桥 任 Fellow 两 年 从 事 教 学 .研究 一 或 自行 研究 ,或 与 其 他 有 创造 性 与 挑战 
性 的 人 互相 交流 . 然后 于 1870 年 他 参加 了 一 次 英国 组 织 的 观察 队 去 观测 月 食 . 全 队 所 乘 的 船 在 
西西 里 海外 失事 ,幸而 人 手 和 装备 均 获救 . 克 里 福 德 以 他 惯 有 的 乐观 心情 对 待 这 次 不 幸 . 沉船 后 
不 多 入 ,他 在 弗 罗 伦 萨 (Florence) 写 信 给 他 的 朋友 弗 雷 德 利克 : 波 洛克 再 十 (Sir Frederick Pol- 
lock) 的 夫人 ， 

“到 卡 塔 尼 亚 (Catania) : 桔 树 从 与 望远镜 ;宿营 于 奥 古 斯 塔 (Augusta) ; 约 那 达 布 (Jonadab)， 
时 卡 布 (Rechab) 之 子 , 十 分 有 趣 , 用 白 绳子 把 当地 人 拦 在 营地 外 ;总 有 200 人 早晨 春 我 们 濑 


* ”译注 : 男 一 位 大 经 济 学 家 凯 因 斯 的 老师 . 
*# 译注 ; 见 本 书 第 10 章 “ 素 克 斯 韦 ” 伟 一文， 
**# 译注 : 凯 尔 文 勋 狼 (Iord Kelvin) 即 威廉 ， 汤姆 生 (Wiiliam Thomson) ,1824 年 生 于 北 爱 尔 兰 的 由 
尔 法 斯 特 (Belfast) ,1866 年 圭 为 本 十 ,1892 年 封 为 男儿 , 改 号 为 饥 尔 文 , 采 色 在 拉 尔 格 斯 , 故 称 Baron 
Kelvin of Largs. 英制 , 男 避 的 尊称 为 Lord, 故 称 瞩 尔 文 勋 琶 ， 
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洗 一 一 些 仪 式 恒 为 诱 人 一 一 无 云 时 间 革 只 5 秒 钟 ,月 商 上 可 见 极 化 ,与 皮 克 林 (Pickering) 一 致 ， 
他 大 亦 成 功 …… 在 罗马 2 日 ,绘画 ,雕塑 ,月 光 下 的 斗 兽 场 , 次 农 二 人 人 均 大 打 喷 喧 , 今 展 抵 弗 罗 
伦 斯 一 一 皮 梯 官 (Pitti Palace) 一 一 钱 全 用 完 , 将 困 于 科 降 (Cologne) 与 奥 斯 腾 德 (Ostend) 癌 , 除 
非 隔日 仅 吃 一 个 鸡蛋 , 然 由 电 中 亦 可 吸 击 不 少 好 处 - -一 在 巴黎 和 更 好 .? 

1871 年 兄 里 福 德 离 剑桥 去 伦敦 大 学 学 院 仔 应 用 数学 教授 . 大 力 推 荐 他 任 此 职 的 人 中 就 有 责 
区 斯 书 , 他 强调 克 里 福 德 的 研究 之 新 颖 与 广度 ,而 不 只 是 以 “精巧 的 计算 细 论 深奥 的 定理 . "以 后 
现年 中 到 里 福 德 作 了 几 次 他 最 善 名 的 讲演 ,发 表 了 相当 多 数学 论文 ,包括 一 篇 论 双 四 元 数 的 论 - 
文 ' 处 理 推广 的 空间 的 概念 ,这 篇 论文 在 数学 中 地 位 很 高 . 有 两 次 讲演 可 以 作为 他 的 奇异 的 力量 
的 令 人 烷 敬 的 范本 ,一 次 是 1872 年 在 英国 科学 促进 会 上 , 另 一 次 是 1873 年 于 皇家 学 院 . 

第 一 个 讲演 题 为 “ 论 科学 思想 的 目的 与 工具 ”. 它 讲 到 了 对 欧 氏 几何 的 深刻 的 再 评价 ,这 是 
由 于 一 批 对 几何 基础 有 新 视野 的 数学 家 的 研究 而 不 得 不 有 这 样 的 髓 评价 . 在 那 时 之 前 ,对 欧 氏 
几何 的 普遍 适用 性 与 永恒 的 确实 性 ,从 未 有 过 怀疑 ,因为 人 无 人 检验 过 , 非 欧 见 何 这 个 异端 那 说 
终结 了 这 个 平静 的 信念. 

克 里 福 德 以 大 师 式 的 手法 说 明了 这 个 问题 , 他 说 ,科学 思想 的 进步 其 实 基于 一 种 假设 , 即 我 
们 在 自然 事件 中 所 看 岗 的 秩序 ,在 我 们 末 得 经 验 之 处 仍 可 保持 . 虽然 人 类 的 经 验 是 有 限度 的 ,但 
是 代 动 于 这 样 一 个 - 致 性 原理 ,我 们 "可 以 从 已 经 看 到 的 事物 来 推断 未 曾 见 到 的 事物 , 然而 ,这 
个 假设 必须 准确 地 界定 ;我 们 必须 断定 ,我 们 的 推断 以 之 为 基础 的 一 致 性 原理 在 数学 上 是 否 准 
确 的 . 对 宇宙 的 力学 解释 在 18 世纪 是 大 大 地 详尽 展开 了 , 它 基 于 这 样 一 个 信念 ;如 果 我 们 知道 
了 关于 大 自然 的 一 切 , 就 会 发 现 它 普遍 地 服从 准确 的 数值 定律 , ”但 是 数学 家 表明 ,大 自然 是 大 
真正 服从 这 样 的 定律 ,这 一 点 还 远 未 解决 . 

“无 疑 地 ,人 们 会 对 我 说 *, 克 里 福 德 说 ;“ 关 于 这 种 [准确 的 ] 定 律 ,我 们 已 经 知道 得 很 多 了 ， 
这 惑 是 几何 和 力学 ; 正 是 以 这 些 科学 为 范本 ,引导 人 们 在 其 他 领域 中 去 守 求 准确 性 . 如 果 上 世纪 
人 人 们 对 我 这 样 说 ,我 还 不 知道 该 怎样 回答 ， 但 是 恰好 在 本 世纪 开始 时 ,几何 学 的 基础 受到 两 个 数 
学 家 独立 的 批判 ,他 们 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 (Nikolai Ivanovich Lobachevski) 和 不 朽 的 高 斯 ,他 们 
的 结果 稍 晚 一 些 又 被 黎 坚 (Georg Friedrich Bernhard Riemann) 和 赫 婚 起 兹 (H. von Helmholtz) 
推广 , 他 们 的 研究 引导 我 们 达到 的 结论 就 是 ;古代 凡 何 学 家 非常 恰当 地 作出 的 假设 实际 上 是 淮 
确 的 一 即 是 说 比 实 验 更 准确 一 一 却 只 是 对 于 我 们 要 处 理 的 有 限 大 小 的 事物 ,对 于 我 们 能 够 达 
到 的 那 一 部 分 空间 如 此 ;对 于 大 得 多 或 小 得 多 的 东西 ,对 于 我 们 目前 尚 不 能 及 的 那 部 分 空间 , 它 
们 是 否 为 真实 的 ,是 需要 等 到 实验 的 力量 大 为 增强 以 后 由 实验 来 决定 的 事 . 我 想 把 这 个 问题 的 
其 实现 状 尽 可 能 说 清楚 ,因为 它 时 常 被 说 成 是 一 个 文字 的 或 形而上学 的 问题 ,其 实 它 是 一 个 非 
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常 明 晰 而 简单 的 事实 问题 .” 

克 里 福 德 就 这 样 坚定 地 站 在 黎 竖 一边, 黎 曼 是 那个 世纪 最 伟大 的 数学 家 , 死 里 福 德 和 他 一 
样 认 为 ,应 用 于 经 验 世 界 的 几何 学 是 一 个 实验 科学 ,是 物理 学 的 一 部 分 . 按 这 种 观点 ,几何 学 仍 
然 是 一 个 精确 科学 ,但 不 再 蚌 一 种 普遍 的 科学 .一 个 定律 要 是 普遍 的 ,只 有 在 一 切 可 能 情况 下 均 


克 里 福 德 在 学 生 们 中 间 
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为 真 才 行 “而 我 们 对 任 一 种 定律 都 不 知道 是 这 样 的 . "所 以 ,几何 学 只 在 一 个 有 限度 的 范围 内 才 
是 精确 科学 . 

这 在 今天 是 人 所 熟知 的 观点 一 一 即 把 几何 看 成 是 对 理想 空间 的 纯粹 科学 时 , 它 是 逻辑 学 的 
形式 的 练习 ,而 在 把 它 看 成 是 用 于 描述 现实 空间 (小 到 原子 以 内 ,大 到 猎户 头 * 以 外 ) 的 应 用 数学 
时 , 它 像 毫 调和 昆虫 学 一 样 是 一 门 实验 学 科 , 它 需要 验证 ,而 且 在 进一步 探讨 时 还 会 有 变化 . 但 
在 1870 年 , 它 既 不 为 人 熟知 ,也 未 被 普遍 接受 . 这 个 观点 与 当时 普遍 认可 的 数学 与 哲学 的 主体 
之 矛盾 简直 是 声名 狼 灰 . 克 里 福 德 的 看 法 是 对 下 面 的 信念 的 一 个 挑战 , 即 欧 氏 几 何 是 在 任何 时 
收 对 真实 空间 的 任何 部 分 都 是 完美 的 描述 -一 这 个 挑战 最 终 引 导 到 关于 空间 .时 间 , 能 和 物质 
的 现代 的 观点 . 从 哲学 的 观点 看 , 克 里 福 德 的 观点 与 康德 提出 的 超 验 的 审美 观 相 对 立 . 康德 的 观 
点 是 ,长 期 为 人 接受 的 空间 概念 是 不 会 改变 的 ,因为 它们 是 由 我 们 感觉 的 方式 或 者 由 意念 的 构 
造 所 决定 的 . 

克 里 福 德 的 第 二 个 讲演 “纯粹 科学 的 哲学 ”对 于 由 非 欧 几 和 何 的 创始 者 们 引起 的 科学 上 的 革 
命 ,“ 宇 宙 观 念 的 变化 " 作 了 一 个 透彻 的 ,有 时 简直 是 诗意 的 概述 . 

“ 维 了 萨 留 斯 (和 Andreas Vesalius) 之 于 盖 伦 (Galen)* ;可 日 尼 之 于 托 勒 密 , 财 巴 切 夫 斯 基 之 于 
欧 儿 里 得 就 是 这 样 ……. 在 哥 白 尼 时 代 之 前 ,人 们 关于 宇宙 的 一 切 都 懂得 . 在 学 校 里 他 们 就 会 拍 
拍 胸 条 告诉 你 ,现在 的 一 切 怎样 ,过 去 又 怎样 ,将 来 会 怎样 . 地 是 平 的 , 营 穹 覆盖 大 地 ,如 同 大 教 
堂 的 贺 顶 ,明亮 而 寒冷 的 星星 贴 在 上 面 :太阳 和 行星 则 在 其 间 运 行 . 而 在 比较 有 学 问 的 人 中 出 
说 ,地 是 字 宙 中 心 的 一 个 球 ,天 是 一 个 同心 球 , 其 间 的 构造 则 和 上 述 一 样 . 总 之 ,如 果 说 天 外 还 省 
什么 , 那 就 是 一 无 所 有 的 空间 ,不 必 再 去 探讨 . 所 有 这 一 切 的 历史 可 以 追 滴 到 它 的 起 始 ; 在 这 以 
前 就 是 毫 无 变化 的 永恒 , 它 已 经 完全 地 描述 过 了 ,讨论 过 了 . 但 不 论 是 哪 种 说 法 ,宇宙 都 是 一 个 
已 知 的 东西 . 哥 白 尼 体 系 以 及 随 之 而 来 的 天 文学 发 现 的 巨大 的 效果 就 在 干 ,关于 永恒 和 元 坦 的 
一 点 点 知识 , 却 被 称 为 关于 宇宙 的 知识 ;现在 知识 已 绿 多 得 多 了 ;但 我 们 却 称 它 为 关于 此 地 和 此 
时 的 知识 , 关于 太阳 系 我 们 可 以 说 上 许多 ,但 是 它 毕 竟 只 是 我 们 的 家 而 不 是 我 们 的 城市 . 关于 我 
们 的 太阳 所 属 的 星系 我 们 也 可 以 说 上 一 些 ; 但 是 它 也 只 是 我 们 的 主 系 而 不 是 宇宙 . 我 们 谈论 此 
地 , 意 下 还 有 - -个 外 地 ,有 一 天 我 们 会 对 彼 地 有 一 些 了 解 ,但 志 在 则 完全 不 了 解 . 

于 是 ,这 就 是 哥 白 尼 在 关于 宇宙 的 概念 上 引起 的 变化 . 但 是 还 需要 再 一 个 变化 . 因为 空间 


* 译注 ;原文 为 Betelgeuse, 是 猎户 座 一 个 大 星 . 


** 译注 : 维 萨 留 斯 是 16 世纪 比利时 解剖 学 家 ,近代 解 前 学 的 莫 基 人 ; 盖 伦 是 古 希腊 医学 家 与 解剖 学 
家 . 
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和 运动 的 定律 …… 意 味 有 无 限 的 空间 与 无 限 的 延续 ,其 作为 时 空 的 性 质 已 全 都 准确 地 知道 了 . 
它 离 我 们 有 无 限 上 距离 的 那些 部 分 的 构造 , 即 “ 无 穷 远 平面 上 的 几何 学 ,如 果 欧 几 里 得 的 假设 为 
真 ,应 该 了 解 得 和 这 间 房 间 任意 部 分 的 几何 学 一 样 好 . 所 以 我 们 至 少 对 于 涉及 字 密 的 某 些 事 有 
了 真实 的 知识 ,这 些 事 在 无 起 和 永恒 中 总 是 对 的 . 罗 巴 切 未 斯 基 和 他 的 继承 者 把 这 些 事 " 拿 走 
了 .今天 的 几何 学 家 对 在 无 穷 远 处 实际 存在 的 空间 是 一 无 所 知 的 ,他 对 今天 的 空间 在 过 去 和 未 
来 的 永恒 中 的 性 质 也 一 无 所 知 . 他 真 的 知道 欧 几 里 得 假设 的 定理 之 为 真 ,其 精确 程度 任何 直接 
的 实验 均 无 法 接近 …… 但 他 知道 这 只 是 此 地 与 此 时 ;在 此 范围 之 外 还 有 征地 彼 时 ,他 目前 对 之 
还 一 无 所 知 ,但 是 最 终 可 能 知道 一 些 . 所 以 你 们 看 到 . 哥 白 尼 及 其 继承 者 的 寺 作 ,以 及 罗 巴 切 夫 
斯 基 及 其 继承 者 的 工作 ,二 者 有 真正 的 平行 性 ”. 

关于 空间 的 通常 的 欧 氏 概念 基于 四 个 基本 公设 ,而 克 里 福 德 依次 作 了 透彻 的 分 析 . 第 一 个 
公设 是 :空间 是 连续 的 ,什么 破裂 和 缺口 也 没有 . 但 是 克 里 福 德 指出 ,连续 性 是 由 我 们 的 感觉 得 
到 的 印象 ,而 可 能 欺骗 我 们 . 使 用 物理 和 化 学 仪器 可 以 把 似乎 光滑 而 没有 破 异 的 对 象 分 型 成 原 
子 或 其 他 分 开 来 的 单位 .我 们 有 什么 证 据说 空间 不 是 也 有 这 种 性 质 ,不 是 看 起 来 光滑 ,而 实际 上 
是 由 具有 小 小 裂 锋 的 花边 织物 交叉 页 成 的 呢 ? 所 以 关于 连续 空间 的 欧 氏 假设 有 待 经 验证 实 ， 

第 二 个 假设 是 “空间 的 最 小 部 分 的 平坦 性 ” 即 若 在 空间 中 取 三 个 互相 非常 接近 的 点 ,并 用 
最 可 能 短 的 线 连接 它们 ,这 样 形成 的 三 角形 状 的 艾 形 非常 近 于 位 于 同一 平面 上 . 克 里 福 德 依照 
黎 受 关于 通常 的 几何 定律 对 于 “无 穷 小 空间 的 度量 关系 ”不 一 定 成 立 这 -意见 ,对 第 二 个 公设 是 
否 普 遍 成 立 也 表示 怀疑 ， 

第 三 个 欧 氏 公设 是 ,在 空间 中 运动 的 物体 不 改变 其 大 小 和 形状 , 即 是 说 “空间 各 部 分 均 相 
似 ”. 第 四 个 公设 则 是 “任意 图 形 任意 地 放大 或 缩小 都 不 会 改变 形状 ”. (这 蕴含 了 欧 几 里 得 平行 
线 不 会 相交 的 规则 . ) 第 三 和 第 四 公设 合 起 来 就 是 空间 均匀 地 具有 零 曲率 . 克 里 福 德 发 现 这 两 个 
公设 容易 从 “很 大 "这 一 方面 受到 攻击 ,正如 前 两 个 公设 可 以 从 “很 小 ”这 一 方面 受到 攻击 一 样 . 
即 是 说 ,正如 空间 的 很 小 的 区 域 可 以 是 不 连续 的 一 样 ,很 大 的 部 分 可 能 是 栖 曲 的 为 了 描述 一 个 
空间 与 基本 的 平坦 性 这 一 标准 的 偏离 ,需要 有 特别 复杂 的 特定 的 几何 学 . 这 与 现代 的 物理 概念 
暴 密 相关 , 即 所 有 现象 ,甚至 物质 自身 可 能 由 空间 的 皱 析 与 曲率 的 变化 构成 
如 果 放 弃 第 四 个 “相似 性 ”公设 , 风 就 平行 面 言 , 这 就 为 非 欧 几何 开辟 了 道路 . 例如 有 双 曲 几 
何 ,其 中 三 角形 内 角 和 小 于 180°, 又 有 椭 轿 几何 ,内 角 和 大 于 180* 椭圆 几何 或 黎 缀 几何 的 空间 
意味 着 一 个 很 大 的 但 是 弯曲 的 有 限 宇宙 , 这 很 吸引 训 里 福 德 ,* 我 不 必 承认 ,我 个 人 时 常 希望 窑 
间 的 真实 情况 是 这 样 的 这 可以 安奈 我 ,可 以 摆脱 一 个 枯燥 的 无 限 但 是 千篇一律 的 空间 ”. 

克 里 福 德 1874 年 成 为 皇家 学 会 会 员 ,而 早 一 些 则 拒绝 提名 ,因为 觉得 自己 “还 不 够 格 得 到 
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尊敬 ”. 他 健康 良好 ,精力 充沛 地 教学 ,发 表 他 的 最 新 研 
究 成 果 , 还 有 余 暇 作 科普 讲演 以 及 关于 社会 种 道德 哲 
学 的 讲演 . 他 提出 关于 “意念 材料 "和 “种 族 自 我 ”的 一 
此 形而上学 理论 . 它们 含混 而 无 生气 . 但 是 他 的 伦理 观 
念 却 充满 了 温情 . 对 于 缺少 宽容 的 懂 恨 ,对 于 理性 的 忠 
诚 ,这 些 正 是 他 的 人 格 的 特征 . 他 的 伦理 学 的 总 网 建立 
在 关于 进化 的 新 的 学 说 的 基础 上 . 他 认为 ,自由 ,独立 ， 
“ 按 自己 的 内 在 信念 行动 ”, 是 一 个 社会 最 基本 的 价值 : 
“世上 只 有 一 种 东西 比 命令 他 人 的 意欲 更 加 那 恶 ,这 就 
是 届 从 的 意 万 ”他 企图 在 与 他 的 科学 哲学 同样 的 客观 
基础 上 发 展 他 的 伦理 理论 . 他 的 头脑 中 ,除了 依据 理性 
和 经 验 的 教导 以 外 , 绝 没有 用 其 他 论据 来 支持 道德 和 
宗教 价值 的 念头 . 在 伦理 学 中 和 在 几何 学 中 一 样 ,他 不 
准备 接受 永恒 的 价值 
， 克 里 福 德 在 个 人 生活 中 绝 无 丝 毫 伪善 或 自 以 为 
是 . 在 他 就 关于 行为 的 理想 的 理论 " 写 给 波 洛克 爵士 
1 夫人 的 信 结 尾 说 ,顺便 说 一 下 ,所 说 的 一 切 都 只 是 理 
| 论 ; 我 的 实际 作为 和 别人 是 一 样 的 . ” 克 里 福 德 本 人 绝 
- 不 装 腔 作 势 ,而 对 别人 这 样 做 ,他 的 批评 是 尖 刻 的 . 在 


谈 到 一 位 熟人 打算 从 事 一 项 哲学 中 的 工作 时 ,他 这 样 
评论 说 : 
i “他 在 写 一 本 关于 形而上学 的 书 ,他 确实 有 所 需 的 
才能 . 他 作为 哲学 家 的 财富 就 是 :他 对 于 自 以 为 他 公 得 
克 里 福 德 在 黑板 前 了 什么 是 非常 清楚 的 ,但 是 他 完全 不 能 表达 出 自己 所 
知之 微 .” 


但 他 完全 学 不 会 对 别人 怀 有 恶意 . 他 曾经 这 样 写 道 ， 

“我 道 到 很 大 的 不 率 ;我 和 某 某 人 皖 了 手 . 我 相信 ,如 果 世 上 所 有 的 杀人 犯 ,教士 和 说 谎 才 合 
并 成 了 一 个 人 ,而 他 突然 在 街角 过 见 我 ,而 且 微 笑 着 对 我 说 ' 您 好 ,我 也 不 能 一 下 子 就 对 他 不 
客气 .” : 


1875 年 4 月 7 日 , 克 里 福 德 与 露 西 . 兰 (Lucy Lane) 结 婚 . 当 他 为 此 向 大 学 学 院 请 假 时 ,他 
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通知 他 的 班 上 说 :“ 他 为 一 件 重要 的 事 不 得 不 缺席 ,这 种 事 以 后 大 概 不 会 再 发 生 了 , ”他 的 妻子 成 
了 一 个 昔 名 的 小 说 家 和 剧 作家 ,并 用 圳 西 ， 侈 里 福 篇 (Lucy Clifford) 的 名 字 写 作 , 她 比 他 多 活 了 
半 个 世纪 . 他 们 有 两 个 女儿 ,这 给 了 克 里 福 德 狠 大 的 害 悦 . 他 爱 所 有 的 孩子 ,十 分 高 兴 地 为 他 们 
编 游 戏 , 写 童话 和 诗 . 他 把 有 些 窜 言 缩 了 一 本 集 子 :¢ 小 人 》. 他 计划 出 - 套 小 小 的 学 校 教材 ,其 课 
程 的 设计 是 为 了 帮助 “孩子 们 自己 发 现 事物 ” 

克 里 福 德 和 孩子 们 在 一 起 的 偷 快 ,他 对 孩子 们 学 习 和 成 长 问题 的 深切 关 剑 , 这 与 他 和 自己 
的 核子 在 一 起 的 时 间 之 短暂 ,成 了 令 人 伤心 的 对 比 . 1876 年 ,出 现 了 关于 肺结核 的 第 一 批 警号 . 
他 一 生 都 过 分 消耗 了 自己 的 体力 ;他 昌 是 运动 员 , 却 体质 衰弱 . 克 里 福 德 尽管 有 重病 症状 , 却 没 
有 停止 工作 . 1876 年 他 发 表 了 不 少 于 9 篇 数学 论文 和 其 他 作品 , 有 一 篇 论文 “关于 物质 的 空间 理 
论 ? 是 投 给 剑桥 哲学 学 会 的 一 篇 出 色 稿 子 . 他 在 其 中 提出 空间 的 小 部 分 “好 像 曲面 上 的 小 山 , 曲 
面 平均 地 是 平 霸 的 ,市 其 弯曲 变形 的 性 质 以 波 的 方式 从 空间 的 一 部 分 不 断 地 传 到 另 一 部 分 ; 空 
间 曲 率 的 变化 就 是 物质 运动 时 实在 发 生 的 事 …… 在 物理 世界 中 发 生 的 只 有 这 种 变化 , 它 ( 可 能 ) 
服从 于 连续 性 定律 ……” 这 些 话 是 在 爱 因 斯 坦 宣 布 他 的 引力 理论 前 40 年 发 表 的 . z 

克 里 福 德 于 1876 年 秋 不 得 不 同意 因 健 康 而 请 假 六 个 月 ,和 妻子 一 同 去 阿尔 及 利 亚 和 皇 班 
牙 旅 行 , 他 回 到 英国 时 情况 有 了 改善 ,以 后 的 一 年 半 加 速 工作 ,发 表 了 两 篇 最 著名 的 论文 ,还 有 
一 些 别 的 数学 文章 ,一 本 出 色 的 关于 动力 学 的 书 , 一 些 散文 ,讲演 和 书评 , 然后 他 又 垮 了 下 来 ,于 
是 在 1878 年 到 意大利 度 过 春天 和 夏天 ,然后 回 到 英国 ,看 起 来 病 重 庶 弱 . 1879 年 春 , 他 航海 去 马 
德 拉 群 岛 (Madeira, 属 葡萄 牙 ) ,在 明媚 阳光 下 平静 地 过 了 几 天 . 1879 年 3 月 3 日 去 世 . 

波 洛克 勇士 写 道 ,这 见 直 了 在 人 的 一 生 中 ,从 没有 人 比 他 更 热爱 生命 ,更 不 惧 死亡 . 他 完美 
而 真诚 地 做 到 了 斯 宣 洛 茧 (Spinoza) 伟 大 的 话 ， 这 话 他 总 是 记 在 心间 , 挂 在 口 边 ;Homo liber de 
nulla re minus quam de morte cogitat[ 一 个 自由 的 人 考虑 最 少 的 事 就 是 死亡 ].” 

克 里 福 德 不 仅 是 一 个 伟大 的 职业 数学 家 ,一 个 出 色 的 哲学 家 和 一 位 才华 出 众 的 作家 ,而 且 
是 科学 的 一 个 公民 . 他 不 休止 地 努力 加 强 其 基础 及 其 有 机 的 统一 性 ,而 且 通 过 宣讲 科学 方法 最 
广泛 的 应 用 ,来 促进 理性 ,击败 非 理性 . 他 的 形象 是 -个 高 尚 的 心地 宽阔 的 人 ;“ 记 住 ,[ 科 学 思 
想 ] 是 行动 的 向 导 ; 它 所 达到 的 真理 不 是 为 了 我 们 可 以 用 来 沉思 而 不 犯错 误 ,而 是 为 了 我 们 可 以 
您 据 它 行 动 而 无 所 芋 惧 ;你 们 不 会 看 不 到 ,科学 思想 并 不 是 人 类 进步 的 伴随 物 或 者 条 件 , 它 就 是 


人 类 进步 本 身 , "这 是 一 个 格言 . 在 我 们 这 个 时 常 搞 错 了 科学 的 阀门 或 杠杆 的 时 代 , 应 该 好 好 回 
想 一 下 这 个 格言 , 
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妞 要 {James R. Newman) ,1955 年 6 月 号 


和 和 及 了 科学 的 一 个 新 时 代 . 使 我 们 的 世界 区 别 于 前 人 的 东西 ,有 许多 要 归功 于 他 . 因为 他 

的 最 蔚 为 壮观 的 发 现 是 理论 研究 而 非 实验 研究 的 成 果 , 所 以 他 常 被 看 成 是 完全 几 纸 和 

笔 建立 起 自己 的 体系 的 那 一 种 科学 家 的 杰出 范例 . 但 是 这 个 概念 是 不 对 的 . 麦克 斯 韦 能 把 深刻 

的 物理 直觉 与 令 人 敬 昌 的 数学 能 力 结合 起 来 . 渴 察 物理 现象 ,而 又 不 忘记 需要 说 明 的 对 现象 的 
观察 . 这 样 把 具体 与 抽象 相 陨 合 , 是 他 几乎 全 部 研究 工作 的 特征 ， 

表 克 斯 市 1831 年 11 月 13 日 生 于 爱丁堡 ,这 一 年 法 拉 第 宣布 了 他 关于 电磁 感应 的 著名 发 
现 . 他 出 身 于 一 个 古老 苏格兰 世家 ,这 家 人 独立 特 行 乃 至 濒于 怪癖 ,然而 才能 出 众 ( 它 的 子弟 中 
有 著名 的 法 官 ,政治 家 ,矿产 投机 商 , 商 人 ,诗人 ,音乐 家 ). 他 的 父亲 是 一 个 苏格兰 律师 ,然而 对 
辩护 人 脑 脏 的 追逐 毫 无 兴趣 ,而 致力 于 管理 自己 的 小 家 产 ,关心 本 郡 的 事务 ,充满 爱心 地 教育 自 
已 的 独子 ,麦克 斯 韦 的 父亲 是 一 个 温情 而 又 相当 简单 的 人 ,富有 幽 歌 感 ,对 机 械 发 明 颇 有 兴趣 
他 的 母 类 ,人 家 都 说 ,有 一 柄 “乐天 活 泌 的 脾气 ”. 

他 的 小 名 叫 篇 姆 西 ,在 离 爱丁堡 有 两 日 马车 车 程 的 格 伦 内 尔 (Glenair) 自 家 的 家 园 里 度 过 了 
早期 童年 . 他 是 一 个 活 泌 而 且 重 感情 的 小 孩 , 像 他 的 父亲 一 样 老 是 好 问 ,对 机 械 人 了 迷 . 对 每 一 
件 都 想 发 现 “ 它 是 怎么 回 事 ", 这 是 他 不 变 的 目的 . 他 会 问 “ 难 处 在 哪里 ?如 果 回 答 不 能 满足 他 ， 
他 就 会 再 加 一 名 “实在 的 难处 究竟 在 哪里 ?” 他 自己 的 第 一 个 创造 就 是 关于 “生命 之 轮 ” 的 一 组 图 
形 , 这 是 一 个 科学 玩具 ,能 给 人 一 种 幻想 好 像 这 是 一 个 永 动机 ;他 喜欢 自己 动手 做 东西 ,在 后 来 
生活 中 知道 怎样 设计 体现 最 复杂 运动 和 其 他 物理 过 程 的 模型 


做 * :克拉 克 ， 老 克 斯 书 (James Clerk Maxwell) ,19 拱 纪 最 伟大 的 理论 物理 学 家 , 李 
FA 
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麦克 斯 韦 的 膨 版 像 . 见 于 他 的 全 集 {The Collected Papers of James 
Clerk MaxWelh) . 本 图 与 后 三 图 均 来 自 伯 思 第 (Burndy) 图 书馆 ， 


麦克 斯 韦 九 岁 时 ,三 亲 死 于 癌症 ,40 年 后 他 自己 也 死 于 疤 症 . 她 的 去 世 使 父子 二 人 更 加 相依 
为 命 .一 年 后 ,孩子 白天 上 学 ,就 学 于 爱丁堡 学 院 Academy*. 他 的 早期 学 校生 活 是 痛苦 的 , 他 的 
教师 是 一 个 枯 煤 的 苏格兰 人 ,而 且 有 一 个 好 卖弄 学 问 的 教师 的 名 声 , 因 为 他 写 过 一 本 关于 和 希腊 文 
中 不 规则 动词 的 书 ， 他 要 求 他 的 学 生 举 止 有 序 , 在 通常 的 科目 上 都 有 良好 基础 而 不 许 逾 越 常规 . 
麦克 斯 韦 在 这 些 方 面 都 公开 不 从 : 他 穿 的 衣服 多 少 引起 一 些 骚动 ,这 是 他 的 专断 的 父亲 设 诗 的 ,其 


* 详 注 :Academy 并 不 是 科学 院 , 这 是 苏 格 二 一 种 特殊 的 说 法 . 它 是 12 岁 一 18 岁 的 孩子 小 学 毕业 后 
就 读 的 学 校 .因此 相当 于 中 学 . 感谢 B, DD, Sleeman 教授 告诉 译 者 这 些 情 况 : 
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中 有 "卫生 " 方 头 鞋 , 镶 花 边 的 紧身 上 衣 . 孩子 们 
给 他 了 器 了 一 个 绰号 ,“ 黎 条 ,故意 把 他 的 衣服 弄 
芷 , 但 是 他 是 一 个 固执 的 该 子 , 不 久 就 赢得 了 班 
上 同学 的 敬意 ,尽管 他 仍然 使 他 们 迷惑 不 解 ， 


数学 的 年 代 


在 学 校 里 , 才 克 斯 韦 对 数学 的 爱好 逐 尖 党 
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电力 线 , 见 《 电 磁 通 论 》 一 书 . 上 图 :受到 直 导 体 
中 电流 扰动 的 均匀 磁场 . 下 图 :两 个 圆 形 电流 . * 


么 面体 ,我 也 不 知道 它们 的 正确 名 称 是 什么 .” 
在 他 14 年 级 时 ,他 得 到 学 院 的 数学 奖 ,还 写 了 
一 篇 用 针 和 线 作 一 完全 卵 形 线 的 论文 . 在 这 个 
问题 上 , 另 一 个 神童 符 卡 儿 先 已 艇 过 了 ,但 喜 
亮 斯 韦 的 贡献 是 独创 的 . 福布斯 教授 (James 


, Forbes) 在 爱丁堡 皇家 科学 院 宜 读 了 这 孩子 关 


于 卵 形 线 的 论文 的 这 一 天 确实 是 父子 二 人 美 
好 的 日 子 , 关 于 这 件 事 , 父亲 在 日 记 中 竺 到 ， 
“受到 很 大 的 关注 和 普 壳 攻 许 ,” 
在 学 院 六 年 后 ,麦克 斯 韦 进 入 了 爱 丁 伐 大 
学 . 他 年 方 16, 是 一 个 不 知 休止 , 令 人 迷惑 而 又 
绝顶 聪明 的 少年 ,他 写 了 一 首 关于 物质 和 能 量 
的 评 , 明 不 太 好 却 奇 特地 好 似 预言 ， 
那 时 地 球 和 各 太阳 威 了 冰冷 的 土 块 ， 
一 切 能 量 都 已 虐 化 ， 
一 切 物质 都 泗 谢 成 为 以 太 ， 
他 的 朋友 和 传记 作者 坎贝尔 (Lewis 
(ampbe 才 记录 说 他 的 衣着 完全 整 消 ,但 对 上 


* 译注 :; 见 中 译本 (电磁 通论 下 册 590 页 和 592 页 . 武汉 出 版 社 ,1994 年 . 
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浆 的 衬衣 和 于 套 等 虚荣 有 天 生 的 反感 *. 而 且 对 “ 般 坏 任何 东西 一 一 哪怕 是 一 张 写字 纸 世 有 一 种 
虔诚 的 恺 惧 ” 他 如 饥 似 渴 地 读书 ,把 大 量 时 间 用 于 数学 思考 ,以 及 化 学 , 磁 学 和 光学 实验 .“ 他 党 
在 餐桌 上 出 了 神 ,完全 忘记 了 吃饭 ,全 神 观察 洗手 指 的 玻璃 妨 中 光 的 折射 效应 ,或 者 用 自己 的 眼 
睛 做 实验 一 一 从 眼角 看 东西 ,把 眼睛 当成 看 不 见 的 立体 镜 ,如 此 等 等 . 凯 小 姐 (Miss Cay, 他 的 姑 
母 ) 就 时 常 叫 他 注意 吃饭 ,说 * 蟹 姆 西 ,你 又 进 了 题 吧 ( 就 是 说 他 进 人 了 数学 命题 )”， 

在 爱丁堡 时 ,麦克 斯 韦 定期 参加 皇家 学 会 的 会 议 . 他 的 两 篇 论文 “ 论 滚动 曲线 "和 “ 论 弹性 体 
的 平衡 ”都 发 表 在 学 会 汇 刊 上 . 论文 是 由 他 人 代 符 在 学 会 上 宣读 的 . “因为 让 一 个 穿 圆 领 上 衣 的 
少年 登 上 讲坛 被 认为 是 不 适当 的 ”. 当 他 在 烙 伦 内 尔 度假 时 ,他 会 给 朋友 们 写 长 信 报 告 自己 五 花 
八 门 的 活动 . 他 的 许多 信 表 现 了 他 对 道德 哲学 浓厚 的 兴趣 ,反映 了 他 的 社会 同情 心 ,基督 徒 的 热 
诚 ,理性 主义 和 单纯 的 信仰 的 混合 体 . 在 19 世纪 那 是 颇 为 常见 的 . 那 是 这 样 -个 时 代 , 人 们 相信 
可 以 在 研究 光学 和 力学 的 同时 也 研究 智慧 .幸福 和 美德 这 些 问题 

1850 年 卖 克 斯 韦 来 到 剑桥 大 学 ,成 了 霍 普 金 斯 (William Hopkins) 的 自费 学 生 , 霍 普 金 斯 当 
年 被 公认 为 当时 最 好 的 数学 教练 ,他 帮 才 克 斯 韦 参 加 数学 tripos 考试 * ,这 是 当时 最 出 色 学 生 参 
与 竞争 的 严格 的 竞赛 考试. 霍 普 金 斯 马上 看 出 这 个 黑 发 苏格兰 青年 的 才能 , 称 他 是 “我 所 见 到 过 
的 最 出 色 的 人 . ”又 说 “说 他 在 物理 学 科 中 会 想 得 不 对 ,简直 是 不 可 能 的 事 , "麦克斯韦 除了 奋力 
攻读 外 ,还 全 部 地 参加 了 大 学 的 社会 活动 和 心智 的 活动 . 他 被 选 入 “使 徒 会 ”, 这 是 一 个 成 员 12 
人 的 俱乐部 ,多 年 来 都 是 由 剑桥 出 色 的 青年 人 组 成 . 一 个 同时 代 和 这样 描写 麦克 斯 书 :“ 最 亲切 
育 人 的 同伴 ,许多 奇怪 理论 的 提出 者 ,许多 智力 游戏 的 创作 者 . ”他 有 一 个 相当 奇怪 的 关于 睡眠 
的 经 济 学 的 理论 . 他 从 下 午 5 点 县 到 9 点 半 , 从 10 点 到 凌晨 2 点 苦 读 ,再 从 2 点 到 2.30 在 走廊 
里 跑步 和 上 下 楼 梯 当 作 运 动 ,再 从 2: 30 唾 到 7 点 . 同 宿舍 的 人 不 高 兴 了 , 卖 克 斯 书 照旧 坚持 这 
个 奇特 的 实验 . 再 一 项 研究 是 关于 猫 何以 总 能 四 脚 落地 . 他 证 明了 把 一 只 猫 背 朝 下 从 两 英寸 的 
高 度 落 到 桌子 上 或 床上 , 猜 也 能 转 过 身 来 四 脚 先 着 地 . 

1853 年 夏 ,麦克 斯 韦 患 了 一 种 “ 脑 热 ,好几 个 星期 完全 不 能 动 , 而 且 后 来 很 久 还 感到 这 场 病 
的 影响 . 这 个 搬 曲 无 疑 是 一 场 感情 危机 ,但 其 原因 一 直 隐 而 未 宣 , 只 知道 这 场 病 加 深 了 考 克 斯 韦 


* 译注 :tripos 原意 是 三 脚 匡 子 . 这 是 一 种 起 源 于 18 世纪 主要 是 数学 考试 的 答辩 会 ,当时 参加 老者 
坐 在 这 种 合子 上 管 辩 . 答辩 者 依 成 绩 分 为 三 类 . 第 一 类 称 为 wrangler，Tripos 越 来 越 受 到 尊敬 ,成 为 一 种 
能 力 的 考试 ,而 得 到 最 佳 成 绩 的 时 做 senior wrangler, 是 一 种 很 高 的 成 就 . 许多 senior wrangler 中 后 来 颇 
有 一 些 人 成 了 大 数学 家 和 物理 学 家 ,例如 斯 托 克 斯 .山菜 等 人 .到 19 世纪 ,许多 其 他 学 科 也 有 了 tripos. 
tripos 分 成 瑞 部 分 ,点 考 者 可 以 在 不 同年 份 分 别 通过 这 两 部 分 考试 , 但 要 得 学 士 学 位 必须 两 部 分 都 通过 
见 J. Mehra et al. The Historical Development of Quantum Theory. Vol.4;, p. 24, Springer, 1982, 
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擂 图 的 信件 ,是 麦克 斯 韦 1843 年 写 给 父亲 的 , 那 时 小 麦克 斯 韦 只 11 


. 容 - 信 中 说 到 一 位 美国 新 边疆 区 艺术 家 凯特 林 {George Catlin) 的 演讲 . 


10. 麦克 斯 韦 
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麦克 斯 韦 的 论文 " 论 士 星 环 运动 的 稳定 性 "中 的 一 页 ,其 
中 第 7,8 两 图 是 他 的 力学 模型 . 笑 克 斯 韦 在 这 篇 论文 中 证 明 ， 
土星 环 既 非 液体 又 非 固体 ,而 是 由 颗粒 组 成 ， 
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的 宗教 信 你 一 一 这 是 一 种 深沉 的 .热烈 的 虚 诚 ,倾向 于 苏格兰 的 加 尔 文 教派 .但 他 从 未 完全 版 依 
于 某 个 特定 的 系统 或 教派 . 他 笛 说 “我 噶 不 出 异 闪 了 孚 说 ” 

1854 年 1 月 , 表 克 斯 书 在 剑桥 上 院 参 加 tripos, 像 他 父亲 建议 的 那样 ,用 毯子 囊 住 下 肢 减 少 
刺骨 的 寒冷 . 他 的 头 很 暧 和 了 . 他 获得 wrangler 第 二 名 ,次 于 著名 数学 家 罗斯 (Edward Routh). 
(在 剑 桥 田 一 次 中 密斯 奖 的 竞赛 中 ,科目 更 高 深 一 些 , 他 和 罗斯 并 列 第 一 .) 


问题 和 答案 


在 得 到 学 位 以 后 ,麦克斯韦 又 在 剑桥 三 -学院 呆 了 两 后 . 研究 , 教 课 , 带 自费 学 生 ,还 做 一 些 
光学 实验 .他 设计 了 一 个 用 彩色 版 做 的 陀螺 ,用 来 研究 光 的 混合 . 他 就 此 能 证 明 , 凡 乎 对 光谱 上 
的 一 切 彩 色 ,适当 配合 二 原色 一 红 , 绿 . 蓝 , 就 能 “接近 得 很 好 ”, 由 于 对 彩色 感觉 的 工作 ,他 得 
到 了 皇家 学 会 的 伦 福特 (Rumfordy 奖 ， 

然而 麦克 斯 书 毕 业 后 在 三 -学 院 的 两 年 中 最 重要 的 活动 是 他 研读 了 法 拉 第 的 《实验 研究 }》， 


每 1 分 子 中 的 分 子 个 数 


速率 { 米 /7 种) 
气体 分 子 的 麦克 斯 韦 分 布 , 实 线 是 温度 200 邓 时 的 曲线 ,虚线 则 为 0C 时 的 曲线 , 曲 
线 上 每 一 点 表明 在 该 温度 下 每 十 万 个 气体 分 子 中 按 该 速率 运动 的 分 子 数 . AA 点 是 分 子 
的 最 可 几 速 率 ,相应 于 8 点 的 速率 是 平均 速率 .相应 于 CC 点 的 速率 是 均 方 根 速 率 . 
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由 此 进入 了 对 所 的 研究 ,并 终于 得 到 了 他 的 最 伟大 的 发 现 . 在 离开 三 一 学 院 以 前 ,他 就 已 发 表 了 
“ 论 法 拉 第 的 力 线 ” 这 篇 漂亮 的 论文 .1856 年 麦克 斯 韦 受聘 为 阿 伯 丁 (Aberdeen) 大 学 的 马里 沙 尔 
学 院 UMarischal College) 的 自然 哲学 教授 ;他 申请 这 一 职位 ,部 分 是 为 了 离 他 的 健康 日 益 误 退 的 
父亲 更 近 一 点 ,但 在 得 到 这 个 职位 前 的 几 天 ,他 的 父亲 就 去 世 了 . 这 对 麦克 斯 韦 是 不 吕 弥 补 的 捐 
失 ,他 们 一 直 是 最 互相 亲近 的 父子 . 麦克 斯 韦 在 阿 伯 丁 继续 研究 电 . 他 的 教学 负担 很 轻 , 虽然 他 
教学 认真 , 却 不 能 说 麦克 斯 韦 是 一 个 出 色 的 教师 . 对 于 “不 太 聪 明 ” 的 班级 ,他 党 得 难以 找到 合适 
的 进度 , 他 不 能 遵从 他 曾经 给 他 的 一 位 朋友 的 劝告 , 那 位 朋友 要 在 乡村 聚会 土 布道 ,他 的 功 告 
是 :" 为 什么 不 能 讲 浅 一 点 ?” 

由 于 一 项 工作 ,麦克 斯 韦 在 阿 伯 丁 关于 电 的 研究 中 断 了 儿 乎 两 年 . 他 参加 了 剑桥 大 学 关于 
土星 环 的 一 项 竞赛 . 环 是 固体 还 是 液体 ? 它们 是 由 “互相 不 相 粘 合 ” 的 物质 组 成 的 吗 ? 问题 是 要 
证 明 , 哪 一 种 结构 能 充分 说 明 这 些 环 的 运动 和 稳定 性 .麦克 斯 韦 写 了 一 篇 出 色 的 长 达 68 页 的 论 
文 ,证 明了 ,只 有 由 互 不 相连 的 颗粒 组 成 , 才 是 唯一 稳定 的 结构 . 对 于 这 箱 论 文 , 当 时 的 皇家 天 文 
学 家 蔷 里 于 士 (Sir George Airy) 称 赞 其 对 数学 的 应 用 是 他 所 见 过 的 最 引 人 注 目的 . 他 的 论文 得 
了 奖 而 且 由 此 确定 了 他 作为 领先 的 数学 物理 学 家 的 地 位 . 

他 对 土星 的 研究 引发 了 他 对 气体 运动 论 的 兴趣 . 麦克 斯 书 在 这 个 领域 中 的 先驱 者 是 克 劳 修 
斯 CRudolf Clausius) , 伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 和 焦耳 (James Joule) 等 人 . 他 们 已 经 用 气体 是 由 
快速 运动 的 粒子 组 成 这 个 假设 ,成 功 此 解释 了 气体 的 许多 性 质 ,如 压力 ;温度 ,密度 等 等 ,但 是 他 
们 为 了 简化 数学 的 分 析 , 都 假设 气体 的 所 有 粒子 都 以 相同 的 速率 运动 . 麦克 斯 书 看 出 了 这 是 一 
个 全 然 不 合理 的 假设 ,因为 分 子 的 碰 挤 将 使 它们 的 速度 不 同 . 如 果 想 在 “严格 的 力学 原理 ”之 上 
来 发 展 关于 气体 的 科学 ,他 说 ,就 必须 在 表述 粒子 运动 规律 时 ,把 这 一 点 也 考虑 进去 . 


麦 死 斯 韦 的 气体 定律 


”“ 麦 允 斯 书 进而 从 数学 上 考 鹿 磁 醒 粒子 的 总 体 的 性 态 , 而 把 粒子 看 作 “ 小 的 .坚硬 的 ,完全 弹性 小 
球 ,而 只 在 碰撞 时 相互 作用 ” 由 于 有 许 许 多 多 分 子 而 不 可 能 逐个 考虑 ,他 引进 了 统计 方法 去 处 理 它 
们 , 他 假设 气体 的 分 子 速率 的 分 布 服从 著名 的 钟 形 频率 曲线 . 这 曲线 可 应 用 于 许多 现象 ,从 车 子弹 
着 点 的 分 布 到 人 们 按 身高 来 分 组 . 这 样 ;尽管 个 别 分 子 的 速度 很 难 描述 ,一 群 分 子 的 速度 却 不 是 这 样 . 
麦 吏 斯 书 在 得 到 了 组 成 气体 的 分 子 的 速率 之 数学 描述 后 ,就 能 写 出 气压 的 精确 公式 . 说 来 也 怪 , 这 个 
会 式 和 假设 所 有 分 子 速率 均 相 同时 得 出 的 公式 完全 一 样 . 但 是 这 个 正确 的 结论 最 终 是 由 正确 的 推理 
得 到 的 , 此 外 ,麦克 斯 韦 的 数学 方法 之 普遍 性 和 优美 使 它 被 推广 到 物理 举 的 几乎 所 有 分 支 中 
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麦克 斯 韦 进 而 考 虚 为 了 准确 表述 气体 定律 所 必须 考虑 的 另 一 个 因素 : 即 分 子 在 两 次 碰撞 之 
闻 的 平均 的 行走 折 离 一 一 即 平均 自由 行程 . 他 的 推理 是 ,一 种 气体 的 分 子 之 平均 自由 行程 可 以 
用 该 气体 的 粘性 来 度量 , 假设 气体 是 由 一 群 群 彼此 不 同 速 度 的 分 子 组 成 ,这 些 群 体 彼此 擦 身 而 
过 ,因此 产生 了 摩擦 , 这 就 解释 了 气体 的 粘性 . 分 子 的 平均 自由 行程 和 粘性 的 关系 如 下 , 设 有 分 
子 所 成 的 两 层 彼此 滑动 而 过 . 如 果 一 个 分 子 由 一 层 进入 另 一 层 只 行走 了 很 短 距 离 就 与 男 一 分 子 
碰 挤 ,这 两 个 粒子 不 会 交换 太 多 的 动量 ,六 为 在 两 层 之 间 的 边界 附近 ,速度 之 差 不 会 很 大 . 但 车 
分 子 深入 到 男 一 层 之 内 才 有 碰撞 ,速度 差 就 会 大 一 些 , 因 此 碰撞 粒子 交换 的 动量 也 更 多 . 这 就 相 
当 于 说 ,在 粘性 更 高 的 气体 中 ,分 子 必 有 较 长 的 平均 自由 行程 . 麦克 斯 韦 进一步 还 导出 了 一 个 似 
非 实 是 的 事实 , 即 粘性 与 气体 密度 无 关 ; 因 为 在 更 密 的 气体 中 碰 挤 的 概率 必 更 大 这 个 事实 被 另 
一 个 事实 抵 销 了 ; 即 在 这 种 气体 中 分 子 进入 另 一 层 中 不 远 就 会 发 生 碰 挤 , 平衡 起 来 ,每 种 时 间 通 
过 单位 面积 传递 的 动量 仍 是 一 样 的 而 与 密度 无 关 . 

麦克 斯 韦 这 样 构 造 了 气体 的 数学 模型 :气体 是 许 许多 多 “各 自 带 有 自己 的 动量 与 能 量 ” 的 申 
四 接 接 的 粒子 . 行走 一 段 距 离 ,然后 碰撞 ,改变 了 速度 再 继续 行走 ,如 此 以 往 , 他 的 这 一 图 像 使 得 
能 用 精确 定量 的 语言 考 虚 气 体 的 种 种 性质 一 一 精 性 ,扩散 ,热传导 , 总 的 说 来 这 是 第 一 流 的 科学 
成 就. 后 来 这 个 模型 受到 了 种 种 批评 . 例如 ,指出 分 子 并 不 是 像 台球 那样 坚硬 的 完全 弹性 体 , 这 
们 的 相互 作用 也 不 仅 限 于 在 碰撞 的 时 刻 才 有 . 然而 ,尽管 模型 有 不 足 之 处 ,推理 也 有 毛病 ,但 是 
它 的 结果 ,正如 琴 斯 图 十 (Sir James Jeans) 说 的 ,“ 本 应 当 是 完全 上 毫 匹 希望 地 错 了 ”, 却 是 精确 地 
正确 的 .麦克斯韦 关于 气体 性 态 的 定律 直到 今天 还 在 使 用 . 

与 地 利 * 物理 学 家 波 尔 蔬 曼 (Ludwig Boltzmann) 立刻 看 出 了 这 些 发 现 的 意 六 ,并 着 手 来 改进 种 
推 | 麦克 斯 韦 的 证 明 . 他 证 明了 麦克 斯 韦 的 速度 分 布 是 气体 唯一 可 能 的 平衡 态 . 他 们 二 人 都 认识 到 ， 
平衡 态 就 是 最 大 炳 的 热力 学 条 件 一 - -最 大 录 即 最 无 序 的 状态 ,能 转化 为 有 用 功 的 能 量 最 少 的 状 赤 

冬 的 概念 引导 麦克 斯 韦 作出 了 现代 科学 最 有 名 的 形象 之 一 ,就 是 那个 会 分 检 的 精灵 ，, 因为 人 
不 够 腊 明 , 炉 的 增加 就 成 了 人 的 命运 ,但 是 一 个 精灵 会 更 有 天 赋 , 能 够 把 气体 中 动 得 慢 的 和 刁 的 
粒子 分 检 开 ,这 样 变 无 序 为 有 序 , 变 无 用 能 为 有 用 能 . 麦克 斯 韦 设想 有 一 个 小 精灵 “人 负责 一 扇 无 
大 扩 的 滑 门 ,这 门 开 在 一 个 充满 气体 的 容器 的 隔 墙 上 . 如 果 一 个 快运 动 分 子 自 左 向 右 而 来 ,精灵 
就 会 开门 ; 慢 运 动 分 子 过 来 ,精灵 就 把 门 关上 . 于 是 快运 动 分 子 聚 集 在 右 方 室 内 , 慢 分 子 则 在 大 
边 , 第 一 室内 的 气体 变 热 , 第 二 室 的 则 变 冷 . "小 精灵 这 样 就 阻挠 了 热力 学 第 二 定律 有 人 提出 ， 


国 译注 ;原文 误 为 德国 . 
** 译注 :这 就 是 著名 的 “ 才 克 斯 韦 纸 ” 
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有 生命 的 机 体能 做 到 类 似 的 过 程 ;按照 其 定 读 (Erwin Schr6dinger) 的 说 法 ,它们 通过 吃 的 食物 
和 吸 的 空气 ,从 环境 中 哎 吸 仙 焰 .: 

麦克 斯 韦 独立 地 工作 ,友好 地 竞争 ,一 开始 在 用 统计 力学 解释 气体 性 态 土 取得 了 可 观 的 进 
展 . 然而 ,一 段 时 间 以 后 就 产生 了 难以 克服 的 困难 . 例如 ,他 们 写 不 出 某 些 气体 比 热 { 即 使 一 定量 
气体 温度 升 融 一 定量 所 需 的 热量 ) 的 准确 的 理论 公式 . 要 解释 他 们 发 现 的 理论 与 实际 的 矛盾 ,有 
符 于 量子 理论 的 发 展 , 它 表明 分 子 的 旋转 和 振动 只 能 取 一 定 值 .但 是 ,如 果 没 有 这 些 自然 哲学 家 
用 统计 方法 研究 气 悼 的 光辉 的 工作 ,不 论 是 量子 理论 ,相对论 还 是 构成 20 世纪 物理 学 革命 的 其 
他 的 思维 方式 ,都 是 不 可 能 的 . 


婚姻 


1858 年 2 月 麦克 斯 韦 写 信 给 他 的 姑母 凯 小 姐 :* 这 封 信 是 报告 我 将 要 娶 妻 了 . ”他 又 说 ,“ 别 
害怕 ,她 不 是 以 数学 为 生 . 但 还 有 一 点 要 说 ， 
肯定 也 放 不 下 数学 ”. 新 娘 是 杜 尔 小 姐 
(Katherine Mary Dewar) ,马里 沙 尔 学 院 院 
长 的 女儿 , 他们 的 结合 十 分 亲密 ;他 们 为 共 
同 售 一 奶 事 而 感到 幸福 一 一 骑马 ,为 对 方 朗 
读 ,旅行 ,甚至 在 实验 中 也 给 她 找到 有 用 的 
事 来 懒 , 他 们 没有 子女 ,但 这 件 事 更 使 他 们 
相互 依恋 忠诚 不 渝 . 
1860 夏 , 麦 克 斯 书 转 到 伦敦 任国 于 学 
院 自然 哲学 教授 . 他 在 伦敦 住 了 五 年 . 住 在 
伦敦 使 他 包 少 有 机 会 可 以 见 到 法 拉 第 ,过 去 
他 一 直 只 与 法 拉 第 有 书信 往返 ,还 可 以 结识 
别 的 科学 家 . 他 不 是 离 群 索 居 的 人 . “工作 是 
好 的 ,读书 也 是 好 的 ,但 是 朋友 更 好 ”, 他 这 豆 克 斯 韦 的 电磁 场 模型 的 形象 是 在 空间 中 旋转 
样 写 信 给 他 的 朋友 李 奇 非 尔 德 (Litchfeld)。 ”的 "分 子 旋涡 "图 中 的 分 子 旋 涡 都 是 篇 细 的 柱 体 从 一 
尽管 在 国王 学 院 有 社会 活动 分 心 ,教学 任务 ” 端 看 去 的 割 面 . (麦克 斯 韦 给 这 些 柱 体 以 六 边 形 断面 号 
又 重 , 在 伦敦 的 五 年 是 才 克 斯 韦 一 生 中 最 多 为 了 简化 其 几何 形状 .) 旋 涡 之 间 有 小 "滚珠 "如果 一 列 
产 的 时 期 . 他 还 继续 做 关于 气体 的 猎 究 . 他 ”小 滚珠 由 A 运动 到 日 ,就 使 相 邻 的 旋涡 按 反 向 旋转 
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在 肯 星 顿 (Kensington) 寅 所 的 大 阁楼 上 测量 气体 的 粘性 ,得 到 了 理论 工作 的 实际 验证 , (为 了 保 
持 必 要 的 渔 度 , 在 炎热 的 盛夏 房 里 还 要 点 火 , 还 要 让 永吉 一 直 沸 腾 着 保持 有 水 燕 汽 流 人 室内 .不 
克 斯 书 夫 人 权 充 锅炉 工 ), 但 他 主要 研究 电 的 理论 . 过 去 他 曾 做 过 这 项 研究 ,现在 又 回 到 这 个 问 
题 上 来 了 . 


电 的 模型 


法 拉 第 的 实验 是 一 个 世纪 的 研究 的 高 峰 ( 研 究 者 有 库伦 (Coulomb) , 奥 斯 特 (Qersted) ,安培 
(‘Ampere) 等 人 ). 这 些 研 究 确定 了 关于 电 的 性 态 及 其 与 磁 的 关系 的 许多 事实 . 他 们 证 明了 ,电荷 
按照 一 个 己 引 力 相似 的 定律 而 彼此 吸引 或 排斥 (与 电荷 之 积 成 正比 而 与 商 个 电荷 之 距离 的 平方 
成 反 比 ) ;电流 产生 磁场 ,而 运动 的 磁 针 产生 电流 :一 个 线圈 中 的 电流 会 在 为 一 个 线圈 中 感 生 出 
为 一 个 电流 . . 

最 吸引 麦克 斯 韦 的 是 力求 解释 这 些 现象 . 什么 是 场 ? 电 和 磁 怎 样 穿 过 空间 以 施加 其 影响 ， 
法 拉 第 提出 过 一 个 新 概念 来 回答 这 个 问题 , 而 正 是 他 的 思想 激发 了 麦克 斯 韦 的 兴趣 . 

大 才 数 理论 家 都 追寻 电 与 引力 的 相似 ,并 力求 用 " 超 距 作用 ”来 解释 种 种 现象 . 他 们 想像 ,位 
于 空间 一 点 处 的 电荷 (质量 ) 可 以 神秘 地 影响 男 一 处 的 电荷 (质量 ), 而 两 个 电荷 (质量 ) 之 间 没 有 
任何 种 类 的 联结 . 法 拉 第 提出 把 电解 释 为 一 种 力学 系统 . 他 断定 电 和 磁 的 作用 的 媒介 是 穿 过 空 


一 ->> 间 的 力 线 - 这 不 是 设想 的 线 ,而 是 真正 的 物理 实 


体 , 具 有 张力 .吸引 ,排斥 ,运动 等 等 性 质 . 
Tv 麦克 斯 韦 令 人 钦佩 地 概括 了 两 种 观点 的 对 立 ， 
“法 拉 第 用 他 心智 的 眼睛 看 见 了 穿 过 整个 空间 的 力 
线 , 而 数学 家 们 奢 见 的 则 是 力 欧 中 心 超 距 的 吸引 ;法 
拉 第 看 见 了 媒介 物 ,数学 家 除 距离 以 外 什么 也 没有 看 
见 ; 法 拉 第 着 眼 于 真实 作用 的 现象 之 舞台 即 媒介 物 ， 
数学 家 们 则 满足 于 把 超 距 作用 强加 于 电流 体 上 ”. 
麦克 斯 韦 相 信和 法 拉 第 的 概念 并 着 手 发 展 它 . 他 
在 第 一 篇 论文 “ 论 法 拉 第 的 力 线 " 中 试图 设想 一 个 能 
体现 法 拉 第 的 力 线 的 物理 模型 ,把 力 线 的 性 态 化 为 
公式 和 数 . 他 并 没有 说 这 个 模型 代表 了 事物 的 站 实 
情况 ,但 是 他 感到 “重要 的 是 掌握 一 个 清晰 的 物理 概 


一 一 一 一 一 一 一 > 

| > 

| > 

/> 

-一 一 一 一 一 一 一 >> 
本 图 表示 麦克 斯 记 方 程 中 的 旋 度 . 


箭头 是 运动 的 磁场 . 贺 则 是 “ 旋 着 " 绕 过 
磁力 线 的 电场 
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念 ,而 不 再 束缚 于 一 种 基于 已 有 的 物理 科学 的 理论 ,并 旦 由 此 理论 得 出 概念 ”. 这 一 种 方法 能 保 
护 研 究 者 不 被 引入 抽象 化 的 死胡同 ,也 不 致 * 被 一 个 自己 偏好 的 假设 带 离 了 真理 ” 

麦克 斯 韦 提出 了 一 个 流体 力学 模型 ,其 中 法 拉 第 的 力 线 组 成 “ 流 管 "之 形 , 其 中 有 水 那样 的 
不 可 压缩 滚 体 . 在 管 中 运 动 的 液体 就 表示 运动 中 的 电 , 管 的 形状 和 直径 会 给 出 关于 诸如 流 的 强 
度 和 方向 的 信息 . 液体 的 器 姜 等 价 于 电力 ;液体 的 压力 差 类 似 于 电压 或 电位 差 ; 压 力 遂 过 弹性 的 
管 壁 申 一 个 管 向 另 一 个 管 的 传播 给 出 了 电感 的 类 似 物 , 麦克 斯 韦 把 已 经 确立 了 的 流体 力学 方程 
应 用 到 这 个 系统 上 ,就 能 解释 关于 电 的 许多 已 观察 到 的 现象 

这 是 一 篇 出 奇 的 论文 ,法拉第 表示 了 赞赏 . 他 给 麦克 斯 书写 信 说 ;“ 我 一 开始 几乎 被 震惊 了 ， 
我 看 见 对 这 个 主题 用 了 如 此 的 数学 力量 ,然后 奇怪 这 个 主题 竟 能 如 此 完善 地 适合 这 种 数学 力 
量 ” 然而 别 的 研究 电 的 学 者 则 觉得 主题 并 不 能 那么 好 地 适合 这 种 数学 . 电 已 经 够 神秘 了 ,何况 
还 要 加 上 什么 管子 ,什么 不 可 压缩 流体 . 但 是 麦克 斯 韦 对 于 被 人 看 成 怪 入 早 书 安之 车 素 了 ,他 继 
续 进 行 推广 法 拉 第 的 思想 的 工作 . 


柱 与 球 


变 克 斯 书 在 伦敦 回 到 电 的 问题 后 的 第 二 篇 伟大 论文 “ 论 物理 的 为 线 ” 发 表 了 . 他 现在 构造 了 
一 个 更 精巧 的 模型 ,不 仅 能 解释 静电 效应 ,还 能 解释 磁 引 力 和 电磁 感应 . 在 这 个 新 模型 中 ,在 空 
间 中 旋转 的 “分子 旋 油 "是 产生 磁场 的 要 素 , 一 个 分 子 旋涡 可 以 想 成 是 一 个 绕 磁 力 线 旋 转 的 细 柱 
形 , 旋转 的 速度 依赖 于 磁力 的 强度 . 有 两 个 力学 效应 与 柱 形 有 关 ; 一 是 力 线 方 向 的 张力 ,一 是 由 
旋转 的 柱 形 之 离心 力 产生 的 侧 压 力 . 这 些 效应 合 起 来 就 可 以 力学 地 表现 磁 现象 ; 磁 是 一 种 既 沿 
轴 向 也 由 轴 向 外 作用 的 力 . : 

麦克 斯 书 进而 说 明 这 个 奇怪 的 安排 怎么 能 说 明 电 流产 生 磁 场 以 及 变动 的 场 产生 电流 . 他 先 候 
说 均匀 的 磁场 是 空间 的 一 部 分 ,其 中 填 满 了 “ 绕 几 乎 平行 的 轴 > 以 相同 速度 和 顺 时 针 或 递 时 针 * 方 
问 旋转 的 柱 形 , 但 是 他 马上 就 遇 到 了 一 个 困难 . 这 些 柱 都 是 互相 接触 的 ,怎么 能 同 按 道 时 针 方 向 
或 顺 时 针 方向 旋 呢 ? 人 人 都 知道 ,一 个 旋转 的 轮子 或 柱 都 会 使 相 邻 的 轮子 或 柱 按 相 反方 向 旋 
转 . 麦克 思 韦 罕 然 得 到 一 个 奇妙 的 想法 . 他 假设 有 ~- 排 小 球 位 于 柱 形 之 间 好 像 一 层 球 轴承 一样 ， 
它们 起 齿轮 的 作用 (麦克 轧 韦 称 为 “ 懒 滚珠 ”). 这 样 一 来 ,所 有 的 柱 形 都 可 以 按司 一 方向 转动 了 . 

现在 ;麦克斯韦 的 天 才 得 到 公正 的 回报 了 ,他 发 现 这 些小 球 还 可 以 起 一 个 更 有 价 什 的 作用 . 


* 译注 :为 清楚 起 见 , 译 者 加 钙 了 “ 顺 时 针 "“ 首 时针? 这 字样 ， 如 有 不 当 应 由 译 者 负责 . 


110 1 ,传记 


二 站 寺 十 计 


电磁 波 在 麦克 斯 韦 是 看 成 一 种 运动 着 的 扰动 , 它 倾 向 于 报 
正 电 荷 !+ 号 ) 与 负电 荷 [， 吕 ) 分 开 . 上 玛 中 磁力 线 ( 箭 头 } 与 抗 
动 传 播 方向 垂 真 .下 图 函 出 了 电磁波 的 两 个 成 分 . 深 色 的 是 电 


把 它们 想像 为 电 的 粒子 ,然后 用 纯粹 力学 推理 可 以 证 明 ,小 款 作 为 这 部 机 器 的 部 件 ,它们 的 运动 
能 说 明 许多 关于 电 的 现象 ， 


考 碟 一 些 例子 ,不 变 磁 场 中 所 有 柱 形 都 以 岗 样 速率 旋转 , 小 球 也 会 旋转 但 是 位 置 不 变 ; 没 有 
粒子 的 运动 所 以 没有 电流 . 现在 设 磁力 有 变化 ”. 这 意味 着 柱 的 转速 有 变化 . 当 一 个 柱 被 加 速 时 ， 


* 译注 ;第 107 页 图 上 最 下 一 排 三 个 柱 形 和 倒数 第 二 排 有 两 个 柱 形 旋转 方向 号 其 他 柱 形 不 协调 . 
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它 就 会 把 速度 的 变化 传 给 相 邻 的 柱 . 但 因 现在 一 个 柱 的 速度 与 相 邻 柱 的 速度 稍 有 不 同 ,它们 中 
间 的 小 球 就 会 受到 一 种 剪 切 作用 而 被 拉 离 原来 的 位 置 . 粒子 的 这 种 平移 就 是 电流 ， 

现在 要 注意 ,这 个 模型 怎样 自己 活 起 来 了 . 设计 它 本 来 是 为 了 说 明 变 化 的 磁场 如 何 产生 电 
流 , 它 现在 回 过 藉 来 向 麦克 斯 韦 建 议 了 一 种 电力 的 变化 可 以 产生 磁力 的 机 制 . 设 球 和 柱 都 是 静 
止 的 .有 力作 用 于 表示 电 的 小 球 ,使 它们 运动 , 则 与 它们 接触 的 表示 磁 的 柱 也 就 开始 旋转 ,从 而 
产生 磁力 , 此 外 ,这 个 模型 到 细节 都 是 对 的 . 举 一 个 例 . 检查 一 下 麦克 斯 韦 的 模型 ,就 会 看 见 柱 将 
在 垂直 于 球 运动 的 方向 上 旋转 ,这 样 符合 于 所 观察 到 的 磁场 的 作用 力 垂直 于 电流 这 个 事实 ! 

“我 并 不 是 把 它 提 出 来 , ”麦克斯韦 关于 他 自己 的 系统 这 样 写 道 :" 作 为 存在 于 大 自然 中 的 联 
系 的 模式 …… 然 而 , 它 是 一 种 在 力学 上 可 以 想像 而 且 便于 研究 的 联系 的 模式 , 它 可 以 用 于 把 已 
知 的 电磁 现象 的 真实 的 力学 联系 找 出 来 ”. 除了 其 他 的 "力学 联系 ”外 ,麦克 斯 韦 能 证 明 两 条 平行 
的 ,其 上 各 有 相反 方向 电流 的 导线 之 间 必 有 电 斥 力 (在 此 模型 中 ,这 个 效应 归 之 于 旋转 的 柱 对 于 
电 粒 子 的 离心 压力 ), 还 能 证 明 电 流 的 感应 (这 是 旋转 速度 由 一 个 柱 传递 到 另 一 个 柱 和 的 结果 ). 

有 了 模型 麦克 斯 韦 的 事 还 没有 完 . 它 还 没有 通过 最 高 的 检验 ; 即 给 电磁 波 的 起 源 以 力学 的 
解释 , 为 使 在 这 类 事情 上 我 们 能 有 上 路 可 循 ,我 们 必须 简短 地 考查 一 下 电容 器 和 绝 绿 体 的 问题 . 

法 拉 第 在 他 的 实验 中 碰 上 了 一 件 奇怪 的 事情 . 用 在 电容 器 中 的 绝缘 材料 的 类 型 对 电容 器 容 
纳 或 保持 电荷 的 能 力 有 相当 影响 . 如 果 所 有 绝缘 体 对 电流 都 有 相同 的 不 可 穿 透 性 ,这 就 很 难 理 
解 了 .麦克斯韦 借助 于 他 的 模型 提出 了 一 个 大 胆 的 假想 . 在 绝缘 材料 中 , 电 的 小 粒子 不 知 为 什么 
不 能 由 一 个 柱 形 自由 地 向 另 一 个 柱 形 运 动 ;所 以 不 会 有 电流 . 然而 ,在 绝缘 体 中 确 有 * 局 部 申 现 
象 产生 ,这 又 是 已 知 的 . 麦克 斯 市 提出 这 些 现象 是 一 种 特别 的 电流 . 当 电 力作 用 在 绝缘 体 上 时 ， 
电 的 粒子 受到 "位移" 但 是 没有 被 拉 松 ;换言之 ,它们 的 行为 就 像 是 大 风暴 时 错 泊 了 的 船 一 样 . 它 
们 只 能 移动 一 个 有 限 的 距离 ,直到 推动 它们 的 力 被 弹性 柱 的 阻力 平衡 为 止 . 日 推动 力 停止 作 
用 , 电 粒 于 马上 就 冲 回 原来 位 置 . 粒子 反 冲 过 度 , 就 会 在 其 固定 位 置 处 振动 . 这 个 振动 将 成 为 一 
个 波 在 绝缘 体 中 传播 , 这 样 在 很 短 的 瞬间 会 出 现 位 移 电 流 , 波 就 是 电流 . 如 果 作 用 到 绝缘 体 上 的 
电力 不 断 变 化 ,就 会 产生 不 断 变化 的 位 移 电 流 :换言之 ,将 连续 地 有 电流 . 

麦克 斯 韦 由 此 得 出 划时代 的 结论 . 就 是 关于 位 移 波 或 位 移 电 流 的 速度 与 光速 的 关系 . 关于 
它 的 出 发 点 ,我 们 要 回 到 德国 的 物理 学 家 威 们 (Wilhelm Weber) 与 柯 尔 劳 什 (Friedrich Kohl- 
rauach) 关 于 静电 力 与 动 电力 关系 的 旱 年 的 工作 ， 电荷 的 静电 单位 定义 为 两 个 同样 单位 电荷 相距 
单位 距离 时 的 斥 力 , 动 电 单位 则 定义 为 其 个 载 有 电流 的 一 定 长 导线 之 闻 的 斤 力 , 电 流 则 由 “单位 
时 间 内 通过 一 定点 的 电荷 量 来 确定 . “为 了 比较 静止 电荷 与 运动 电荷 的 斥 力 ,因为 二 者 单位 不 同 
敬 必 须 引入 一 个 比例 因子 ， 这 个 因子 应 是 速度 ,因为 导线 的 长 度 是 固定 的 ,而 在 一 固定 时 间 内 请 
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过 定点 的 电量 义 是 可 以 测量 的 ,研究 者 必须 考虑 的 就 是 长 度 除 以 时 间 , 即 速度 , 威 们 和 柯 尔 劳 什 
发 现 , 电 扰 动 在 完全 导电 的 导线 上 的 传播 速度 接近 3x10” 厘 米 / 秘 , 这 是 令 人 震惊 的 巧合 ,因为 
这 个 数字 与 不 多 年 前 才 测 定 出 来 的 光束 差不多 相同 ， 

麦克 斯 书 洛 这 个 巧合 追寻 下 去 .他 先 亲 上 月 验证 了 威 人 一 柯 尔 劳 什 的 结果 :他 用 一 个 灵巧 的 
扭 释 来 比较 两 个 静电 荷 间 的 斥 力 与 两 根 有 电流 通过 的 导线 间 的 斥 力 ,同时 又 计算 了 电介质 ( 即 
非 导 体 ) 中 位 移 电 流 的 速度 ,所 得 的 值 吻合 得 很 好 . 换 句 话说 ,导线 中 的 电流 ,电介质 中 的 位 移 电 
流 , 与 真空 ( 它 当 然 也 是 介 电 的 ) 中 的 光 , 都 以 相同 速度 行走 . 有 这 个 证 据 在 手 ,麦克 斯 韦 毫 不 述 
疑 地 断定 , 电 扰 动 和 光 这 两 种 现象 是 同一 的 . “我们 很 难 避 免 作 出 - -个 推论 ,* 他 说 * 即 光 就 是 同 
一 种 介质 中 的 横 振 动 , 这 就 是 电磁 现象 的 根源 .” 


麦 兄 斯 韦 方 程 


麦克 斯 书 现在 必须 要 超过 自己 的 模型 了 ,在 发 表 于 1864 的 论文 “电磁 场 的 动力 学 理论 ”中 ， 
他 展示 了 他 的 系统 的 结构 ,正如 惠 塔 克 珊 士 (Sir Edmund Whittaker}) 说 的 :“ 他 拆 掉 了 建造 这 个 
结构 时 用 的 脚手架 ” 小 球 和 柱 形 都 不 见 了 , 代 之 而 来 的 是 场 和 以 太 , 后 者 是 一 种 特殊 的 “运动 中 
的 物质 ,我 们 所 观察 到 的 电磁 现象 由 此 产生 . "构成 以 太 的 物质 有 很 了 不 起 的 性 质 , 它 非常 细 , 能 
罕 租 一切 物体 ; 它 作为 一 种 弹性 介质 充满 了 空间 ,“ 它 是 光 和 热 的 振动 的 载体 .” 

以 太 尽 管 对 它 已 作 了 许多 改进 并 且 十 分 微妙 ,仍然 和 柱 形 及 小 球 一 样 只 是 一 种 力学 的 装 
置 .化 能 动 , 它 能 传递 运动 , 它 能 经 受 弹性 形变 , 它 能 贮藏 位 能 (机 械 能 ) ,并 在 形变 压力 解除 时 把 
能 量 又 释放 出 来 . 作为 一 种 机 制 ,麦克 斯 韦 说 ,“ 它 必须 服从 动力 学 的 一 般 定律 , 商 且 只 要 我 们 知 
道 其 各 部 分 的 运动 之 间 的 关系 ,就 应 该 得 出 其 运动 的 全 部 后 果 ， “他 在 从 事 这 个 工作 时 ,制定 了 
关于 电磁 场 的 著名 的 麦克 斯 书 方程 . 其 最 完善 的 形式 见于 他 所 著 《 电 磁 通 论 》* ,这 是 他 一 十 年 思 
考 与 实验 的 成 果 . 

友 克 斯 韦 的 方程 基于 四 个 原理 : (1) 作 用 在 导体 上 的 电力 产生 一 个 正比 半 此 力 的 电流 ， 
(2) 作 用 于 电介质 上 的 电力 产生 正比 于 此 力 的 位 移 电 流 ;(3) 电 流产 生 垂直 于 流 线 而 正比 于 其 强 
度 的 磁场 ;(4) 变 化 的 磁场 产生 正比 于 场 强度 的 电力 . 第 三 和 第 四 个 原理 有 令 人 瞩目 的 对 称 性 . 
第 三 个 就 是 法 拉 第 的 电磁 感应 定律 , 它 指出 ,“ 穿 过 一 个 线圈 的 磁力 线 的 数目 之 变化 率 等 于 令 单 
位 电荷 在 此 线圈 上 行走 一 周 所 需 作 的 功 . " 麦 匈 斯 韦 与 之 相 补 的 定理 , 即 第 四 个 定律 则 说 ;“ 通 过 


* 译注 ;有 中 译本 ,电磁 通论 》 上 ,下 . 武汉 出 版 社 ,1994 年 . 
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一 个 线圈 的 电力 线 数目 之 变化 率 等 于 令 一 单位 磁极 绕 此 线圈 一 周 所 需 作 的 功 . ” 

在 这 个 基础 上 可 以 建立 起 两 组 互相 对 称 的 方程 . 一 组 表示 电场 与 磁场 的 连续 本 性 ;第 二 组 
指出 一 个 场 的 变化 如 何 产生 另 一 个 场 的 变化 . 

场 的 概念 是 怎样 进入 这 个 理论 的 呢 ? 我 们 已 经 看 见 麦 克 斯 书 怎样 从 他 的 模型 剥 去 了 小 球 
与 柱 形 而 化 成 了 以 太 介质 . 现在 他 又 从 介质 身上 剥 去 了 几乎 一 切 属 性 ,余下 的 只 有 形式 了 . 现 
在 , 它 的 性 质 全 是 纯 几 何 的 了 , 笑容 还 在 , 猫 却 走 了 ,* 这 是 数学 抽象 的 完美 的 例子 

以 太 是 这 样 一 种 东西 ;你 刺 一 刺 , 它 就 颤 一 颤 ,自己 却 什 么 别 的 动作 也 不 做 . 电磁场 中 有 两 
类 能 量 : 静 电能 即位 能 和 动 电能 即 动 能 . 以 太 贮存 能 量 好 像 一 个 万 有 的 电容 器 , 它 是 弹性 的 , 贮 
存 了 能 量 就 会 变形 . 因为 以 太 充 塞 全 部 空间 ,所 以 既 穿 透 导 体 ,也 穿 透 电介质 。 不 论处 理 传导 电 
流 还 是 位 移 电 流 ,对 它 都 是 一 样 ,总 之 以 太 就 会 运动 . 这 个 运动 就 会 按 力学 方式 从 介质 一 部 分 传 
到 另 一 部 分 ,我们 就 会 感受 到 热 . 光 ,机 械 力 (例如 导线 之 间 的 斥 力 } 和 其 他 电磁 现象 . 应 该 注意 ， 
统帅 这 一 切 现 象 的 原理 就 是 最 小 作用 原理 . 这 是 大 自然 的 包罗 一 切 的 节俭 性 的 伟大 原理 ;一 个 
系统 中 的 每 一 个 作用 都 是 消耗 最 少 的 能 量 来 完成 的 . 电 现象 应 该 满足 这 个 原理 ,这 对 麦克 斯 书 
有 第 一 等 重要 性 ,否则 他 对 这 些 现象 的 力学 解释 就 会 是 不 可 能 的 ， 
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上 述 各 点 在 胸 ,我 们 就 可 以 来 考查 描述 无 电荷 ,无 电流 的 这 一 部 分 空 的 空间 中 电磁 场 性 态 
的 麦克 斯 韦 方程 了 . 没有 导体 与 自由 电荷 ; 场 的 源 在 空间 的 另 一 部 分 中 . 

第 一 个 方程 是 

divE= 0, 

E 是 电场 强度 , 它 依 时 间 地 点 变化 . div 是 散 度 的 记号 . 它 是 一 种 表示 变化 率 的 数学 运算 . 这 方程 
说 ， 进入 空间 任意 小 一 块 的 电力 线 数目 ( 即 场 强 ) 必 有 需 等 于 离开 它 的 电力 线 数目 . 即 电力 线 数 目 
的 变化 率 为 0. 电力 线 既 不 能 创造 ,也 不 能 消灭 . 

第 二 个 方程 是 

divH=0. 

它 对 磁场 昌 作 出 了 如 第 一 个 方程 对 电场 作出 的 同样 论断 . 


* 译注: 在 这 时 3 用 了 《 阿 机 思 洒 游 厅 境 记 ) 中 一 自 有 名 的 故事 ; “四 朋 思 看 见 猫 在 树枝 上 对 她 笑 ， 
后 来 , 猫 慢 悍 地 隐 去 了 ; 焕 枝 上 只 留 下 猫 和 的 笑容 . 
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第 三 全 方程 是 
1a8 
c at 
。 H 
这 是 麦克 斯 书 对 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 描述 : 它 描述 了 变化 的 磁场 会 发 生 什么 . 2 只 不 过 是 表 


示 磁场 的 时 间 变 化 率 . 变化 的 磁场 会 产生 一 个 电场 ,这 一 点 表现 在 方程 左 方 ,其 中 的 "curl” 是 一 
种 处 理 旋 转 的 数学 运算 . 这 个 方程 不 止 是 一 个 数学 分 析 的 式 子 ; 它 确实 给 出 事件 的 图 景 . 一 个 简 
单 的 图 就 能 帮助 把 它 弄 清 ( 见 108 页 插图 ) 设 在 空间 的 一 个 区 域 中 有 均匀 的 磁场 . 用 一 束 平行 线 
表示 此 场 的 强度 与 方向 . 如 果 这 个 磁场 发 生 了 变化 (或 因 运动 或 因 强度 的 增 减 ), 就 会 产生 一 个 
电场 , 它 作用 于 围绕 这 些 伐 力 线 的 圆 上 . 车 此 电场 驱动 一 个 单位 电荷 绕 圆圈 一 周 , 它 就 会 作 功 ， 
称 为 绕 此 圆 的 净 电 动 势 .如果 这 个 加 是 由 导线 做 的 ,变动 的 磁力 线 当然 会 诱导 出 电流 ;但 是 即 令 
没有 导线 ,仍然 会 诱导 出 一 个 力 . 用 加 所 围 成 区 域 的 面积 去 除 这 个 力 , 就 得 出 (单位 面积 的 ) 净 电 
动 势 , 它 绕 着 这 个 图 * 旋 ”. 现在 想像 这 个 贺 越 缩 越 小 最 后 缩 成 一 点 P. 在 极限 过 程 中 将 得 到 单位 
面积 的 净 电 动 势 的 极限 值 : 称 为 电场 己 的 旋 度 ,这 就 是 P 点 处 的 curlE. 所 以 ,这 个 方程 就 是 说 ， 


在 点 的 单位 面积 净 电动 旁 的 极限 值 ,等 于 在 点 的 日 的 变 率 , 除 以 一 个 得 小 的 负 分 数 一 革 .。 


代表 电荷 的 静电 单位 和 电磁 单位 的 比值 . 之 所 以 需要 它 , 是 为 了 把 EE( 这 是 静 电 现 象 ) 和 HI( 这 是 
动 电 现象 ) 化 到 相同 的 单位 系统 . 这 个 方程 解释 了 何以 麦克 斯 韦 能 把 电 和 磁 现 象 与 光速 联系 起 
来 ,因为 < 事实 上 就 是 光速 . 

最 后 一 个 方程 是 


cur] 卫 一 一 


_ 19E 
curlH = ca 


它 说 ,除了 相差 一 个 符号 以 外 (这 与 声 的 方向 有 关 ) ,E 和 HH 在 第 三 个 方程 中 的 作用 可 以 倒 过 来 . 
在 任意 地 点 和 时 刻 , 由 变化 的 电场 产生 的 单位 面积 的 磁力 ,等 于 电场 的 时 间 变 化 率 乘 以 一 个 小 


分 数 二 , 这 个 时 间 变 率 恰好 是 去 克 斯 书 的 位 移 电流 . 因为 现在 一 切 变化 都 发 生 在 一 种 电介质 中 ， 


这 种 电介质 就 叫做 空 的 空间 ,所 以 ,可 能 有 的 电流 就 只 能 是 位 移 电 流 . 在 麦克 斯 韦 以 前 ,都 认为 
磁场 只 能 由 导线 中 的 电流 产生 . 麦克 斯 韦 用 力学 方法 从 他 的 模型 导出 了 一 个 伟大 发 现 ,又 用 数 
学 方法 用 方程 来 表示 了 它 , 即 随时 间 变 化 的 电场 甚至 在 绝缘 体 或 空 的 空间 中 也 会 产生 磁力 . 
按照 麦克 斯 韦 的 理论 ,在 电介质 中 引入 时 变 的 电力 就 会 产生 具有 光速 的 位 移 波 . 这 个 周期 
的 电位 移 波 必 由 周期 的 磁力 伴随 着 . 波 前 本 身 就 是 与 传播 方向 成 直角 的 电 振 动 , 而 磁力 又 与 电 
位 移 成 直角 . 电位 移 和 磁力 的 振动 合 在 一 起 故 称 为 电磁 波 . 光波 (作为 一 种 位 移 波 ), 正 如 庆 加 莱 


10. 麦克 斯 韦 115 


(Henri Poincarey 后 来 详细 说 明 的 ,就 是 “一 系列 交 变 电流 , 它 在 电介质 中 ,在 空气 中 ,或 在 行星 
际 空间 中 流动 ,而 每 秒 钟 变换 方向 105 一 1 000 000 000 006 000 次 , 这 种 急速 的 变化 的 巨大 感应 
效应 ,在 相 邻 的 电介质 中 产生 其 他 的 电流 ,光波 就 是 这 样 由 一 处 
传 到 另 一 处 . 

光 的 电磁 理论 可 以 用 实验 来 检验 ,而 在 实验 室 的 试验 中 极 
好 地 经 受 了 检验 . 还 可 以 用 其 他 方法 验证 . 如 果 他 的 推理 是 正确 
的 ,不 同 的 扰动 源 就 会 产生 频率 与 光波 不 同 的 电波 . 它们 是 看 不 
见 的 ,但 可 以 用 适当 的 仪器 侦查 出 来 . 麦克 斯 囊 在 世 时 没有 看 到 
这 种 电磁 波 的 发 现 , 但 在 他 去 世 后 十 年 , 赫 世 取得 了 证 明 其 存在 
的 竞争 的 胜利 . 他 用 一 系列 光辉 的 实验 成 功 地 生成 了 无 线 电 波 . 
他 结论 说 ;“ 关 于 光 与 电 之 间 的 [联系 j,…… 在 L 麦 郊 斯 韦 的 j 理 
论 中 有 提示 ,有 猜想 ,甚至 有 预言 . 现在 已 经 确定 . ……… 光波 不 再 
只 限于 波长 很 短 的 以 太 波 ,其 波长 只 有 一 毫米 的 很 小 一 部 分 ; 它 
的 领域 被 推广 到 波长 为 分 米 , 米 ,甚至 千 米 . 而 尽管 有 了 这 样 的 
推广 , 仍 只 是 …… 伟 大 的 电 的 领域 的 小 小 附属 物 . 我 们 看 到 ,后 
者 已 变 成 了 一 个 强大 的 王国 .* 


建设 工程 ' 


麦克 斯 韦 是 在 他 “息影 "于 格 伦 内 尔 时 完成 电位 理论 的 伟大 
工作 的 . 这 只 动用 了 他 一 部 分 能 力 . 这 一 个 时 期 的 “副产品 ”是 ， 
他 窟 了 一 本 关于 热 的 教科 书 , 一 些 关 于 数学 ,色彩 视觉 和 其 他 物 
理 问 题 的 论文 . 他 写 了 大 量 关于 科学 和 社会 的 书信 ,扩大 了 房 色 轮 图 示 于 麦克 斯 韦 " 根 
屋 ,研究 神学 , 写 焉 诗 ,骑马 , 带 着 狗 作 长 长 的 散步 ,看 望 邻 居 , 和 畏 所 觉察 到 的 色彩 的 实验 ,并 
他 们 的 孩子 玩 , 还 时 常 去 剑桥 作 数学 tripos 考试 的 协调 人 和 主 。 论 色 盲 " 这 篇 论文 中 .上 图 就 
武人 是 色 轮 .下 图 是 使 它 转动 的 装 

1871 年 在 剑桥 设立 了 应 用 物理 教 席 . 很 难 想像 ,当时 在 那 。 时: 
里 连 热学 .电磁 学 的 课程 都 没有 开 , 也 没有 实验 室 来 研究 这 些 神奇 的 东西 . 正如 一 位 当代 学 者 网 
致 地 描述 的 ,剑桥 大 学 与 墙 外 的 伟大 科学 运动 失去 了 联系 . ”教授 们 的 一 个 委员 会 起 来 激励 自 
己 ,大 出 了 报告 ， 这 些 可 悲 的 事实 被 德 文 郡 公 珊 (Duke of Devonshire) 即 当时 剑桥 大 学 校长 ， 注意 
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到 了 . 他 拿 出 钱 来 建设 和 装备 了 著名 的 卡 文 迪 希 实验 室 . 麦克 斯 书本 不 愿 离 开 格 伦 内 尔 , 但 经 不 
起 朋友 们 坚 请 ,成 为 这 一 职位 的 候选 人 . 他 立即 当选 . 

他 现在 用 全 力 米 筹划 与 监督 实验 室 的 建立 . 他 的 目的 是 使 它 成 为 同类 中 最 好 的 机 构 , 有 最 
新 的 设备 和 对 研究 工作 最 好 的 安排 . 他 把 自己 所 有 的 仪器 都 捐赠 给 实验 室 , 还 慷慨 捐资 以 补充 
公事 的 礼物 . 要 管 的 具体 事务 这 么 多 ,所 以 实验 室 的 建造 和 人 员 安 排 到 1874 年 才 完 成 , 这 种 迁 
延 虽 难 避免 , 却 造 成 许多 不 便 . 麦克 斯 书写 道 ,“ 我 没有 一 个 帘 来 安 自 己 的 席位 ,只 有 像 社 胸 鸟 一 
样 册 处 游 落 . 第 一 学 期 在 化 学 教室 电 安 放 自 己 的 概念 ,春季 学 期 放 在 植物 学 教室 里 ,到 复活 节 学 
期 又 转 到 比较 解剖 学 ” 他 说 的 “概念 ”就 是 他 教 的 热学 ,电学 和 电磁 学 课程 . 

麦克 斯 韦 的 经 典 著作 4 物质 与 运动 》 是 “ 关 一 个 伟大 主题 的 小 书 ”, 出 版 于 1876 年 , 此 时 他 还 
为 大 英 百科 全 书 著名 的 第 九 版 写 了 “原子 ”, “以 太 ”, “引力 ”, “法拉 第 ”这 些 条 有 目 . 他 的 公开 演讲 
包括 引 人 人 胜 的 讲话 “关于 电话 ”, 作 讲 演 时 他 虽 已 重病 在 身 , 却 不 仅 像 他 最 好 的 讲演 一 样 清楚 ， 
而 且 充 满 了 欢乐 和 使 人 愉悦 . 在 讲 到 贝尔 (Bell) 教 授 的 发 明 时 ,他 是 这 样 评论 的 :“ 整 个 装置 有 完 
美的 对 称 性 ,中 间 是 电线 ,电线 两 水 各 有 一 个 电话 昕 简 , 听 简 两 涉 又 各 有 一 些 废 话 ”. 麦克 斯 韦 花 
了 五 年 时 间 编 辑 卡 文 迪 希 (Henry Cavendish) 的 20 包 未 发 表 的 科学 论文 . 这 部 光辉 的 两 卷 集 发 
表 于 1879 年 ,大 大 确定 了 这 位 极 有 天 赋 的 18 世纪 研究 者 的 名 声 . 卡 文 迪 希 关 于 电 的 工作 ,他 的 
同时 代 人 都 不 知道 ,因为 仅 存 于 手稿 中 . 麦克 斯 书 重复 了 卡 文 迪 希 的 实验 ,说 明 他 已 预见 到 关于 
电 的 主要 发 现 ,包括 欧姆 定律 . 


属 伦 内 尔 


当 麦 克 斯 书 一 天 天 衰老 时 ,朋友 们 却 谈 到 他 的 精神 “日 益 清 醒 ”. 他 照样 去 看 他 的 朋友 , 写 游 
戏 诗 文 , 汶 他 的 狗 托 比 (Toby) , 开 一 些小 小 的 实际 玩笑 . 但 他 多 少 有 些 沉 默 了 ,或 多 或 少 地 把 自 
己 和 的 感情 和 思想 藏 在 读 刺 的 外 表 之 下 . 他 本 性 的 坚强 的 、 理 性 的 ,苏格兰 式 的 常识 的 长 总 是 与 神 
秘 主 义 的 线 相交 织 . 他 对 科学 有 信 售 ,但 是 对 于 只 千 科 学 能 对 大 自然 和 终极 的 意义 学 到 多 少 又 
是 怀疑 的 . 他 的 同 代 人 描写 他 既 谦 虚 又 在 心智 上 万 视 世 人 ,在 科学 的 意见 上 多 有 商量 ,而 对 于 他 
觉得 不 廊 虚 自重 的 人 则 是 独断 的 . 

麦克 斯 书 的 特性 中 最 引 人 注 意 的 是 他 的 和 有 顺 , 对 待 他 接近 的 人 ,非常 无 私 是 他 的 特点 . 当 他 
的 内 弟 来 伦敦 做 手术 时 ,他 把 自己 房子 的 底层 全 让 给 病人 和 护士 ,自己 住 到 一 间 房 子 里 ,小 得 时 
常 要 跪 在 地 二 早餐 ,因为 房子 小 得 放 不 下 一 张 桌子 一 把 椅子 . 在 麦克 斯 书 - 生 最 后 的 年 代 里 ,他 
的 夫人 一 直 重 病 绵延 ,他 一 直 看 护 着 夫人 . 有 一 次 据说 三 个 星期 不 能 上 床 睡觉 . 但 是 他 工作 如 


r 
上 # 
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常 , 而 且 表 现 愉快 ,好 像 是 以 严酷 考验 为 乐 一 一 当时 确 是 严酷 的 考验 . 当 他 自己 身 患 绝症 时 ,他 
也 没有 露出 丝毫 肖 丧 与 自发 . 

1877 年 春 , 他 开始 感到 吞咽 时 痛 阁 并 难于 呼吸 .由 于 其 些 奇怪 的 原因 ,大 约 有 两 年 之 久 他 没 
有 对 任何 人 诉说 自己 的 症状 ,而 情况 一 天 天 恶化 . 他 在 剑桥 的 朋友 们 看 到 他 衰退 了 ,步履 开始 中 
咒 . 1879 年 夏 他 回 到 格 伦 内 尔 家 中 时 ,他 明显 衰弱 了 ,这 才 去 求 医 . 他 极为 痛苦 ,“ 几 平 不 能 静 有 卧 
一 分 钟 , 无 眠 ,对 自己 如 此 需要 的 食物 毫 无 食欲 ”. 他 完全 知道 是 没有 希望 了 ,然而 他 主要 关心 的 
是 他 妻子 的 健康 . 他 死 于 11 月 5 日 .他 的 医生 帕 杰 大 夫人 Dr. Paget) 写 道 :“ 没 有 一 个 人 能 如 他 那 
样 目 觉 地 ,平静 地 面 对 死亡 ”. 当 麦 克 斯 韦 被 安 非 于 梅 伦 内 尔 的 巴顿 基地 (Parton (hurehyard ) 
时 ,世界 还 跟 不 上 他 的 思想 . 甚至 直到 今天 ,也 还 没有 充分 地 探索 了 他 的 想像 力 所 创造 的 王国 . 


11. 
湿 利 尼 喘 萨 - 拉 马 奴 金 


纽 可 (James RR, Newman),1948 年 6 月 和 号 


“我 们 时 代 的 最 不 寻常 的 数学 家 ”, 这 是 一 个 著名 的 有 权威 的 人 的 说 法 . 湿 利 尼 了 里 
了 萨 。 拉 马克 金 (Srinivasa Ramanujan) 于 1920 年 4 月 26 日 因 上 肺结核 死 于 印度 ,年 仅 33 
岁 , 怨 的 名 字 除 了 在 数学 家 中 ,几乎 无 人 知晓 . 他 是 数学 家 中 的 数学 家 ,所 以 在 此 领域 之 外 没有 
引起 多 少 注意 . 但 是 他 的 工作 在 数学 思想 上 留 下 了 可 资 纪 念 的 烙印 . 
有 两 点 成 为 这 篇 简 述 的 背景 , 第 一 点 是 ,机 马 奴 金 1914 年 来 到 英国 就 学 时 ,虽然 受过 的 正 
式 教 育 极 为 有 限 , 却 已 经 是 一 个 出 色 的 数学 家 了 . 他 以 卡尔 (Carr) 所 著 的 一 本 称 为 《纯粹 数学 概 
机 Synopsis of Pure Meathematics) 的 书 为 基础 , 建 起 了 "一座 分 析 数 学 的 知识 和 发 现 的 令 人 歼 
恨 的 大 厦 ”. 看 一 看 他 所 能 得 到 的 这 本 韦 就 可 以 明白 梓 马 妈 金 的 数学 成 就 的 本 性 了 . 这 昌 是 一 本 
真有 优点 有 学 问 的 著作 , 却 只 不 过 是 代数 .三角 、 微 积分 和 解析 几何 大 约 6000 个 定理 的 总 览 ,其 
证 明 “时常 只 是 略 多 于 文献 的 引用 ” 卡尔 的 书 中 所 含有 的 数学 知识 一 般 都 是 1860 年 代 以 前 的 . 
然而 在 拉 马 奴 金 到 达 英 国 时 ,在 他 喜爱 的 领域 中 ,他 已 熟知 甚至 超前 于 当时 的 数学 知识 . 所 以 他 
并 未 借 力 于 人 ,而 是 孤独 地 措 扫 他 的 领域 ,重新 创造 了 极为 丰富 的 半 个 世纪 的 欧洲 数学 , 可 以 怀 
疑 ,在 整个 思想 史上 , 谁 兽 经 有 过 如 此 骄 人 的 巨大 业绩 . 
值得 注意 的 第 二 点 是 , 拉 蕊 奴 金 是 一 个 特殊 类 型 的 数学 家 . 他 不 如 高 斯 或 庞 加 葬 那 样 广泛 . 他 
不 是 几何 学 家 ;他 从 不 关心 数学 物理 ,更 不 必 说 他 的 数学 工作 在 其 他 学 科 中 可 能 有 计 么 “用 处 ”. 相 
肥 地 ,他 的 直觉 在 令 人 眼花 上 乱 的 数 系 的 空 逐 中 最 为 优 游 自 如 , 大 家 会 看 到 , 数 是 他 的 朋友 . 在 数 
字 的 最 简单 的 阵列 中 ,他 会 看 出 逃脱 了 最 有 才华 的 数学 家 的 眼光 的 奇异 的 性 质 和 关系 . 现代 的 数 


我 在 此 写 下 一 个 穷 音 印度 孩子 一 生 的 简 述 , 我 能 得 到 的 材料 很 少 , 击 这 个 孩子 后 来 成 了 
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论 在 数学 中 既是 最 丰富 ,又 是 最 不 易 捉摸 .最 困难 的 分 支 之 --. 它 的 一 些 主要 定理 ,尽管 其 陈述 是 
自明 的 ,甚至 简单 得 有 如 儿戏 ,但 要 想 证 明 它们 ,甚至 作 了 最 艰辛 的 努力 还 会 遭 到 捷 败 , 哥 德 巴赫 
猜想 是 一 个 好 例子 , 它 说 每 个 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 . 一 位 著名 的 数学 家 说 过 ,任何 一 个 傻 么 都 可 
能 想到 这 个 定理 ; 它 是 完全 清楚 的 ,而 且 事实 上 从 来 没有 找到 过 不 服从 它 的 偶数 . 然而 一 直 没 有 证 
明 过 它 能 适用 于 每 一 个 偶数 . 拉 马 奴 金 正 是 在 对 付 这 一 类 问题 三 显示 出 了 最 大 的 才能 ， 

剑桥 大 学 已 故 的 哈代 (G. HH, Hardy) 教 授 , 当 时 一 位 居 字 领导 地 位 的 数学 家 ,是 拉 马 奴 爹 在 
英国 最 富 成 果 的 五 年 中 ,在 专业 上 与 个 人 关系 上 与 他 关系 最 密切 的 人 .本 文 所 用 材料 的 大 部 分 
都 是 取 自 哈代 为 拉 马 奴 金 所 写 的 著名 计 告 和 他 在 哈佛 大 学 三 百 周 年 纪念 会 上 关 十 拉 马 奴 金 的 
著名 讲演 ;其 余 赠 取 自 艾 邯 尔 (P. V， Seshlit Aiyar) 和 拉 身 (R. Ramachadra Rao) 为 他 写 的 传略 ( 见 
于 拉 马 奴 金 4 全集 》* ). 有 些 奢 料 只 有 专业 数学 家 才 懂 , 但 我 觉得 ,把 这 位 真正 的 天 才 的 生平 和 工 
作 介 绍 给 有 兴趣 的 行 外 人 仍 是 很 有 意义 的 ,是 值得 做 的 . 


是 区 


遍 利 尼 叶 萨 ， 拉 马 絮 金 ， 艾 延 加 和 尔 人 《Srinivasa Ramanujan Aiyangar) , 按 他 的 传记 作者 区 于 
尔 所 说 ,出 生 于 马 德 拉 斯 (Madras) 邦 坦 卓 尔 (Tanjore) 区 一 个 比较 清贫 的 婆罗 门 家 庭 中 . 他 的 父 
亲 昨 昆 书 柯 南 (Kumbakonam) 一 位 布 商 的 会 计 ,母亲 是 有 “很 强 的 常识 感 ”的 妇女 ,是 菇 多 德 (E- 
rode) 法 院 一 个 效 罗 门 小 官员 的 次 儿 . 婚 后 一 段 时间 尚 无 子 息 ， 但 是 她 的 父亲 向 邻 城 那 马 卡 儿 一 
个 著名 女神 娜 摩 ， ”证 利 诉 求 保佑 女 多 能 有 子 羡 : 不 久 以 后 ,她 的 长 子 即 数学 家 拉 马 奴 爹 出 生 于 
1887 年 12 月 22 日 ”。 

他 5 岁 人 学 ,? 岁 时 转 人 昆 巴 柯 南 的 高 级 学 校 ,并 且 得 到 奖 学 仿 . 他 的 特殊 才能 立刻 就 被 发 
现 了 . 他 安静 沉思 ,记忆 力 惊人 . 他 喜欢 拿 一 些 定理 与 公式 和 朋友 们 玩 ,背诵 全 部 标 文 字 根 , 或 者 
计算 x 和 vY2 到 任意 位 小 数 ，- 

他 15 岁 时 进入 六 年 级 ,这 时 他 的 一 个 朋友 为 他 从 当地 政府 学 院 的 图 书馆 借 到 一 本 卡尔 写 
的 (纯粹 数学 概要 》. 拉 马 奴 金 欢喜 地 探讨 这 个 向 他 打开 了 的 新 世界 . 这 本 书 晚 醒 了 他 的 天 才 . 他 
着 手 来 证 明 书 中 的 公式 . 因为 没有 别 的 书 帮 助 ,每 解答 一 条 都 是 一 项 刨 造 性 的 研究 . 他 先 找 出 了 
构造 幻 方 的 方法 . 然后 他 叉 转 入 几何 学 ,从 事 化 圆 为 方 的 研究 ， 其 至 能 算出 地 球 赤道 之 长 ,与 淮 
确 值 只 相差 几 英 尺 , 当 他 发 现 几 何 学 的 领域 有 限时 ,他 又 转向 代数 . 拉 马 奴 金 常 说 , 娜 摩 吉 利 女 


* 上 上 上海 科技 教育 出 版 社 2002 年 出 版 了 卡 尼 格 尔 著 《¢ 知 无 汰 者》CR. Kanigol, The man who knew in- 
Finity; The life of the genitsRamanuian), 和 会 的 详细 传记 
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拉 马 奴 金 ,他 的 一 位 朋友 写 道 ;" 身 材 笑 小 笨拙 ，…… 4 
却 有 一 个 显著 的 特点 一 一 一 双 闪 亮 的 眼睛 . 


神 在 梦 中 向 他 显示 公式 . 早上 起 床 ,他 就 时 常 记 下 这 些 公式 并 且 加 以 验证 ,虽然 不 一 定 能 得 到 严 
属 证 明 . 这 真是 奇妙 的 事 . 这 种 模式 在 他 一 生 中 反复 出 现 过 多 次 . 
16 岁 时 他 通过 了 昆 巴 柯南 政府 学 院 的 人 学 考试 ,获得 “初级 苏 冯 风 门 扬 (Subrahmanyam) 奖 学 
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金 ” 由 于 英语 不 够 一 一 他 除了 数学 以 外 什么 者 不想 尝 一 一 
第 二 次 考试 失败 ,也 失去 了 奖学金 . 他 于 是 离开 了 屁 巴 柯南 ， 
先 色 了 维 所 吉 幅 坦 (VWizagapatamy ,后 来 公开 蕊 德 拉 斯 . 这 里 
他 于 1906 年 12 月 参加 第 一 艺术 考试 ,但 叉 失 败 , 所 以 后 来 再 
不 去 参 扣 了 . 以 后 凡 年 中 ,他 独立 研究 数学 . 他 于 1909 年 结 
婚 , 所 以 必须 找 一 个 永久 的 职业 . 在 求职 过 程 中 他 被 人 用 书 
信 推 荐 给 一 位 真正 的 数学 爱好 者 拉 马 钱 德 拉 ， 拉 奥 (Diwan 
Bahadur R. Ramachandra Rao) ,当时 是 马 德 拉 斯 城北 80 英里 
人 处 一 个 小 城 奈 罗 尔 (Nelore) 的 税务 官 . 拉 奥 看 过 了 拉 马 奴 金 
的 塞 满 了 他 的 奇异 思想 的 厚 厚 两 大 本 笔记 中 的 一 本 . 他 和 拉 
马 奴 金 第 一 次 的 见面 经 过 最 好 用 他 自己 的 话 来 说 : 

“ 几 年 以 前 ,我 的 一 位 完全 与 数学 无 绿 的 侄 儿 告诉 过 
我 .“ 叔 玻 , 我 有 一 位 来 访 的 人 谈 到 数学 ;我 完全 听 不 懂 ; 你 
能 不 能 看 一 下 他 的 谈话 里 有 没有 一 点 什么 ?: 我 自 认 为 有 充 
分 的 数学 智慧 ,就 允许 他 来 见 我 , 他 身材 矮小 ,第 拙 而 结实 ， 
没有 刊 脸 ,不 甚 整洁 , 却 有 一 个 显著 的 特点 :一双 六 亮 的 眼 
睛 . 走 进 来 时 胁 下 夹 着 一 本 磨 破 了 的 笔记 秒 . 他 穷困 可 怜 ， 
他 从 屁 巴 柯南 跑 出 来 为 的 是 在 马 德 拉 斯 找到 空 闪 时 间 继 续 
他 的 研究 , 他 从 不 渴求 荣华 . 他 求 的 是 空闲 ; 换 句 话说 ,但 求 
能 糊口 ,但 希望 不 要 苛求 于 他 ,而 允许 他 焚 想 . 

他 打开 了 笔记 本 ,开始 解释 他 的 一 些 发 现 . 我 立即 发 现 
有 一 些 不 同 寻常 的 东西 ,但 是 我 的 数学 知识 不 允许 我 判断 他 
所 讲 的 有 没有 道理 . 我 暂时 不 作 判 断 , 并 请 他 再 来 ,而 他 果然 
来 了 ,这 一 次 他 已 措 到 了 我 的 水 平 ,就 只 讲 些 比较 简单 的 结 
洒 ,' 这 也 超过 了 现 有 的 书籍 而 我 确信 他 是 一 个 了 不 起 的 人 
然后 ,他 一 步 步 地 把 我 引导 到 椭圆 积分 和 超 几 何 级 数 ,最 后 
是 他 的 尚未 公庄 于 世 的 发 散 级 数理 论 转变 本 我 .我 问 他 需要 
什么 ,他 说 只 要 有 微薄 的 报 辣 维 生 ,使 他 能 继续 研究 .” 

拉 奥 给 了 拉 马 奴 金 一 段 时 间 的 生活 费用 . 不 久 了 以后, 寻 


求 其 他 奖学金 的 打算 也 都 未 成 ,而 拉 蕊 奴 金 又 不 愿 长 期 依 
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拉 马 奴 金 信 上 的 定理 [上 面 是 
复制 件 } 使 数学 家 哈代 大 为 霜 惊 . 
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靠 他 人 资助 ,就 在 马 德 拉 斯 港口 信托 局 谋 了 一 个 小 差事 . 

但 他 从 未 放松 数学 工作 . 他 第 一 篇 论文 发 表 在 1911 年 印度 数学 会 会 刊 上 ,当时 拉 马 如 金 23 
岁 . 他 的 第 一 篇 长 论文 " 伯 努 利 数 的 一 些 性 质 ? 也 发 表 于 同年 . 1912 年 他 又 在 此 刊 上 发 表 了 两 篇 
短文 以 及 问答 了 儿 个 征 解 问题 . 

此 时 , 拉 奥 已 说 服 了 马 德 拉 斯 工学 院 的 一 位 格 里 非 斯 CGriffith) 上 先生 关心 拉 马 奴 金 ,而 格 里 
菲 斯 又 对 马 德 拉 斯 港口 信托 局 主席 斯 善 林山 士 (Sir Francis Spring) 讲 了 , 拉 马 奴 金 也 正 受 雇 于 
此 ,到 这 时 他 的 工作 已 经 容易 得 到 承认 了 . 按照 要 耶 尔 (Seshu Aiyary 和 其 他 人 的 建议 , 拉 马 奴 金 
开始 给 当时 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 Fellow 哈代 CG. H. Hardy) 通 信 , 他 致 哈代 的 第 一 封 信 日 期 是 
1913 年 1 月 16 日 ,是 他 的 册 友 帮 他 用 英文 写 的 


“ 先 侍 ， 
请 允许 自我 介绍 ,我 是 马 德 拉 斯 港口 信托 局 会 计 部 的 书记 ,年 薪 20 镑 , 现年 23 
[应 为 25 一 一 编者 注 ]. 我 未 受过 大 学 教育 而 读 过 普通 中 学 课程 , 离开 学 校 后 我 一 直 
以 业余 可 用 的 时 间 研 究 数 学 . 我 没有 走 过 大 学 课程 的 那 一 条 常规 的 道路 ,而 努力 自 牌 
途径 ,我 曾 对 一 般 的 发 散 级 数 作 过 特 诛 的 研究 ， 本 地 的 数学 家 称 我 所 得 的 结 十 果 为 “ 惊 
人 人 的? 
以 怕 请 您 污 一下 所 这 治文 我 委 多 雾 , 着 你 认为 是 中 还 下 有 从 信 加 二 页 站 、 
表 我 的 定理 , 我 未 附 上 详尽 的 研究 和 戟 所 得 的 表达 式 , 而 只 指出 了 我 循 以 前 进 的 路 
径 , 因为 我 缺少 经 验 ,对 您 的 建议 我 都 高 度 评价 . 对 我 给 您 的 麻烦 ,我 祈求 原 让 . 
先生 ,您 的 忠实 的 
S . 拉 马 奴 金 " 


信和 后 附 了 120 个 定理 ,其 中 13 个 ( 见 图 ) 是 哈代 选 出 认为 “ 颇 有 代表 性 * 的 一 组 定理 中 的 一 
部 分 . 哈代 对 这 些 定理 的 评论 是 : 

我 请 您 先 设想 一 下 ,一 个 通常 的 职业 数学 家 在 接 到 一 位 他 素 不 相识 的 印度 书记 这 样 一 封 
信 时 ,其 立即 的 反应 是 什么 

“第 一 个 问题 是 我 是 不 是 能 认 出 什么 东西 . 我 本 人 曾经 证 明 过 很 像 (1.7) 那 样 的 东西 ,而 
《41.8) 也 似曾相识 ， 事实 上 ,(1.8) 是 经 典 的 ,他 是 拉 普 拉 斯 的 一 个 公式 ,最 早 是 雅 可 比 CJacobi) 给 
出 了 适当 的 证 明 ;(1.9) 出 现在 罗杰斯 (Rogers)1907 的 一 篇 论文 中 , 作为 一 个 定 积分 的 专家 ,我 
想 我 可 能 曾经 证 过 (1.5) 和 (1.6) ,而 确实 也 是 证 过 ,不 过 比 我 设想 的 麻烦 得 多 . 
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“级 数 公 式 (1.1) 一 (1.4) 我 发 现 要 朵 烦 得 多 ,马上 就 很 明白 , 拉 马 奴 金 上 g 有 更 为 一 般 葛 定理 ， 
而 且 手 上 还 有 许多 .第 二 个 是 勒 让 得 (Legendre) 级 数理 论 中 熟知 的 鲁 尔 (Bauer) 公式, 其 余 的 则 
比 表 而 看 来 要 难得 多 ， 

“公式 (1.10) 一 (1.13) 是 在 不 同 层次 上 的 ,显然 屁 既 困难 又 深刻 . 一 个 椭 呵 函数 专家 会 看 出 
《1.13) 可 以 以 某 种 方法 由 “ 复 乘 法 理论 导出 ,但 (1.10) 一 (1.12) 我 完全 无 法 对 付 ;我 从 未 见 到 哪 
人 与 它们 稍 有 相似 的 东西 . 稍微 着 一 下 就 知道 只 有 最 高 级 的 数学 家 才 写 得 出 来 . 它们 必然 是 真 
的 ,因为 车 它 们 不 真 , 谁 也 没有 这 样 的 炉 像 力 能 发 明 它们 . 最 后 ,…… 作 者 必定 是 完全 诚实 的 , 因 
为 大 数学 家 在 这 种 不 可 信任 的 技巧 方面 实在 不 如 普通 的 小 偷 和 骗子 那么 在 行 …… 

尽管 拉 马 奴 金 有 许多 光盘 的 成 功 ,他 关于 素数 和 此 理论 中 相关 问题 的 工作 肯定 是 错 的 . 这 
可 以 说 是 他 的 一 大 失败 .然而 我 不 能 肯定 ,是否 在 某 种 意义 上 ,他 的 失败 和 胜利 不 是 同样 令 人 惊 
疝 re 

拉 号 奴 金 关于 这 个 领域 中 一 个 数学 名 词 的 记号 ,哈代 写 道 ,“ 与 庆 道 (landau) 在 1908 年 用 
的 是 一 样 的 , 拉 马 奴 金 手 上 完 信 没有 朗 道 的 那些 臣 器 ;他 从 没有 见 过 法 文书 或 德 文 书 ;他 甚至 关 
于 英文 的 知识 还 不 足以 得 到 学 位 . 他 哪怕 是 做 吏 遇 到 这 些 问 题 就 了 不 起 了 ,这 些 问题 欧洲 最 好 
的 数学 家 花 了 一 百年 才 解 决 ,而且 其 解答 直到 今天 还 是 不 完全 的 .” 

终于 在 1913 年 5 月 拉 马 和 奴 金 在 许多 朋友 的 帮助 下 解脱 了 马 德 拉 斯 港口 信托 局 的 书记 职务 
并 得 到 一 个 特别 奖学金 . 哈代 从 一 开始 就 努力 把 拉 马 奴 金 请 到 剑桥 ， 道路 似乎 是 畅通 了 ， 但 是 朱 
马 奴 金 一 开始 却 拒 绝 了 ,一 是 因为 种 姓 制 度 的 偏见 ， 同时 母亲 又 不 允许 . 

“这 个 允许 ,” 险 代 写 到 ,“ 却 终于 轻易 地 不 期 而 至 . 因为 他 的 母亲 有 一 天 早上 说 昨 晚 她 梦 见 
儿子 坐 在 大 厅 里 一 群 欧洲 人 人 中间. 弓 摩 吉利 女神 命令 她 别 挡住 儿子 完成 人 生 使 命 的 道路 ,” 

当 拉 马 奴 金 终于 来 到 剑桥 时 ,他 从 马 德 拉 斯 得 到 一 第 250 镑 的 奖学金 ,其 中 分 出 50 镑 以 支 
持 他 在 印度 的 家 人 ,三 一 学 院 另 给 60 镑 资助 . 

有 一 个 大 的 困惑 ”哈代 这 样 评 论 拉 马 奴 金 ,在 教 他 现代 数学 时 应 该 做 些 什 么 ?他 的 知识 
的 局 限 性 和 其 渊 深 同样 令 人 吃惊 这 里 的 这 个 人 能 做 出 模 方 程 和 复 乘法 的 定理 真 到 未 所 阐 及 的 
程度 ,他 对 连 分 数 的 掌握 ,至 少 在 形式 方面 ,超出 世上 任 一 一 个 数学 家 . 他 可 以 自己 找 出 [一 霄 数 的 
函数 方程 ,以 及 解析 数论 中 许多 最 著名 问题 的 主 项 ， ;然而 他 从 未 昕 说 过 双 周 期 函数 ,也 没 听 说 过 
柯 西 (Cauchy) 定 理 , 他 对 什么 是 复 变 量 函数 只 “有 最 模糊 的 思想 . 他 对 于 什么 是 数学 证 明 的 想法 
全 全 岳 科 撒 述 有 所 有 他 的 结果 ,不 论 是 新 发 现 的 还 是 原来 就 有 的 ， 对 的 还 是 错 的 ,他 得 出 这 


结果 的 过 程 都 是 论证 .直觉 和 归纳 的 混合 物 ， 下 中 汪 这 个 过 碍 完全 不 能 给 出 任何 一 种 协调 一 
到 的 沦 过 
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“不 可 能 要 求 这 样 一 个 人 去 昕 系统 的 讲授 ,或 者 把 数学 从 头 再 学 一 次 . 我 还 害怕 如 果 我 不 适 
当地 坚持 拉 马 妈 金 讨厌 的 东西 ,我 就 可 能 毁 掉 他 的 信心 和 灵感 的 魔力 , 另 一 方面 又 有 一 些 东 本 
他 老 基 不 知道 . 他 有 些 结果 是 错 的 ,特别 是 涉及 素数 分 布 的 结果 ,而 对 此 他 最 为 重视 . 不 可 能 允 
许 他 一 辈子 都 以 为 一 函数 的 零点 都 是 实 的 . 所 以 我 就 试 着 来 教 他 ,而 在 一 定 程度 上 我 得 到 成 
功 ,虽然 很 明显 ,我 从 他 学 到 的 比 他 从 我 学 到 的 要 多 得 多 ， 

“关于 拉 马 奴 金 在 数学 以 外 的 兴趣 我 还 要 讲 几 句 . 就 如 同 他 的 数学 一 样 ,这 些 兴 趣 也 旦 现 了 
最 奇特 的 对 比 . 我 应 该 说 ,他 对 文学 本 身 , 还 有 艺术 ,几乎 囊 无 兴趣 ,但 他 能 分 辨 出 好 坏 文 学 , 另 
一 方面 ,他 是 一 个 敏锐 的 哲学 家 ,而 在 现代 剑桥 学 派 的 追随 者 看 来 则 是 一 个 模糊 不 清 的 那 一 类 
哲学 家 ,他 又 是 一 个 热忱 的 政治 家 ,是 和 平 主义 和 超 激 进 类 型 的 . 他 遵守 他 的 种 姓 的 宗教 仪式 ， 
其 严格 在 居住 于 英国 的 印度 人 中 极为 少见 ;但 是 他 的 宗教 又 仅仅 是 一 些 教规 而 非 心灵 的 信念 . 
面 我 清楚 地 记得 他 告诉 过 我 (使 我 大 吃 一 惊 ) ,所 有 的 宗教 在 他 看 来 或 多 或 少 是 同样 真实 的 . 不 
沦 是 在 文学 .哲学 和 数学 中 ,他 对 未 曾 预 料 的 ,奇特 的 ,古怪 的 东西 都 抱 有 热情 ;他 藏 有 颇 多 的 化 
圆 为 方 者 或 其 他 怪人 写 的 书 …… 他 是 最 严格 的 吃素 的 人 -一 这 一 点 在 他 后 来 病 中 造成 极 大 轩 
难 一 一 在 他 整个 住 在 便桥 时 期 ,他 都 自己 做 饭 , 而 且 敌 饭 时 一 定 要 换 上 印度 人 穿 的 那 种 宽 脚 

“1917? 年 春天 起 拉 马 奴 金 开始 感到 不 适 , 这 年 初夏 他 搬 进 剑桥 一 个 小 疗养 院 ,以 后 能 起 床 的 
时 间 就 不 多 了 , 他 又 先后 来 到 威尔士 的 . 马 特 洛克 (Matlock) 的 和 伦敦 的 疗养 院 ,直到 1918 年秋 
病情 才 明 显 好 转 . 于 是 他 又 恢复 积极 的 工作 ,可 能 也 是 由 于 被 选 人 皇家 学 会 的 激励 ,他 的 一 些 最 
漂亮 的 定理 就 是 在 这 段 时 间 发 现 的 . 他 被 选 为 三 一 学 院 的 Fellow 多 是 一 个 鼓励 :每 一 个 这 种 著 
名 学 会 都 可 以 感到 庆幸 ,在 为 时 尚 不 为 晚 前 就 认识 到 他 的 身价 . > 

1919 年 初 , 拉 马 奴 金 回 到 家 乡 印 庆 , 次 年 去 世 . 

要 对 拉 马 奴 金 在 数学 中 的 方法 与 工作 做 一 个 评价 ,又 得 引述 哈代 的 话 :“ 时 常 有 人 问 我 , 持 
马 奴 金 是 不 是 有 特别 的 秘密 ;他 的 方法 与 其 他 数学 家 的 是 否 属于 不 同类 型 ;他 的 思维 方式 是 否 
有 什么 确 属 不 正常 . 我 对 这 种 问题 无 法 作出 有 把 握 的 回答 ;但 是 我 不 相信 . 我 的 信念 是 ,所 有 数 
学 家 ,归根 结 底 , 都 以 同一 类 方式 思维 , 拉 马 奴 金 也 不 例外 . 当然 他 记忆 超凡 . 他 记得 数 的 特性 近 
于 性 肆 , 李 特 伍德 (J. E. Littlewood) * 说 过 “每 个 正 整 数 都 是 他 的 私人 朋友 ， (这 一 点 我 也 相信 ). 
我 记得 有 一 次 乘 出 租车 去 看 望 在 普 特 尼 患 病 的 他 ,车 号 1729, 我 对 他 说 ,这 个 数 很 平淡 无 奇 , 希 
望 这 不 是 恶 兆 ， 他 说 “不然 ,这 个 数 很 有 趣 ; 它 是 最 小 的 能 够 用 两 种 不 同方 式 表 为 两 个 立方 之 和 


并 译 往 ;英国 数学 家 , 蚂 代 的 著名 合作 者 . 


11. 湿 利 尼 路 萨 拉 马 奴 金 125 


的 数 . ' 我 自然 地 就 问 他 是 否 知道 关于 四 次 方 相应 问题 的 答案 ;他 想 了 一 会 ,说 看 不 到 显然 的 例 
子 , 他 起 ,第 一 个 这 种 数 想 必 很 大 . 他 的 记忆 力 和 计算 能 力 确 是 很 不 平常 ,但 是 称 之 为 “不 正常 ， 
是 没有 理由 的 . 如 果 他 要 乘 两 个 大 数 ,他 也 是 用 通常 的 方法 去 乘 ,只 是 他 的 速度 和 准确 性 都 非 同 
寻常 .但 是 比 之 生来 敏捷 又 有 计算 习惯 的 数学 家 ,就 不 一 定 更 快 了 . 

“最 令 人 吃惊 的 是 他 对 代数 公式 .级 数 变 换 等 等 的 洞察 力 . 在 这 方面 我 完全 肯定 从 未 见 到 与 
他 相当 的 人 ,我 只 能 把 他 与 欧 拉 和 雅 可 比 * 相 比拟 了 . 他 利用 数值 例子 作 归 纳 来 进行 研究 工作 ， 
比 大 多 数 现代 数学 家 要 多 得 多 . 例如 他 关于 分 割 的 同 余 性 质 的 工作 都 是 这 样 做 出 来 的 . 但 是 他 
除了 记忆 力 、 耐 心 和 计算 能 力 之 外 ,还 加 之 有 善于 推广 的 能 力 , 对 于 形式 的 敏锐 感觉 ,以 及 迅速 
修正 自己 的 假设 的 能 力 , 这 时 常 是 真正 惊人 的 ,而 使 他 在 自己 的 领域 中 ,在 自己 的 时 代 找 不 到 
敌手 . 

“时 常 有 人 说 ,今天 的 数学 家 要 有 独创 性 , 比 之 为 现代 分 析 莫 定 基础 的 年 代 ,要 难 多 了 ;无 
疑 ,在 -- 定 程度 上 这 是 真 的 . 拉 马 奴 金 的 工作 重要 性 如 何 ,应 该 用 什么 标准 去 判断 ,他 对 未 来 的 
数学 会 有 什么 影响 ,在 这 些 方面 意见 可 以 是 不 同 的 . 它 没有 最 伟大 的 工作 的 简洁 性 和 不 可 抗拒 
性 ;如 果 它 不 那么 奇特 , 那 就 更 伟大 了 . 他 有 一 种 天 赋 却 是 谁 也 不 能 否认 的 一 一 那 就 是 深刻 性 和 
不 能 战胜 的 独创 性 . 如 果 能 在 他 年 轻 时 更 早 就 被 抓 住 而 且 稍 加 驯服 ,他 可 能 会 成 为 更 伟大 的 数 
学 家 ;他 会 发 现 更 多 新 的 而 且 无 疑 更 加 重要 的 东西 . 另 一 方面 ,他 就 木 再 像 是 拉 马 奴 金 ,而 更 多 
地 像 一 个 欧洲 教授 ,其 所 失 也 可 能 大 于 所 得 .” 


* 译注 :Carl Gustay Jacob Jacobi,1804 一 1851 ,德国 大 数学 家 . 
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哈 尔 甘 斯 (Paul R. Halmos) ,1957 年 5 月 号 


家 之 一 . 关于 他 的 传说 有 很 多 ,而 且 一 天 比 一 天 多 , 几乎 每 个 数学 家 都 知道 他 的 几 个 
故事 ,而 且 很 可 能 月 已 也 曾 编 上 一 两 个 , 他 的 著作 在 全 世界 都 有 人 读 , 而 且 被 普遍 引 
用 . 里 约 热 内 户 有 些 青 年 人 的 全 部 数学 教育 括 乎 都 得 自 他 的 鞭 儿 ,而 在 伯克利 和 莽 廷 根 也 有 车 
名 的 数学 家 认为 他 的 影响 实在 害 人 . 只 要 一 群 数学 家 诸 在 了 一 起 ,他 总 会 得 到 大 动感 情 的 则 党 ， 
也 有 大 喊 大 叫 骂 他 的 人 . 然而 ,关于 他 最 奇怪 的 事 就 是 ,他 根本 不 存在 ， 
这 个 不 存在 的 取 了 和 希腊 名 字 的 法 国人 就 叫做 布尔 巴 基 . 其 实 尼古拉斯 .布尔 巴 基 是 法 国 数 
学 家 的 一 个 非 正 式 的 小 圈子 的 集体 笔名 ( 非 正 式 的 小 圈子 在 法 文中 有 一 个 迷人 的 说 法 ,就 是 “ 匿 
名 社团 ”), 这 个 化 名 的 数学 团体 正在 写 一 部 包罗 万 象 的 数学 著作 , 它 从 最 一 般 的 基本 原理 写 起 ， 
打算 写 到 最 特殊 的 应 用 结果 为 止 . 这 个 计划 从 1939 年 开始 实施 ,省 今 ,这 部 鸿 篇 巨著 已 出 版 了 
20 卷 ( 约 3 000 页 )， 
为 什么 这 些 作者 们 自称 布尔 巴 基 , 还 独 盖 于 迷雾 之 中 . 有 理由 相信 , 取 这 个 和 名字 的 灵感 是 来 
自 普 法 战争 中 一 位 路 有 薄 名 的 法 军 军官 , 沙 尔 ， 德 尼 ， 索 特 : 布尔 巴 基 (Charles Denis Sauter 
Bourbaki) 将 军 是 一 个 大 有 传奇 色彩 的 人 物 . 1862 年 他 46 崔 时 曾 有 机 会 去 当 希 腊 国 王 , 但 是 他 
拒绝 了 这 个 机 过, 人 们 还 记得 他 ,主要 是 因为 战争 的 命运 对 他 的 残酷 . 1871 年 他 带 着 些许 残部 从 
靶 国 逃 到 瑞士 ,他 在 那里 被 拘留 ,于 是 想 开 枪 自杀 . 看 来 这 一 枪 并 没有 打 中 ,因为 据说 他 一 直 活 
到 可 尊敬 的 83 岁 高 龄 . 据说 在 法 国 南 锡 还 有 他 的 塑像 . 他 与 弄 他 之 名 的 数学 家 的 关系 大 只 即 在 
于 此 ,因为 这 批 数 学 家 有 好 几 个 先后 与 南 锡 大 学 有 关 . 


人 | 取 了 一 个 希腊 和 名字 ,他 的 国籍 是 法 国 ,他 的 历史 很 奇特 . 他 是 20 拱 纪 最 有 影响 的 数学 
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是 一 群 吵吵 咏 同 的 法 国 数学 家 . 这 幅 画 是 随意 之 所 至 的 漫画 , 布 巴 尔 基 在 什么 时 
候 都 似乎 有 10 到 20 个 人 ,如 果 画 上 的 真人 物 和 哪 一 位 真人 有 些 相像 ,这 纯 属 巧合 ， 


关于 这 个 名 字 还 有 一 个 传说 ;大约 25 到 30 年 前 ,巴黎 高 师 (Eeole Normale Supérieure, 法 
国 绝 大 多 数 数学 家 均 出 身 于 此 ) 一 年 级 学 生 每 年 都 要 去 听 一 次 一 位 化 了 装 的 访问 者 尼古拉斯 ， 
布尔 巴 基 的 讲演 . 他 其 实 是 一 个 业余 演员 ' 戴 上 一 副 大 主教 ,大 族长 的 大 胡子 ,他 的 讲演 是 数学 
的 语意 双关 的 杰作 . 

有 必要 讲 几 句 话 , 提 醒 大 家 , 绝 大 部 分 布尔 巴 基 故 事 都 是 靠不住 的 虽然 这 个 隐秘 团体 的 成 
员 并 没有 赌 过 血 品 要 保守 秘密 ,但 绝 大 多 数 却 对 自己 开 的 玩笑 也 很 开心 ;就 故意 搞 得 矛盾 百出 ， 
真 伪 难 分 . 男 一 方面 , 疾 外 人 又 时 常 不 懂 他 们 说 的 东西 ;所 以 只 能 传播 一 些 湛 油 加 醋 的 传说 了 . 
这 箱 文章 的 目的 是 讲 布尔 巴 基 的 科学 成 就 ,也 讲 几 个 关于 他 (他 们 ) 的 故事 的 例子 : 有 些 故事 至 
少 也 是 无 法 核实 的 ;但 是 这 并 不 使 之 减 色 ， 

科学 著作 用 笔名 当然 不 是 这 群 人 所 首创 .英国 统计 学 家 艾 讲 特 CWilliam Sealy Gosser) 发 表 
他 关于 小 样本 理论 开创 性 的 著作 时 ,就 用 的 是 笔名 "Student"( 意 为 学 生 刀 头 概 是 为 了 不 使 他 的 
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布尔 巴 基 将 军 的 名 字 其 实 不 是 尼古拉斯 ， 
布尔 巴 基 , 而 是 沙 尔 * 德 尼 - 索 特 . 布尔 巴 基 . 


有 一 次 曾 让 他 去 做 希腊 国王 ， 


老板 (基尼 斯 黑 啤 酒 4Guiness) 酿 造 者 ) 为 难 . 
男 外 一 群 爱 过 乐 的 人 发 明了“ 劳 第 谢 里 "(E. S. 
Pondiczery) 这 一 名 字 , 声 称 是 “皇家 波 达 维 亚 
研究 所 ”(Royal Institute of Poldaviay 的 成 员 . 
他 的 研究 所 的 名 字 第 一 个 字母 (E, S. P. ,R.1. 
P, ) 是 取 自从 来 没有 号 过 的 关于 “ 超 感 觉悟 性 ” 
的 文章 . 旁 第 谢 里 主要 的 工作 是 关于 数学 奇闻 
的 . 他 最 骄傲 的 成 就 是 , 唯 有 他 用 过 双重 笔名 . 
尝 第 谢 里 写 了 一 篇 关于 猎取 大 野兽 的 数学 理 
论 的 文章 ,在 投 寡人 美国 数学 月 刊 ? 时 ;他 在 投 
稿 信 中 要 求 准许 他 用 笔名 ,因为 文章 明显 有 玩 
舌 性 质 . 编者 同意 了 ,于 是 此 文 于 1938 年 以 
H. Peétard 之 名 发 表 . 

原始 部 族 , 有 时 也 有 科学 家 ,总 觉得 名 字 
中 有 些 魔法 . 这 种 魔法 就 在 于 ,如 果 作 者 用 别 
的 名 字 ,文章 就 想 椒 出 来 . 伽 莫 夫 (George Ga- 
mow) 和 他 的 朋友 见 特 (Hans Bethe) 看 到 出 现 
了 一 位 名 字 很 不 寻常 的 非常 聪明 的 物理 学 家 
时 ,就 抓 住 了 机 过 ,得 到 了 好 处 .1948 年 4 月 1 
日 他 们 在 《物理 评论 》(The Physical Review) 
上 发 表 了 一 篇 讨论 元 素 的 起 源 的 - :本 正经 的 
论文 ,唯一 不 寻常 处 是 标题 下 一 行 作 者 署名 ， 
向 尔 弗 .、 贝 特 . 复 莫 夫 (Alpher，Bethe，Ga- 
mow) ,恰好 与 希腊 字母 之 始 阿 尔 法 ,贝塔 , 伽 
玛 (Alpha,Betha,Gamma) 谐 音 . 

既然 讲 到 了 署名 奇特 的 论文 , 担 一 下 摩 里 
斯 德 ， 杜 法 埃 尔 (Maurice de Duffahel) 的 事 
件 也 好 . 这 位 先生 成 为 数学 上 不 朽 的 办 法 很 简 
单 :把 大 师 们 的 经 典 论文 置 上 自己 的 名 字 发 
表 . 他 的 这 些 活动 几乎 是 不 加 掩饰 的 . 他 在 
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布尔 巴 基 的 巨著 是 软 封面 书 .图 上 是 其 封面 , 雇 页 也 是 同样 的 ,这 只 是 这 
个 巨著 第 一 部 分 的 第 三 本 书 的 一 部 分 .第 三 本 书 标题 为 一 般 拓扑 学 ". 
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1936 年 把 毕 卡 (Charles Emile Picard) 仪 仪 在 24 年 前 的 一 篇 论文 作为 自己 的 著作 重新 发 表 . 村 
法 天 尔 的 版 本 和 毕 上 的 完全 一样 ,文学 公式 丝 剖 术 , 只 有 一 处 节 略 :由 于 可 以 理解 的 理由 ,他 
从 去 了 原文 -个 脚注 ,而 举 卡 在 这 个 脚注 中 引述 了 自己 过 去 的 论文 . 学术 界 终 于 抓 住 了 杜 法 埃 
未 .你 可 以 一 时 骗 过 有 些 编辑 ,但 是 你 木 能 永远 哄 过 所 有 的 审 稿 人 . 毕 上 一 一 杜 法 埃 尔 的 论文 的 
位 市 稿 人 恰好 相当 问 悉 毕 攻 的 工作 , 认 出 了 这 是 抄袭 ,， 杜 法 埃 尔 发 表 论 文 的 生涯 从 此 突然 

告终 . 

布尔 巴林 的 工作 不 需要 对 酿酒 厂 主 隐瞒 ,它们 也 不 是 无 害 的 取乐 而 是 闫 肃 的 数学 ,它们 断 
然 不 是 抄 别人 的 作品 . 这 一 群 人 开始 时 采用 笔名 ,六 是 好 玩 , 半 是 避免 在 诬 页 上 轩 上 一 长 串 作 者 
的 名 字 令 人 厌烦 ;他 们 后 来 还 这 样 做 更 多 地 是 用 一 个 集体 的 名 字 而 不 是 为 了 伪装 . 成 员 的 名 字 
对 丁 绝 大 多 数 数学 家 是 公开 的 秘密. 布尔 己基 和 和 其 他 小 圈子 一 样 ,成 员 随 时 有 变动 ,但 是 其 著作 
的 风格 和 精神 一 直 未 变 . 其 实用 一 个 形容 词 就 很 方便 地 描述 了 这 种 风格 和 精神 ,一 个 被 认可 的 
形容 词 是 "布尔 巴 基 的 "(bourbachique) .用 不 者 说 什么 “青年 法 国学 派 ” 之 类 吵 环 话 了 . 

布尔 巴 基 开始 亮相 是 在 20 世纪 30 年 代 中 期 , 那 时 ,他 们 开始 在 法 国 科学 院 ( 通 报 》 
‘Comptes Renaas) 和 其 他 用 物 上 发 表 短文 ,评论 和 其 他 论文 . 他 们 对 后 来 着 手写 的 主要 著作 也 
在 一 篇 文章 中 作 了 解释 ,这 篇 文章 译 成 了 英文 并 发 表 在 (美国 数学 月 刊 }(The American Mathe- 
matical Adontply) ,1950 ,标题 是 “数学 的 建筑 有 一 条 脚注 :布尔 巴 基 教授 , 前 皇家 波 达 维 亚 科 
学 院 [ 劳 第 谢 里 的 身影 ], 现 居 法 国 南 锡 , 他 是 一 部 包罗 整个 现代 数学 的 巨著 的 作者 ,此 书 正 以 
《数学 原理 放下 LEznenaty de Maihématique , (Hermann et Cie, Paris,1939— 为 名 发 表 , 已 经 有 十 
苞 问 世 . “顺便 说 一 下 ' 本 文 包含 了 布尔 巴 基 关 于 数学 “结构 ”的 观点 的 有 趣 的 论述 ; 它 是 找 述 布 
尔 巴 基 精 神 的 杰作 . 另 一 篇 文章 发 表 在 1949 年 的 《符号 逻辑 杂志 》CThe Journal of Symbolic 
Logic) 上 ,是 目 很 大 ,叫做 “为 研究 具体 数学 问题 的 数学 家 所 用 的 数学 基础 "(Foundation of 
mathematics for Working Mathematicians). 本 文 技术 性 很 强 , 但 是 作者 的 个 性 通过 符号 显示 出 
来 了 ,文章 结尾 说 “我 宣称 ,可 以 在 这 些 基础 上 把 当今 全 部 数学 建立 起 来 ;如 果 说 在 我 的 程序 中 
有 什么 独创 的 东西 , 那 仅仅 是 ,我 不 是 满足 于 这 样 宣布 ,我 进而 去 证 明 它 ,就 像 戴 奥 根 尼 (Dioge- 
nes) “证 明 运 动 的 存在 一 样 ; 随 着 我 的 著作 的 生长 ,我 的 证 明 也 将 越 来 越 完 备 . ” 

这 篇 文 章 注 明 作者 的 单位 是 * 南 加 哥 (Nancago) 大学”, 这 是 由 南 锡 (Nancy) 和 艺 吉 可 (Chi- 


* 译注 : 戴 奥 根 尼 ,412? 一 323,B. CC, :在 希腊 犬 怖 学 派 哲学 家 . 
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cago) 合 并 而 造成 的 一 个 字 , 合并 的 主要 理由 是 ,布尔 巴 基 的 主要 创立 者 之 一 现在 在 芝加哥 大 学 
任教 , 这 人 就 是 安 德 列 ， 韦 依 (Andre Weil) (顺便 说 一 下 ,他 就 是 著名 的 宗教 神秘 主义 者 西蒙 
奈 ， 韦 依 (Simone Weil) 的 兄弟 ). 虽然 一 般 公 众 不 一 定 知 道 安 德 列 ， 韦 依 ,他 的 许多 间 行 都 打算 
争辩 说 他 是 世界 上 还 活着 的 数学 家 中 最 伟大 的 一 个 * .他 关于 代数 数论 和 代数 几何 的 工作 深刻 而 
且 重 要 ;他 对 20 世纪 数学 发 展 有 巨大 影响 ;甚至 他 的 某 些 随手 得 来 的 贡献 (举例 来 说 ,一 致 结构 和 
拓扑 群 上 的 调和 分 析 ) 都 开辟 了 新 方向 ,鼓励 了 进一步 的 研究 . 顺便 说 一 下 , 南 加 哥 这 个 词 还 在 一 个 
新 的 高 深 的 数学 丛书 中 出 现 ,这 套 书 冠 以 一 个 引 人 注 目的 总 题目 i* 南 加 琳 大 学 数学 研究 所 出 版 物 "， 

有 一 个 关于 布尔 巴林 的 传说 是 ,他 们 的 主要 著作 ,其 总 标题 是 (数学 原理 }, 起 源 于 韦 依 和 德 
尔 萨 特 (Jean Delsarte) 关 于 微 积分 应 该 怎样 教 的 一 次 谈话 ;不管 写 这 部 分 原来 的 动机 是 什么 , 它 
当前 的 目的 肯定 不 是 初等 的 教学 . 就 好 像 开 始 是 讨论 教 人 上 听 懂 流行 音乐 的 最 好 方法 ,后 来 趣 成 
了 关于 和 声 和 音乐 学 的 完备 的 著作 ;( 数 学 家 把 微 积分 当成 "小 儿科 ”, 正 如 音乐 家 对 待 维 克 多 。 
赫 伯 特 (Victor Herbert)™ 的 音乐 一 样 . ;布尔 巴 基 的 著作 (用 法 文 写 成 ) ,是 从 很 精细 的 观点 对 整 
不 数学 的 概括 ， 

全 书 假想 会 分 成 几 个 部 分 ,而 已 出 版 的 20 卷 还 没有 写 完 第 一 部 分 ; “分析 的 基本 结构 ” 
(Fundamental Struetures of Analysis), 第 一 部 分 的 6 个 小 部 分 可 能 使 外 行 ( 以 及 古典 数学 家 ) 
听 起 来 咯 感 震 动 ,他 们 想到 数学 就 会 想到 算术 ,几何 这 些 老 式 的 字眼 . 这 六 个 小 部 分 就 是 :(1) 集 
合理 论 ,(2) 代 数 ;(3) 一 般 拓扑 学,(4) 单 实 变 量 函 数 ,(5) 拓 砷 线性 空间 ,(6) 积 分 . 

每 一 卷 都 夹 了 4 页 的 活页 ,是 正确 使 用 此 书 的 指示 , 它们 详 
细 讲 了 阅读 本 韦 必须 的 预备 知识 (相当 于 大 学 数学 系 二 年 级 )， 
描述 此 书 的 组 织 , 委 清 阅读 各 章 、 各 节 与 各 部 分 必须 按 * 严 格 规 
定 的 次 序 " 去 阅读 , 这 些 指示 还 解释 了 作者 的 教学 技巧 .有 些 技 
巧 确实 很 好 .有 一 个 技巧 ,其 他 作者 模仿 一 下 就 好 ,就 是 当主 题 
特别 难 掌 握 , 而 读者 容易 搞 错时 ,这 样 的 段落 边缘 上 就 画 一 个 显 PR 
眼 的 5S 一 曲线 (表示 “危险 弯 道 "). Ss 一 曲线 ,在 布尔 巴 基 著 

一 个 不 太 好 的 布尔 巴 基 技 巧 是 他 们 略 带 轻功 地 用 他 们 所 说 ” 作 中 表示 论证 中 的 "危险 音 
的 “滥用 语言 "来 代替 专业 名 词 . 大 家 都 承认 ,如 果 严 格 遵循 严格 道 ” 
正确 的 名 词 , 到 头 来 会 弄 得 迁 腐 而 不 可 卒 读 . 对 于 布尔 巴 基 就 更 加 如 此 ,因为 他 们 的 名 词 和 符号 


* 译注 ; 韦 依 已 于 1998 年 8 月 去 世 , 墓碑 上 却 刻 上 了 波 达 维 亚 皇 家 研究 所 研究 员 的 谥 号 . 
** 译注 : 维 克 多 。 赫 伯 特 ,1859 一 1924, 美 国 作 曲 家 和 乐队 指挥 , 生 于 爱尔兰 ,， 
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常 与 通用 的 不 太一 样 .有趣 的 是 ,他 们 用 来 作为 专业 名 词 的 非 正式 替代 物 的 那些 “小 用 语言 ", 其 
实 就 是 通常 的 用 法 :要 记 住 他 们 自己 的 创新 ,把 作者 自己 也 搞 烦 了 ,于 是 舒 舒服 服 就 滑 到 他 们 似 
外 的 数学 世界 的 名 词 中 去 了 . 

布尔 巴 基 的 几乎 每 一 本 书 都 附 有 极 佳 的 习题 . 被 动 地 学 数学 是 不 可 能 的 ,布尔 巴 基 的 习题 
是 对 主动 性 的 挑战 , 作者 们 花 了 很 大 的 心思 创作 出 新 的 习题 ,或 者 改写 改编 岩 习 题 , 作为 一 个 原 
刚 ,他 们 通常 不 注 明 经 他 们 改编 过 的 老 习 题 的 头 作 者 ,但 似乎 没有 人 介意 . 一 个 数学 家 如 果 自 己 
的 论文 被 布尔 巴 基 * 偷 "去 作 了 习题 ,时 常 还 认为 是 荣幸 . 

布尔 巴 基 的 小 玩意 还 有 在 书 中 加 进 折 页 ,其 中 总 结 了 重要 的 定义 和 假设 , 每 本 书 还 附 有 -- 
个 字典 , 既 可 作为 索引 ,又 可 作为 非 布 尔 巴 基 的 名 词 和 基本 的 布尔 巴 基 用 语 的 导 引 . 所 缺少 的 唯 
一 重要 的 东西 是 充分 的 文献 向 导 . 对 每 个 学 科 ,布尔 巴 基 的 讲法 都 是 系统 而 彻底 的 ,时 常 还 有 这 
个 学 科 的 出 色 的 历史 回顾 .但 是 这 些 历史 的 短评 对 经 典 之 作 的 引用 已 过 于 音 异 笔 回 ,对 现代 的 
页 献 更 是 几乎 不 提 其 来 源 , 这 并 非 有 意 为 之 (布尔 巴 基 从 不 宣称 自己 发 现 了 整个 现代 数学 ) ,但 
这 种 做 法 可 能 会 为 将 来 的 数学 虫 家 造成 混淆 . 

以 上 只 是 布尔 己基 的 外 部 装饰 . 至 于 布尔 巴 基 的 风格 与 精神 ,其 何以 吸引 朋友 或 招 怨 树 政 
的 品质 , 则 更 难 描述 . 这 正如 音乐 的 品质 一 样 ,与 其 说 难于 理解 不 如 说 只 能 感觉 
”有 一 件 事 从 一 开始 就 把 大 学 生 们 引 向 了 布尔 巴 基 . 就 是 有 些 学 科 ( 例 如 一 般 拓扑 学 与 重 线 

性 代数 ) 是 他 们 首先 作 了 系统 论述 的 ,而 在 别 的 书 里 是 找 不 到 的 . 布尔 巴 基 在 把 数 十 年 间 散 见于 
各 种 文字 的 许多 杂志 的 论文 整理 成 有 顺序 的 形式 上 ,起 了 开创 性 的 作用 布尔 巴 基 处 理 问 题 的 
主要 特点 是 :在 做 法 上 必须 按 正 确 的 顺序 方 而 持 激进 态度 ,在 坚持 使 用 自 创 的 名 词 上 近 于 独断 ， 
概念 的 安排 和 叙述 的 风格 干净 而 且 经 济 . 俩 向 于 说 ,在 一 切 问 题 上 都 不 给 想像 力 留 下 余地 ,所 以 
产生 一 种 平淡 泡 奇 3; 温 吞 水 的 效应 ， 

布尔 巴 基 处 理 问题 的 彻底 性 与 爆 吞 春 的 节奏 的 一 个 典型 例子 是 他 们 定义 <l* 这 个 数 的 方 
法 . 在 给 出 定义 之 前 花 了 将 近 200 页 作为 准备 . 然后 他 们 就 用 高 度 深 缩 与 省 略 的 记号 定义 了 数 
“下 在 一条 脚注 中 说 ,如 果 用 他 们 的 记号 系统 , 则 此 定义 的 不 加 省 略 的 形式 要 用 好 几 万 个 记号 
要 是 公正 地 对 待 布尔 巴 基 , 就 应 该 说 ,现代 数理 逻辑 学 家 早 就 知道 数 1 这 样 一 些 概念 并 不 像 看 
起 来 那么 初等 . 

这 样 大 的 集体 著作 是 怎样 写成 的 呢 ? 迪 挡 多 内 (Jean Dieudonne)( 原 来 在 南 锡 大 学 ,现在 在 
美国 西北 大 学 * ) ,他 从 一 开始 就 是 布尔 巴 基 主 要 的 执笔 者 . 因为 迪 厄 多 内 是 一 位 多 产 的 数学 作 


* 译注 : 几 年 前 在 巴黎 去 世 ， 
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家 ,并 用 自己 的 名 字 发 表 , 所 以 ,把 他 个 人 的 著作 与 他 为 布尔 巴 菇 写 的 书 分 开 来 就 有 一 十 困 难 . 
有 一 个 故事 表明 迪 厄 多 内 努力 保持 布尔 巴 基 的 风格 是 十 分 了 不 起 的 , 这 故事 说 ,有 一 次 迪 厄 多 
肉 以 布尔 巴 基 和 名义 发 表 一 篇 文章 ,后 来 发 现 其 中 有 错 , 他 在 一 篇 文章 "关于 布尔 巴 基 的 一 个 错 
误 " 中 纠 止 了 一 个 错误 ,此 文 署名 则 为 迪 厄 多 内 . 

布尔 巴 基 的 成 员 约 在 10 到 20 人 之 间 变 化 ,除了 一 个 显眼 的 例外 ,所 有 成 员 都 是 法 国人 . 这 
个 例外 就 是 撒 姆 此 ， 爱 伦 伯 格 (Samuel Eilenberg , 原来 是 华沙 人 ,现在 在 哥伦比亚 大 学 ). 他 的 
朋友 叫 他 是 S:P:{ 意 为 Smart Sam the Polish Prodigy 一 一 波兰 神童 ,漂亮 的 撒 姆 ), 爱 伦 伯 格 生 
性 迷人 活 小 ,他 来 到 美国 六 个 月 时 ,就 知道 许多 美国 人 都 不 知道 的 关于 美国 的 事 .( 他 到 美国 后 
所 作 的 第 一 件 事 之 一 就 是 作 一 次 长 途 的 搭便 车 旅行 ). 因为 他 法 文 讲 得 像 土生 土 长 的 法 国人 一 
样 , 而 且 屋 得 代数 拓扑 学 比 任 何 一 个 法 留 人 都 卿 ,所 以 布尔 巴 基 必 须 限 于 法 国人 这 个 不 成 文 的 
规则 为 他 网 开 一 而 ， 

布尔 巴 基 的 法 国 派 涉 倒 不 只 是 沙文 主义 ;而 是 语言 上 的 必须 {因为 开始 是 法 国人 建立 了 
它 ). 妆 一 大 和 群 首席 歌唱 家 如 韦 依 , 迪 反 多 内 ,会 瓦 勤 (Claude Chevalley), 昂 利 .。 嘉 当 (Henri 
Cartan) 珊 上 一 群 同事 聚会 的 时 候 , 他 们 讲法 语 速度 之 快 与 声音 之 响 给 人 深刻 的 印象 “. 要 想 跟 
上 和 参加 这 种 谈话 ,不 仅 必 须 法 语 讲 得 又 快 又 响 , 还 要 熟知 巴黎 大 学 生 们 最 新 的 俗话 、 行 话 . 即 
使 是 房子 里 每 个 人 都 符合 这 个 条 件 ,在 这 种 著名 的 布尔 妞 基 聚 会 上 也 未 必 能 做 出 些 什么 事 来 . 
但 是 事情 就 是 做 成 了 . 成 员 们 每 年 开 一 次 会 ,通常 在 一 个 使 人 丛 快 的 法 国度 假 地 ,来 作出 重要 的 
决定 . 因为 他 们 的 著作 在 商业 上 十 分 成 功 ( 闫 出 布尔 乌 基 意外 ) ,有 足够 的 版 税 来 支付 旅费 , 购买 
法 国 的 美酒 佳肴 使 会 议 生 色 不 少 . (顺便 说 一 句 ,这 个 商业 上 的 成 功 主要 来 自 美国 市 场 . 布尔 巴 
基 的 资 次 成 员 中 有 五 分 之 四 现在 居住 在 美国 , ) 

一 大 部 分 工作 是 准备 布尔 巴 基 的 书 的 各 着 一 旦 确定 了 一 个 特定 的 主题 ,就 会 有 一 个 成 员 
同意 写 一 个 初稿 . 他 这 样 做 会 得 到 一 种 经 受 考 验 的 经 验 . 当初 稿 完稿 ,就 要 复印 散发 给 各 人 , 这 
个 初稿 在 下 一 次 会 议 上 会 遭 到 无 情 的 反击 ,很 可 能 会 被 完全 抛弃 . 例如 布尔 巴 基 关 于 积分 的 书 
的 初稿 是 迪 厄 多 内 写 的 ,后 来 被 称 为 “ 迪 厄 多 内 的 怪物 " 有 这 样 的 传说 , 迪 厄 多 内 的 怪物 在 风格 
和 和 内容 上 都 与 一 本 同样 主题 的 美国 书 很 相近 ,这 本 书 的 作者 我 们 不 妨 称 之 为 “空白 先生 ” 迪 厄 
多 内 的 怪物 从 未 出 版 ;一 同 开会 的 人 把 它 丝 了. 韦 依 嗜 之 以 鼻 解 决 了 问题 "如果 我 们 要 做 这 样 
的 事 , 不 如 把 空白 先生 的 书 译 成 法 文 ,就算 完事 .” 

打发 了 第 一 稿 后 ,就 会 开始 写 第 二 稿 , 可 能 由 另 一 个 成 员 执笔 . 过 程 就 这 样 继续 下 去 ,六 稿 、 


译注 : 据 已 故 的 吴 新 谋 教授 告诉 译 者 ,当时 人 们 称 迪 厄 多 内 在 布尔 巴 基 聚 会 时 的 讲话 为 “狮子 呀 > 


七 稿 也 不 是 没有 的 事 . 这 种 小 心 辛勤 的 工作 的 结果 就 不 是 一 本 可 以 放心 交 给 初学 者 的 教科 书 了 
(布尔 允 基 也 承认 这 一 点 ), 而 是 一 部 参考 书 ,几乎 是 百科 全 书 .没有 了 它 ; 不 管 说 好 也 圈 , 说 不 好 
也 罢 , 反 I 下 20 基 纪 数学 就 会 与 它 现在 的 模样 颇 为 不 同 了 . 

布尔 巴 基 青 年 人 似 的 意气 区 发 对 于 他 们 的 工作 的 未 来 是 一 个 吉兆 ,但 对 于 他 们 的 对 手 是 一 
个 主要 的 麻 烦 .美国 数 党 会 收 到 了 由 布尔 巴 基 署 名 的 入 会 申请 ,美国 数 掌 会 的 职员 们 就 不 高 关 
了 .他 们 认为 这 是 大 二 学 生 式 的 玩笑 ,于 是 拒绝 了 这 个 申请 , 学 会 秘书 冷淡 地 建议 布尔 巴 基 申 请 
作为 团体 会 员 . 因为 团体 会 员 的 会 费 比 个 人 会 员 要 高 得 多 ,而 布尔 巴 基 又 不 愿 承认 它 并 不 存在 ， 
这 件 事 就 再 没有 人 担 了 . 

是 的 ,这 确实 是 大 二 学 生 式 的 玩笑 . 但 是 大 二 学 生 是 年 轻 人 ,而 数学 又 是 年 轻 人 的 事业 . 布 
尔 志 基 强 调 年 轻 化 是 值得 称赞 的 . 迪 厄 多 内 种 韦 依 最 近 都 到 了 50 岁 ,虽然 他 们 是 布尔 巴 基 的 老 
祖宗 , 却 都 宣布 退出 这 个 团体 . 他 们 都 曾经 宣布 过 到 50 就 退出 的 意愿 ,他 们 遵守 了 自己 的 诺言 ， 

警告 一 下 读者 要 注意 布尔 巴 茜 引 起 的 对 本 文 作者 的 谣言 ,同时 也 希望 能 大 度 地 对 待 这 些 谣 
言 , 这 样 做 是 适当 的 , 这 个 小 圈子 不 寡 欢 自己 的 秘密 被 公庄 于 众 ,而 且 他 们 有 人 能力 对 付 揭 爱 的 
人 :这 也 是 得 到 了 证 明 的 . 肯定 地 说 ,这 些 故事 早 在 本 文 之 前 就 已 曝 了 光 . 德 拉 葡 (André Dela- 
chet) 在 1949 年 写 的 数学 分 析 的 小 书 就 称 布尔 巴 基 是 “多 头 岗 的 数学 家 ”, 甚 至 把 -一些 脑 袋 的 名 
字 世 说 出 来 了 . 这 前 面 -两 年 ,《 英 国 百 科 全 书 》(Encyclopaedia Britannica) 的 (年 鉴 》 中 有 一 小 
段 讲 布尔 巴 基 这 个 团体 . 这 一 段 话 的 作者 是 波 阿 斯 (Ralph P. Boas)， 当时 是 4 数学 评论 》 的 执行 
编 委 ,现在 是 迪 捷 多 内 在 西北 大 学 的 同事 . 不 久 ,《 美 国 百 科 人 全书} 的 编者 就 收 到 了 布尔 巴 基 署 名 
的 投诉 六 ,抗议 波 阿 斯 毫 无 根据 地 说 布尔 巴 基 不 存在 . 后 来 芝加哥 大 学 数学 系 一 位 教授 写 了 一 
封 真实 的 但 用 词 谨 愤 的 信 , 暗 示 布 尔 巴 基 确 实 存 在 , 却 又 没有 明说 ,这 就 把 编者 们 弄 得 更 加 糊 
涂 , 波 阿 斯 也 更 加 为 难 . 后 来 是 美国 数学 会 的 秘书 (就 是 拒绝 布尔 允 基 入 会 的 那 一 位 秘书 ) 的 信 
才 溢 清 了 局 面 . 

布尔 巴 基 开 始 报复 , 这 个 小 圈子 动员 起 了 他 的 全 部 的 多 头 的 和 国际 的 力量 , 造 了 一 个 与 论 ， 
说 波 阿 斯 也 不 存在 . 布尔 巴 基 说 , 波 阿 斯 其 实 是 一 群 青年 美国 数学 家 的 集体 笔名 ,他 们 联合 起 来 
就 成 了 《数学 评论 ) 的 编 委 会 . 
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Ye 学 如 同 高 卢 人 “一 样 被 分 为 三 个 部 分 . 虽然 在 过 去 这 三 个 领域 经 常 硼 互 争 峭 ,今天 不 仅 

BNL snare 消失 ,而 且 关 系 日 益 亲 密 . 这 种 亲密 性 的 后 果 之 一 就 是 出 现 了 某 些 数 学 

课题 或 科目 ,它们 既 属 于 这 三 个 部 分 的 这 一 个 ,又 同样 程度 上 属于 另 一 个 . 

数学 的 这 三 个 部 分 一 一 代数 .几何 与 分 析 有 着 不 同 的 逻辑 地 位 . 几何 与 代数 是 独立 的 科目 ， 

它们 都 有 自身 的 公理 化 基础 ,而 分 析 则 是 代数 的 延 储 , 分 析 之 不 同 于 代数 的 显著 特点 是 用 到 了 

极限 概念 . 极限 就 是 一 个 数 , 它 被 另 一 些 数 越 来 越 近 地 世 近 , 例 如 1/2,3/4,7/8,15/16,…… 通 近 
数 1, 数 1 就 是 它们 的 极限 . 

”在 这 个 体制 中 算术 的 地 位 在 如 里 ? 它 是 代数 的 一 部 分 ,我 们 也 可 以 说 代数 是 广义 的 算术 . 
如 果 一 个 人 想 去 讨论 形 如 6 一 4 的 任 一 表示 式 ,诸如 7 一 3,12 一 8 和 0.2 一 0.1, 他 可 以 写 下 a 一 5， 
这 里 a 总 的 用 来 表示 第 一 项 数 而 5 表示 第 二 项 数 , 并 讨论 a 一 5b. 向 文字 的 转移 实现 了 从 算术 到 
代数 的 转移 . 于 是 算术 .代数 及 分 析 基 本 上 都 处 理 数 ,无论 是 特别 的 数 , 如 3 和 v3, 或 用 a,b 及 其 
他 文字 表示 的 各 类 的 数 ， 

数学 的 这 种 分 割 是 一 个 粗略 的 看 法 . 仔细 地 观察 会 发 现 , 有 着 许多 种 算术 ,许多 种 代数 , 许 
多 种 几何 而 不 是 一 种 几何 ,许多 种 分 析 而 不 是 一 种 分 析 . 

怎么 会 有 许多 种 算术 ? 难道 2 十 2 不 总 等 于 4 吗 ? 怎么 会 有 许多 种 几何 ? 难道 三 角形 内 角 
和 不 总 等 于 180 度 吗 ? 回答 这 些 问 题 说 来 话 长 ,然而 对 了 解数 学 的 性 质 . 内 容 和 角色 而 言 又 极 
为 重要 . 初等 数学 是 对 最 直接 的 实 晓 经验 之 反映 . 人 们 用 整数 来 表示 一 个 牛 图 中 和牛 的 总 量 , 而 用 


* 译注 ; 即 古 代 罗马 帝国 时 代 居 住 在 高 卢 (罗马 帝国 的 一 部 分 , 今 法 国 ) 的 人 . 
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分 数 表 示 一 个 人 的 政信 中 给 教堂 的 捐赠 或 向 国家 纳 的 税 所 占 的 份额 . 一 条 直线 曾 是 一 块 田野 的 
边界 或 一 根 拉 紧 的 绳子 的 理想 化 ,而 月 亮 的 形状 则 使 人 想起 球面 .在 这 些 人 所 感 业 的 现实 事物 
的 基础 上 建立 起 来 的 数学 是 广泛 的 ,并 不 可 思议 地 适用 于 自然 开发 .工程 应 用 和 商业 的 需求 . 在 
数学 的 这 个 领域 里 ,2 十 2 永远 等 于 4, 三 角形 内 和 角 之 和 永远 等 于 180 度 . 在 数学 思想 的 这 个 阶 
段 , 在 目 然 界 的 天 真 无 邪 的 状 太 中 ,借用 卢梭 5(Rousseau) 的话 来 说 ,数学 概念 和 运算 被 认为 只 是 
从 日 然 界 抽 蒙 而 得 , 而 数学 家 用 基于 明显 的 物理 真理 的 推理 而 得 知 的 有 关 自 然 界 的 东西 比 之 通 
过 如 测量 和 实验 等 物理 手段 而 直接 明白 的 和 达到 的 要 多 得 多 . 然而 数学 并 不 能 表示 比 自然 之 现 
实事 物 更 多 的 东西 . 

有 此 件 事 在 唤 起 估 们 的 觉醒 方面 是 决定 性 的 . 一 个 小 的 震动 是 印度 人 引进 了 负数 , 数学 家 
们 花 了 好 几 百 年 才 认 可 了 这 些 数 并 用 它们 来 区 别 一 个 方向 的 距离 与 另 一 个 方向 的 距离 . 因为 他 
们 已 将 一 种 真实 性 同 之 于 负数 ,他 们 同 负 数 和 解 了 . 不 过 ,一 直到 19 世纪 中 时 还 保留 了 一 丝 
不 安 . 

由 于 纵情 地 哺 于 推广 ,这 一 次 数学 家 们 受 自 己 的 震撼 更 为 严重 了 ,. 某 些 最 简单 的 实际 问题 
导致 求解 诸如 到 二 2 或 于 一 5z 十 6 一 0 等 方程 . 这 些 方程 的 根 是 正 的 和 人 负 的 数 . 然而 数学 家 们 并 
不 满足 于 只 解 这 些 特殊 问题 , 因而 他 们 考虑 一 般 的 二 次 方程 ax* 十 bx 十 c= 二 0, 其 中 a,b 和 c 为 任 
何 正 的 或 负 的 数 . 我 们 不 必 考 虑 一 般 的 方程 即 可 看 出 数学 家 们 使 自己 陷 人 了 困境 . 外 人 么 是 
x 十 2 一 0 或 过 一 一 2 的 解 ? 类 似 于 他 们 解 x* 二 2 时 写 下 z= 二 2 和 = 一 y3, 数 学 家 此 刻写 下 
7 二 十 VY 一 2 和 z= 一 VW 一 5. 他 们 创造 了 一 个 魔鬼 .什么 是 二 23 按照 平方 根 的 涵义 , 它 应 当 是 一 
个 数 ,者 将 它 自 乘 则 得 一 2， 但 是 ,数学 家 们 知道 正 数 和 负数 都 有 一 样 的 性 质 ,与 自身 相 乘 之 积 必 
为 一 正 数 . 因此 在 已 知 的 数 中 没有 一 个 等 于 VV 一 3, 更 糟 的 是 去 解 诸如 x: 一 6x 十 11 二 0 这 样 的 方 
程 , 运 用 解 方程 x ?一 5x 十 6=0 的 同样 步骤 ,他 们 得 到 诸如 3 十 wv 二 3 和 3 一 v 一 2 的 “ 数 ”. 这 些 
“ 数 ”" 更 无 意义 . 

解决 这 些 奇 怪 的 “ 数 ” 的 出 现 所 引起 的 困难 ,数学 家 的 办 法 是 不 去 理会 它 . 他 们 称 这 些 数 为 
虚数 (今天 它们 被 称 为 复数 ) ， 并 加 以 非议 和 按 弃 . 他 们 虽然 有 点 良心 , 但 良心 比 理性 思维 更 为 
铝 达 ， 

非 欧 几何 是 使 数学 家 更 为 塘 手 的 事件 . 读者 可 在 M: 克 莱 因 (Morris Kline) 的 文章 “几何 ” 
中 读 到 这 项 进展 的 故事 . 不 过 我 们 将 在 这 里 谈 一 点 历史 , 它 与 克 莱 因 的 文章 无 其 关系 ,而 是 涉及 
数学 这 个 概念 作为 一 个 整体 的 一 些 历史 ， 欧 几 里 得 几何 中 有 一 条 公理 说 ,给 了 一 条 直线 和 线 外 
一 点 ,在 由 该 给 定 直线 和 点 所 决定 的 平面 上 有 面 且 仅 有 一 条 直线 经 过 定点 而 与 给 定 直 线 不 相 
交 . 直到 1800 年 还 没有 人 怀疑 这 条 公理 的 物理 的 真理 性 , 然 面相 当 多 的 人 反对 将 这 个 事实 作为 
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一 条 公理 引信, 因为 ,正如 欧 几 里 得 所 说 , 它 看 上 去 不 像 一 条 公理 应 当 具 有 的 那样 不 证 自明 的 特 
性 . 为 避免 引信 这 条 公理 ,许多 人 特别 是 萨 凯 里 (Girolamo Saccheri) ,追随 着 一 个 自然 的 计划 . 不 
同 于 欧 几 里 得 公理 的 说 法 有 两 个 , 第 一 是 过 给 定点 可 作 多 于 一 条 直线 与 给 定 直 线 不 相交 ;第 二 
是 不 能 作出 直线 与 给 定 直 线 不 相交 . 他 们 采纳 了 以 下 的 计划 , 先 用 这 两 条 公理 之 一 代 赫 欧 几 里 
得 公理 ,并 用 它 联 同 欧 几 里 得 几何 的 其 余 公理 去 推导 定理 . 这 些 人 满心 期 望 会 得 到 互相 矛盾 的 
定理 ,而 这 将 会 证 明代 换 进 去 的 公理 是 不 正确 的 , 然后 对 否定 欧 几 里 得 的 男 一 条 公理 也 依 计 施 
行 , 而 且 也 期 望 相同 的 结果 , 最 后 的 一 步 推理 是 ,如 果 仅 有 的 两 个 可 能 的 不 同 说 法 都 导致 矛盾 ， 
欧 见 里 得 的 命题 必然 正确 . 事实 上 ,因为 它 是 其 余 公 理 的 逻辑 推论 , 它 将 不 是 一 条 公理 而 是 一 条 
定理 ， 

不 举 的 是 采用 这 两 个 不 同 的 公理 并 没有 导出 矛盾 (我 们 在 这 蛙 略 去 了 有 关 第 二 个 不 同 的 公 
理 的 细节 ) ,而 数学 家 们 过 到 了 全 新 的 几何 学 , 此 外 ,车 把 这 种 新 的 几何 学 应 用 于 自然 界 , 在 当时 
的 测量 所 能 确定 的 精度 之 下 ,其 结果 同 欧 几 里 得 几何 是 一 样 精确 的 一 一 这 是 高 斯 的 伟大 贡献 ， 
这 一 点 我 们 在 第 工 部 分 的 引言 中 已 经 讲 过 了 . 

现在 数学 家 们 被 迫 面 对 着 这 样 一 个 问题 ,这 些 几 何 学 , 欧 氏 的 和 非 欧 氏 的 ,其 中 哪 一 个 是 
目 然 界 的 真理 ?没有 标准 可 以 指明 哪 一 个 比 另 一 个 更 合适 . 可 是 好 几 个 相互 根本 不 同 的 几何 学 
不 能 都 真实 . 数学 家 们 慢 慢 地 勉强 地 领悟 了 其 中 的 真 诡 . 那 就 是 , 哪 一 种 几何 学 都 没有 理由 使 人 
相信 和 是 真实 的 . 

不 过 ,如 果 作 为 数学 的 基本 分 支 之 一 的 欧 氏 几何 都 不 必须 是 真实 的 ,数学 家 们 应 当 重新 考 
呀 他 们 对 所 有 数学 本 质 的 理解 是 不 是 有 问题 他 们 曾经 相信 他 们 是 从 自然 界 中 显然 的 真理 出 
发 ,并 运用 推理 演绎 出 有 关 自 然 界 进一步 的 真理 , 然而 非 欧 几何 学 的 教训 在 于 :人们 过 去 肤浅 地 
挑选 了 有 关 自 然 界 的 一 些 似 平 是 正确 的 事实 作为 公理 并 演绎 出 一 批 结论 ,而 这 些 结论 又 磁 巧 是 
可 以 应 用 的 , 确实 可 能 从 完全 不 同 于 原先 的 欧 氏 断言 出 发 而 仍然 获得 有 用 的 结果 . 

级 为 重要 的 是 :数学 是 人 造 的 . 它 是 人 工 的 . 无 论 其 公理 或 由 此 推出 的 定理 都 是 由 人 写 进 字 
宙 的 . 数学 家 们 很 不 情愿 地 承认 ,有关 他 们 所 做 的 事情 的 本 质 ,他 们 被 蒙 芯 了 迷 两 干 年 之 久 . 

然而 数学 家 们 设法 反败为胜 . 如 时 通常 的 代数 和 通常 的 几何 是 设计 出 来 的 而 仍然 有 用 , 那 
么 另外 的 设计 也 可 能 同样 有 效 . 因此 不 必 拖 延 到 直 待 虚数 与 直接 的 经 验 有 关系 才 接 受 它 . 它们 
产生 于 一 个 非常 有 意义 的 数学 课题 , 即 求解 二 次 方程 . 这 个 事实 就 是 一 种 保证 :哪怕 仅 呈 是 为 了 
更 多 地 了 解 这 样 的 一 个 重要 课题 而 研究 它们 也 是 值得 的 . 此 外 ,虚数 在 很 大 程度 上 并 不 比 通常 
的 整数 和 分 数 更 是 人 为 的 ,因为 现在 已 经 清楚 ,整数 和 分 数 虽然 历史 上 是 来 自 经 验 的 启示 ,实际 
土 同样 也 是 人 类 心智 的 创造 . 
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数学 经 历 了 一 个 自由 的 新 生 , 它 不 再 被 束缚 在 直接 从 现实 世界 抽象 而 得 的 概念 ,而 有 了 去 
榨 索 人 类 心智 的 创造 的 自由 .到 了 19 世纪 未 ,一 位 近代 伟大 的 数学 家 康 托 (Geotrg Cantor) 已 经 
能 够 宣称 : "数学 的 本 质 在 于 它 的 上 自由 . ?不 过 他 的 同时 代 人 下 * 克 莱 因 (Felix Klein) 警 告 说 , 自 
由 必须 伴 以 责任 心 , 即 对 数学 的 严肃 目的 的 负责 . 

至 于 数学 家 们 是 理 尽 到 了 他 们 的 责任 ,我 们 将 不 在 这 里 讨论 . 重要 的 是 在 近 一 百年 间 数学 
家 们 已 经 创造 了 许 包 新 型 的 数 , 它 们 的 性 质 与 人 们 熟知 的 数 系 相 比 是 奇怪 的 . 在 戴 维 斯 CDavis) 
的 文章 中 他 讨论 了 好 几 种 这 样 的 新 型 的 数 和 它们 的 性 质 . 当然 ,人 们 熟知 的 整数 的 性 质 仍然 继 
续 吸 引 着 数学 家 们 , 替 尔 维 蒋 (Herwitz) 的 文章 给 出 了 某 些 理由 ， 

正如 通常 的 代数 是 处 理 通常 的 数 的 推广 的 方法 ,处 理 这 些 不 同 的 新 的 数 系 的 推广 而 产生 出 
各 种 新 的 代数 . 于 是 多 种 代数 的 存在 导致 代数 类 的 结构 或 性 质 的 研究 . 某 些 最 新 发 展 起 来 的 改 
数 和 代数 类 的 近代 概念 ,如 群 和 域 ,在 梭 敢 尔 (Sawyer) 的 文章 中 得 到 阐述 . 

近 冯 年 来 几何 也 得 到 巨大 的 扩展 . 除了 这 篇 引言 已 经 谈 过 的 非 欧 几何 学 以 外 ,还 产生 了 许 
多 新 的 更 一 般 的 非 欧 几 何 学 , 称 为 黎 曼 几何 和 非 黎 曼 几何 . 数学 家 们 也 勇往直前 地 进 人 > 维 几 
何 学 并 研究 复杂 的 曲线 ,曲面 和 高 维 的 图 形 . 在 这 个 世纪 中 还 引进 了 几何 学 的 另 一 分 支 称 为 拓 
扑 学 . 克 葬 因 的 文章 “几何 "综述 了 几何 历史 之 主要 发 展 , 许多 其 他 的 文章 则 阐述 特别 的 几何 学 
的 性 质 . 克 莱 因 的 第 二 条 文章 讨论 了 射影 几何 学 的 性 质 及 与 欧 氏 几何 学 的 关系 ， 勒 柯 尔 白 也 (Le 
Corbeiller) 的 文章 论述 了 歼 曼 几何 . 塔 克 (Tucker) 和 和 贝 利 (Bailey) 介 绍 了 拓扑 学 的 概念 . 18 世纪 
最 伟大 的 数学 家 欧 拉 (Euler) 的 一 篇 文章 和 辛 布 洛 特 (Shinbrot) 的 文章 详细 令 述 了 拓扑 学 的 两 
个 特殊 的 题目 ， 

过 去 只 起 辅助 角色 的 统计 学 和 概率 论 这 两 个 学 科 在 20 世纪 里 不 仪 得 到 高 度 发 展 ,而 且 比 
数学 的 其 他 任何 分 支 都 应 用 到 更 广泛 和 更 不 相同 的 领域 ， 区 也 尔 (Ayer) , 卡 蕊 (Kac) 和 韦 弗 尔 
(Weaver) 闸 述 了 这 门 数 学 并 谈 到 其 许多 应 用 . 

不 是 所 有 的 数学 综述 都 包含 在 这 一 部 分 里 . 例如 在 第 一 部 分 , 哈 尔 莫 斯 (Halmos) 的 文章 就 
包含 了 解析 几何 的 基本 观点 的 精美 的 叙述 ， 柯 朗 {Courant) 概 述 了 近代 抽象 数学 的 许多 论题 . 惠 
塔 克 (Whittaker) 在 第 二 部 分 的 文章 中 介绍 了 哈密 尔 顿 (Hamijlton》 有关 耻 元 数 的 工作 及 与 复数 
的 关系 . 在 第 五 部 分 乌拉 姆 (Ulam) 的 论 电脑 的 文章 中 则 包含 车 有 关 数 论 和 组 合 分 析 的 某 些 工 
和 作 . 

在 第 三 部 分 中 没有 介绍 分 析 这 个 数学 分 支 , 但 本 书 并 不 是 要 忽视 它 . 正如 我 们 已 经 指出 ,分 
析 是 代数 的 延伸 . 有 多 种 因素 使 得 对 分 析 侨 一 个 急 同 或 某 种 洞察 变 得 很 困难 . 数学 的 这 一 部 分 
的 基本 主题 , 微 积分 即 是 建立 在 诸如 极限 等 新 概念 之 上 的 ,它们 比 代数 和 几何 的 概念 更 为 精致， 
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也 是 建立 在 一 大 批 新 的 技术 之 上 的 , 微 积 邹 之 后 还 有 许多 的 主题 ,例如 常 微分 方程 , 偏 微分 方 
程 ; 微 分 几何 , 变 分 法 ,以 及 单 复 变 函数 . 所 有 这 些 都 用 到 微 积 分 . 然而 不 容易 用 一 个 统一 的 观点 
来 处 理 它们 . 此 外 ,在 数学 的 三 个 主要 领域 中 ,分 析 的 概念 和 技术 对 于 侠 究 自然 界 又 最 为 重要 ， 
所 以 本 书 中 对 整个 数学 本 身 作 的 概述 只 好 暂 付 厥 如 ， 


不 管 怎样 ,在 这 本 书 的 许多 文章 中 可 以 搜集 到 大 量 有 关 分 析 的 内 容 . 例如 ,在 这 一 部 分 中 总 
柯 尔 白 也 的 文章 提供 了 一 个 精彩 的 歼 曼 几何 引 论 , 它 是 微分 几何 的 一 部 分 并 且 确 实 是 应 用 于 相 
对 论 的 那 一 部 分 , 在 第 五 部 分 中 爱 因 斯 坦 和 颁 莫 夫 tGamow) 的 文章 也 讨论 了 这 个 应 用 .有关 微 
分 方程 如 和 何 应 用 可 从 纽曼 (Newman) 在 第 二 部 分 中 关于 拉 普 拉 斯 和 麦克 斯 韦 的 传记 及 第 五 部 分 
犹 拉 吏 (Dirac) 的 文章 中 上 略 知 一 二 . 

不 过 数学 是 一 个 积累 的 发 展 , 想 写 一 篇 综述 就 能 解释 清楚 那些 必需 广泛 背景 的 深刻 的 课题 
真是 一 个 奇迹 , 如 果 说 学 习 数 学 有 什么 困难 的 话 ,那么 困难 并 不 在 于 那些 概念 的 内 涵 有 多 难 , 而 
只 是 必须 循序 地 向 握 大 量 的 概念 . 因此 掌握 了 初等 数学 的 读者 可 以 满怀 信心 地 去 阅读 许多 文章 
的 文献 目录 中 所 推荐 的 其 他 有 关 分 析 的 读物 . 


虐 维 斯 (Philip J], Davis) ,1964 年 9 月 号 


清 银 行 帐 单 方面 他 们 同 任何 其 他 大 会 遇 色 同样 的 困难 ,并 且 他 们 更 愿 用 干 面 的 轶 闻 来 
支持 自己 的 看 法 ,这 就 是 牛顿 是 造 币 厂 的 厂 长 ,但 却 雇 了 个 帐 房 先 生来 管 他 的 帐 . 他 们 
更 认为 计算 扩 和 电脑 之 开发 就 是 如 同 的 村 来 帮助 数学 家 的 ， 
所 有 这 些 都 是 显然 无 关 紧 要 的 . 如 果 不 是 数学 家 , 谁 来 充当 奇数 和 偶数 , 方 数 和 贺 数 的 管理 
员 ? 难道 我 们 应 当 向 别 的 其 他 的 权威 人 士 去 打 煌 和 求助 有 关 辈 波 那 站 (Fibonacci) 数 , 刘 维 尔 
(Liouville) 数 , 超 复数 以 及 超 限 数 的 知识 吗 ? 我 们 别 把 事情 搞 错 了 :数学 今天 是 并 且 一 吉 是 出 类 
拨 蔡 的 数字 游戏 , 美国 大 数学 家 伯 克 荷 夫 (G, D, Birkhoff) 有 一 次 说 ,有 关 整 数 提出 的 简单 的 难 
题 曾经 是 几 个 世纪 以 来 振兴 数学 的 一 个 源泉 ， 
数 是 文明 开化 的 不 可 误 缺 的 工具 ,用 以 将 人 类 活动 纳入 一 定 的 秩序 . 数 的 最 初始 的 应 用 中 ， 
是 充当 识别 标志 :如 电话 号 码 , 汽 车 驾照 ,邮政 编码 一 样 等 . 在 这 个 水 平 上 我 们 只 区 别 一 个 数 与 
为 一 个 数 ; 这 些 数 并 不 服从 算术 运算 , (我 们 怎么 也 不 打算 把 信 轩 斯坦 (]Leonard Bernsteiny 的 电 
话 号 码 同 伊 莉 不 白 。 泰勒 (Elizabeth Taylor) 的 电话 号 码 加 起 来 . * ) 在 稍微 高 一 点 的 水 平 上 ,我 
们 应 用 正 整数 的 自然 顺序 :如 在 买 肉 的 柜台 上 按 号 数 排队 ,或 者 在 赛跑 终点 排名 次 顺序 . 这 里 仍 
然 无 需 对 数 作 运算 ;我 们 感 兴趣 的 是 一 个 数 是 否 比 另 一 个 数 大 或 小 , 得 到 我 们 问 :“ 多 少 ?” 这 一 
除息 时 才 嘉 正 用 到 全 面 的 意义 下 的 算术 . 这 时 我 们 才 必 须 面 对 加 ， 碱 , 习 , 除 ,平方 以 及 关于 数 的 


wren 但 是 大 多 数 数学 家 并 不 同意 . 他 们 指出 ,在 弄 


* 译注 : 伯 因 斯坦 是 20 世纪 伟大 的 古典 音乐 指挥 家 之 一 ,而 伊 莉 莫 白 .泰勒 是 著名 的 女 电 影 明星 . 
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新 世界 的 数 ,用 点 和 杠 记号 ,记录 了 坚 西 哥 维 拉克 鲁 欧州 一 坪 残 破 的 奥 尔 美 克 砚 的 日 期 

每 个 点 等 于 一 单位 ;每 个 杠 等 于 五 , 这 些 数 表 示 士 不 400 年 "(在 图 的 上 端 没有 印 出 来 ) ,加 i6 

个 20" 年 "[ 即 最 上 的 残留 数字 , 它 的 点 受 饥 了) ' 加 六 "年 ". 每 年 有 360 天 ,加 16" 月 "每 个 有 20 

天 ,加 18 天 :从 该 系统 的 神秘 的 纪元 起 总 共 经 过 的 时 间 约 3,127 “年 ,采用 一 种 与 公元 纪元 换 
算 方法 ,这 等 价 于 公元 前 4 291 年 的 11 月 "并 且 是 两 半球 第 三 个 古老 的 日 期 的 记录 ， 
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更 加 精心 设计 的 讨论 . 


交 明 开化 的 复杂 性 反映 在 其 数 的 复杂 性 中 . 二 寺 五 百年 前 巴比伦 人 用 简单 的 整数 来 讨论 纺 
羊 的 所 有 权 , 并 用 简单 的 算术 来 记录 行 皇 的 运动 .今天 ,数理 经 济 学 家 应 用 答 阵 代数 来 描述 成 百 
上 千 的 企业 之 间 的 互相 关联 (参见 “社会 科学 中 之 数学 ”, 第 467 页 ) ,并且 物理 学 家 应 用 "和 希 尔 伯 
特 空间 ”-- 一 一 种 数 的 概念 ,高 于 正 整 数 七 个 抽象 水 平一 一 来 预测 量子 现象 (参见 “物理 科学 中 
之 数学 ” ,第 414 页 )， 

在 数学 中 用 到 的 数 系 可 以 分 成 五 个 主要 阶段 , 从 最 简单 的 到 最 复杂 的 . 它们 是 : (1) 仅 由 正 
整数 组 成 的 数 系 !(2) 其 次 稍 高 一 点 的 阶段 ,包括 正 的 和 负 的 整数 及 零 !(3) 有 理 数 ,包括 分 数 与 
整数 ;4)? 实 数 ,包括 无 理 数 在 内 ,例如 ri;(5) 复 数 ,引进 了 “ 虚 ” 数 v 一 1 

正 整 数 是 小 孩子 在 数 数 时 学 到 的 数 . 它们 通常 被 写作 1,2,3,4,… ,但 它们 可 以 用 许多 不 同方 
式 写 出 ,而 有 事实 上 确 也 如 此 . 罗马 人 把 它们 写成 工 , 和 [, 乌 , 苹 ,…; 希 腊 人 把 它们 写成 a,8,Y， 
3,…:; 在 只 包含 数 0 和 1 的 二 进 数 系统 中 ,对 应 的 数 被 写成 1,10,11,100,…. 所 有 这 些 变化 其 实 
是 一 回 事 :他 们 运用 了 不 同 的 记号 来 记 一 些 实体 ,而 对 这 些 实体 的 意义 和 顺序 人 们 的 理解 是 一 致 的 ， 

早期 人 类 只 需要 最 前 面 的 几 个 整数 ,然而 随 着 文明 的 进步 ,他 必须 发 明 越 来 越 大 的 数 . 这 个 进 
步 不 是 一 践 而 就 的 . 正如 肖 伯 纳 (Bernard Shaw) 在 (人 与 超人 》 中 说 :“ 对 于 不 能 数 出 比 自己 指头 更 
多 的 数字 的 从 林 人 而 言 ,十 一 是 一 个 不 可 数 的 极 大 的 量 ”, 迟到 公元 前 3 世纪 好 像 还 没有 系统 的 办 
法 来 表示 大 的 数 . 阿 基 米 德 于 是 在 他 的 著作 《 数 沙 者 中 建议 了 一 个 柴 重 的 办 法 称呼 它们 . 

正当 人 们 为 给 大 数 起 名 字 而 挣扎 时 ,希腊 数学 家 们 却 从 有 限 一 下 就 跳 到 无 限 . 上 述 系列 中 
在 4 以 后 用 三 个 小 点 :4,… 就 表示 这 个 跳跃. 它们 指出 在 4 后 面 有 一 个 整数 ,并 且 在 4 的 后 继 者 
后 面 还 有 另 一 个 ,如 此 这 般 跑 过 无 限 多 个 整数 . 对 于 古代 人 ,这 个 概念 是 想像 力 的 一 个 最 高 级 的 
举动 ,因为 它 与 所 有 的 物理 实验 和 宇宙 必须 是 有 限 的 这 一 哲学 信仰 都 是 背道而驰 的 . 这 个 大 胆 
的 无 限 概念 开启 了 数学 的 广阔 的 可 能 性 ,同时 它 也 创造 出 悖 论 . 它 的 涵义 时 至 今日 尚 不 能 完全 
看 透 . 

说 来 也 奇怪 ,从 正 的 到 负 的 整数 这 一 步 显 得 更 难 完成 . 负数 在 今天 看 来 很 平常 ,零下 10 度 
是 一 个 尽 人 和 丝 知 的 量 ,而 且 最 小 的 儿 意 也 会 熟练 地 倒 计 数 :“…… 五 ,由 ,三 ,二 ,一 ….…”. 但 是 希 
腊 人 只 在 用 代数 表示 正方 形 和 长 方形 面积 时 涉及 负数 ,例如 (a 一 5)? 一 一 2 十 至 (参见 第 148 
页 插图 ). 负数 直到 卡尔 赃 诺 (Girolano Cardano) 的 《大 术 》(Ars Magna) 于 1545 年 出 版 才 完 全 进 
入 数学 ， 

分 数 ,或 有 理 数 (它们 在 数论 中 的 名 称 ), 比 负数 更 为 古老 . 它们 出 现在 最 早 的 数学 手稿 中 并 
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数 的 概念 的 发 展 是 逐步 的 ,后 继 的 系统 包括 它 的 前 面 的 ,最 原始 的 概念 只 由 正 整 数组 
成 , 紧 接 着 是 一 个 推广 的 概念 将 零 和 负 整 数 包括 在 内 . 接着 添加 进去 的 两 个 概念 是 有 理 数 
和 无 理 数 ,后 者 可 由 它们 的 十 进 元 限 不 循环 小 数 式 来 识别 .这 使 完成 了 实数 系统 ， 最 后 一 
列表 示 复 数 ,它们 一 开始 是 想像 力 的 文艺 复兴 式 的 飞跃 ,后 来 则 被 证 实 对 数学 物理 和 工程 
技术 极为 重要 ,复数 由 实数 与 量 w 一 1( 或 写作 中 级 合 而 成 . 


且 早 在 公元 前 1550 年 在 埃及 的 莱 因 德 纸 草书 中 就 讨论 过 它们 了 . 现在 分 数 的 写法 (例如 1/4， 
1/5,8/13) 还 有 现在 对 它们 施行 算术 的 方法 则 是 从 15 和 16 世纪 开始 就 通行 了 . 今天 多 数 老 百 
姓 可 能 不 能 正确 地 将 1/4 和 1/5 相 加 .的确 ,难道 他 们 必须 经 常 短 这 种 事 吗 ?) 所 以 掌握 分 数 决 
个 是 一 个 现在 不 再 讨论 的 问题 . 近来 由 于 在 某 些 学 校 的 新 数学 课程 中 分 数 的 处 理 方法 不 同 , 先 
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成 取消 的 学 校 和 反对 取消 的 学 校 反 展 相 训 , 以 致 成 了 新 闻 界 长 期 争论 的 事情 . 这 场 争论 产生 于 
对 很 多 问题 都 有 分 歧 的 意见 ,诸如 学 校 数学 的 实践 的 和 美学 的 目的 应 当 是 什么 ;困惑 的 外 行人 ， 
早餐 时 一 边 吃 着 鸡蛋 喝 着 哪 啡 一 边 读 着 报纸 ,可 能 已 经 留 下 这 样 的 印象 :他 们 曾经 学 到 的 有 关 
分 数 的 每 项 知识 都 是 错误 的 甚至 是 不 道德 的 ， 


算盘 三 是 塘 下 下 事 
晨 理 了 毒 。 走 
痢 

埃 政 人 | l 中 如 nn nl 
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转 中 把 古代 和 近代 关于 从 1 到 16 的 数 的 记号 排 在 它们 用 两 柱 算盘 上 的 表示 法 下 方 . 这 六 
个 例子 中 除 两 个 以 外 都 以 10 为 底 ; 这 些 以 0 为 底 的 数 在 超过 和 0 时 数码 就 会 是 重复 数字 的 再 
次 出 现 , 不 论 这 些 数 码 的 记号 是 小 木 棍 或 者 每 个 数码 各 有 单独 的 符号 . 玛雅 记号 以 20 为 底 并 在 
数 子 5 以 后 重复 .二 进 系统 以 2 为 底 并 且 所 有 的 数 都 只 用 一 对 记号 0 和 1 来 写 出 .因此 二 或 者 
2 写作 10; 四 或 者 2 写作 100 ,而 八 或 者 23 写作 1000, 符 增 加 2 的 一 个 方 需 则 增加 二 进 记号 的 
一 个 数位 ， 


无 理 数 也 有 一 个 很 长 的 历史 . 在 公元 前 6 世纪 毕 达 了 哥 拉 斯 数学 学 派 曾 届 到 一 个 既 不 是 整数 也 
个 是 分 数 的 数 . 这 个 数 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 而 得 ,就 是 Y2: 边 长 为 一 个 单位 长 度 的 正方 形 的 对 角 线 


( 亦 即 边 长 为 一 个 单位 的 直角 三 角形 的 斜 边 ) 的 长 度 . 希腊 人 发 现 V2 不 能 表 成 任何 一 个 a/6 这 样 的 
数 ,其 中 a 和 5 都 是 整数 , 即 性 何 一 个 有 理 数 ,而 极为 困惑 不 安 , 因为 他 们 原来 认为 所 有 的 数 都 是 有 
再 数 ,这 个 发 现 等 于 说 正方 形 的 对 角 线 没有 数学 长 度 ! 希腊 人 解决 这 个 悖 论 的 办 法 就 是 认定 数 就 
是 长 度 .这 导致 了 -个 阻碍 算术 和 代数 真正 发 展 的 方案 ,从 而 希腊 数学 家 们 撞 上 了 石头 墙 . 

经 过 几 个 世纪 数学 的 发 展 和 成 熟 , 才 认 识 到 2 的 平方 根 可 以 用 在 小 数 点 后 最 后 一 位 后 面 放 


13, 数 147 


三 个 圆 点 来 表示 . 今天 ,我 只 要 在 一 个 小 计算 器 上 按 一 下 平方 根 键 便 得 到 管 案 : V2 一 1.414 21…- 
电子 计算 机 已 能 把 十 进 制 小 数 算 到 几 千 位 .任何 一 个 可 以 写成 如 下 形式 的 数 一 一 在 十 进 小 数 
感 左 边 是 一 位 或 几 位 整数 ,而 在 小 数 点 右边 则 是 整数 的 无 限 序列 一 一 这 就 是 一 个 “ 实 ” 数 , 我 们 
可 以 用 这 个 办 法 表示 正 整 数 ( 例 如 ,17 二 17.000 0…)，, 负 整数 (一 3 一 一 3.000 0…) 或 有 理 数 (17 其 
二 17.2000 0 ). 有些 有 理 数 不 能 表 作 右 端 为 一 串 零 ! 例如 ,七 分 之 一 的 十 进 小 数 为 1/7 = 
0.142 857 142 857 142 857… ,使 这 个 数 成 为 "有 理 的 "是 这 样 一 个 事实 , 它 在 十 进 小 数 点 右边 是 
由 间 样 的 一 段 整数 142857 无 限 反 复 循 环 . 被 称 为 “无 理 的 ” 数 则 是 那样 一 些 数 ,如 2 的 平方 根 ， 
在 十 进 小 数 中 它 是 一 个 无 限 的 不 反复 循环 的 序列 . 最 为 人 所 共 知 的 无 理 数 的 例子 是 ;Y7 = 
1.414 213 562 3… 和 一 3.141 592 653 5…, 无 理 数 当 然 都 包括 在 实数 中 ， 

在 复数 "领域 中 我 们 届 到 了 那 种 被 称 为 “ 虚 的 ” 数 一 一 “ 虚 ” 这 个 有 些 古 怪 的 词 还 是 算术 中 
民风 户 朴 的 时 代 的 一 个 术语 . 复数 的 特点 是 有 这 样 一 个 “ 量 ”V 二 工 , 它 乘 上 自己 得 一 1. 因为 这 公 


然 违 抗 了 两 个 正 数 或 两 个 负数 之 乘积 均 为 正 这 个 基本 规则 ， v 一 1( 或 通常 写作 iD 的 确 是 个 怪 果 
一 个 既 不 能 称 为 正 数 也 不 能 称 为 负数 的 数 . 莱 布 尼 获 于 1702 年 说 “虚数 是 上 帝 之 灵 的 奇妙 的 飞 
舞 ; 它 们 几乎 是 两 栖 于 存在 与 韭 存在 之 间 ”. 

从 文艺 复兴 以 来 ,虽然 数学 家 未 能 说 明 这 些 使 人 着 迷 的 虚数 是 什么 ,但 他 们 应 用 复数 (一 般 
形式 为 a 十 b v 一 1) 来 解 方程 并 发 现 了 许多 漂亮 的 恒等式 . 棣 莫 弗 (Abraham de Moivre) 发现 公 
式 (ceosg 十 v 一 Ising)" 一 coszg 十 ,一 Tsinng 欧 拉 发 现 另 一 个 相关 公式 : 

ev 一 一 ] 
(这 里 e 是 “自然 对 数 ” 的 底 ,2.718 28.…). 

复数 直到 19 世纪 数学 家 们 为 它们 找到 了 具体 意义 ， 以 前 始终 停留 在 纯粹 形式 计算 的 水 平 . 
挪威 的 书 赛 尔 (Caspar Wessel) 发 现 一 个 办 法 来 几何 地 表示 它们 { 见 第 150 页 插图 ), 从 而 这 便 成 
本 一 个 最 美的 结构 , 即 众 所 周知 的 复 变 函数 理论 的 基础 . 后 来 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 CWilliam 
Rowan Hamilton) 发 展 了 一 个 复数 的 代数 解释 ,每 个 复数 都 用 -一 对 通常 的 数 来 表示 . 这 个 观念 对 
于 代数 的 公理 方法 的 发 展 提 供 了 一 个 基础 . 

同时 ,物理 学 家 发 现 复数 在 描述 不 同 的 物理 现象 时 是 有 用 的 . 这 种 数 开始 进 人 静电 学 ,流体 
力学 ,气体 动力 学 ,交流 电学 ,各 种 其 他 形式 的 振动 系统 以 及 甚至 量子 力学 等 方程 之 中 当今 理 
论 物理 和 工程 学 的 许多 著作 都 是 用 复数 系统 的 语言 来 扎 写 的 . 


* 译 广 :已 有 人 用 计算 机 把 x 算 到 十 几 万 亿 位 . 
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在 19 世纪 数学 家 们 发 明了 许多 新 的 数 的 系统 , 这 些 现代 的 系统 中 有 三 个 特别 值得 注意 :四 
元 数 ,矩阵 和 超 限 数 ， 

四 元 数 是 哈密 尔 顿 的 伟大 创造 . 他 花 了 好 儿 年 深思 这 样 一 个 事实 ,复数 的 乘法 可 简单 地 解 
释 为 平面 的 一 个 旋转 . 这 个 概念 能 否 推 广 ? 能 否 发 明 一 类 新 的 数 并 定义 一 类 新 的 乘法 使 得 三 维 
空间 中 的 一 个 旋转 可 以 简单 地 表 为 乘法 ?哈密 尔 顿 称 这 样 一 个 数 为 一 个 “ 仁 ”( 三 元 数 ); 正 如 过 
塞 尔 表 复 数 为 二 维 平面 上 的 一 个 点 当 人 在 "可 以 表 作 三 维 空间 中 的 一 个 点 ， 

这 个 问题 是 一 个 嘲 不 动 的 核桃 , 它 长 时 间 地 留 在 哈密 尔 顿 的 心头 ,以 至 他 的 家 人 也 因此 为 他 


负数 被 希腊 人 用 直线 和 有 界面 积 而 具体 化 .他 们 完全 知道 以 a 一 b 为 
边 的 正方 形 按 面 积 等 于 以 a 为 边 的 正方 形 减 去 两 个 长 为 a 宽 为 b 的 长 方形 
表 加 这 两 个 长 方形 相 重 又 部 分 bz. 
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发 悉 , 如 他 自己 所 说 , 当 他 下 楼 去 吃 早餐 时 ,他 的 一 个 儿子 会 间 :“ 管 爸 ,您 能 把 仁 相 滋 了 玛 ? ”而 
爸爸 则 回答 ,不 ,我 只 能 把 它 相 加 和 相 减 ,” 

公元 1843 年 的 一 天 , 当 他 同 圳 子 一 起 治 着 都 柏 困 ”的 运河 散步 时 ,哈密 尔 顿 忽然 想起 一 个 
办 法 来 乘 仁 . 他 是 如 此 得 意 以 圣 他 至 出 一 把 小 刀 当 场 立 即 在 布 鲁 姆 桥 上 刻下 这 个 问题 的 关键 ， 
肯 宪 使 这 路 的 人 感到 迷惑 ,他 们 读 到 :“ 旦 一 站 一 天 一 东 一 一 1 

字母 i,j 和 k 表示 起 复数 ,哈密 尔 顿 称 之 为 四 元 数 ( 一 个 四 元 数 的 一 般 形 为 ea 十 下 十 吕 十 dk， 
其 中 a,6,e,d 为 实数 ). 正如 一 1 的 平方 是 一 1, 同 样 站 = 一 1 二 一 1 和 二 一 1, 四 元 数 乘法 之 
关键 是 交换 律 不 成 立 ( 见 第 150 页 之 表 ), 在 通常 数 的 情形 ab=5a4. 但 当 两 个 四 元 数 相 乘 而 交换 
因子 次 序 时 ,其 乘积 可 能 变化 ,例如 ,ij 一 k 但 ji= 一 k. 


Bb2 = ec a 二 be ce? 
局 十 外 三 中 1 十 1 严守 
mw 本 =5 c= Vi 


无 还 数 关 来 对 希腊 人 是 一 种 悖 论 ,他 们 不 能 想像 赋 不 是 整数 又 不 是 分 数 的 数 , 然 而 
他 们 能 几何 地 表 出 这 种 数 . 若 一 个 直角 三 角形 中 两 直角 边 分 别 为 3 和 4, 则 斜 边 长 必 为 
5. 它 也 是 有 理 数 .但 是 没有 等 于 Y2 的 有 理 数 ,虽然 YV2 是 直角 边 均 为 1 的 直角 三 角形 的 斜 
边 .事实 上 ,这 就 是 说 :一 段 可 以 触摸 的 而 县 很 容易 构 阁 的 线段 却 是 "不 可 度量 的 ". 
上 述 第 二 个 现代 概念 夭 阵 大 概 同时 是 由 贻 密 尔 融 及 英国 数学 家 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 
和 级 菜 (Arthur Cayley) 发 展 起 来 的 . 一 个 矩阵 可 以 看 成 数 排 成 的 一 个 矩形 列 阵 . 例如 


| 
2 0 4 


* 译注 :都 柏林 CDublin) 是 爱尔兰 首都 . 哈密 尔 顿 是 爱尔兰 人 ， 详 见 本 书 哈密 尔 环 的 传记 ，; 
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复数 可 以 用 一 种 几 僻 方式 来 表示 和 进行 运算 , 在 实 轴 即 x 轴 上 ,每 个 单位 是 1 或 ~1. 在 虚 
轴 即 y 轴 上 ,每 个 单位 是 ij= v 一 1 或 -1. 因 此 平面 上 的 所 有 点 可 以 给 定形 如 x+ yi 的 复数 .如 
果 一 条 直线 通过 原点 及 平面 上 任 一 点 (如 a 图 所 示 ) 旋 转 90 度 角 (如 bb 图 所 示 } ,其 结果 是 原来 
的 复数 乘 ”一 1 之 积 .c 图 中 表示 再 作 一 旋转 , 即 再 乘 以 1 的 结果 . 


由 哈密 尔 顿 发 明 的 四 元 数 
乘法 表 阅 述 了 这 些 虚 幻 的 量 的 
不 可 交换 性 .例如 , 量 j 这 一 行 ， 
屯 k 得 i, 但 k 行 磁 j 得 ~i. 这 三 
个 县 自 乘 都 等 于 一 1 


似 的 悖 论 . 每 一 个 整数 可 以 平方 ， 


是 一 个 年 阵 , 整个 列 阵 应 被 视 为 一 个 实体 . 在 这 样 的 情况 下 ,这些 
实体 之 癌 可 定义 加 法 ,减法 和 乘法 . 结果 是 得 到 一 系 庆 事物 , 它 
人 的 行为 酷似 通常 的 数 , 并 在 纯粹 和 应 用 数学 的 许多 部 门 有 所 
大 的 功效 . 

第 三 个 现代 的 数 的 概念 , 趋 限 数 ,显示 了 一 个 全 然 不 同 的 
观念 . 伟大 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (David Hilbert}) 提 出 一 个 非 
常 有 趣 的 设想 ,通常 称 之 为 “ 硕 尔 伯 特 的 旅馆 ?来 解释 它 , 那些 
去 参观 纽约 世界 博览 会 而 找 不 到 旅馆 的 那些 旅客 可 能 会 很 欣 
沉 它 ,一 位 旅 容 来 到 希 尔 伯 特 的 旅馆 想 租 一 个 房间 .“ 嗯 ”, 经 理 
说 " 客 满 了 ,不 过 这 不 是 不 可 解决 的 问题 ;我 们 能 够 为 你 腾 出 地 
方 米 ". 他 把 新 次 人 安排 在 1 号 房 ,将 ] 号 房 的 人 搬 到 2 号 房 ,2 
导 房 的 人 搬 到 3 号 房 ,N 叶 房 的 大 搬 到 六 十 1 号 房 等 等 , 这 个 旅 
馆 正 是 有 光 限 多 间 房 . 

然而 为 做 么 经 理赔 旅馆 “ 客 满 了 ”? 伽利略 注意 到 一 个 类 
由 此 我 们 可 以 断言 平方 数 与 整数 一 样 多 . 但 为 什么 会 这 样 , 按 


照 襄 知 的 事实 存在 不 起 平方 数 的 整数 ,如 2,3,5,6,…? 
数学 的 一 个 永 无 止境 的 迷人 之 处 就 是 : 它 的 最 南 手 的 迟 论 恰好 是 通 向 蓬勃 发展 的 漂亮 理论 的 
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道路 . 19 世纪 德国 数学 家 康 托 (Georg Cantor) 将 这 个 悖 论 转变 为 一 个 新 的 数 系 和 无 限 数 的 算 本 ， 

他 一 开始 定义 一 个 无 限 集合 为 一 个 可 以 与 自己 的 一 个 部 分 建立 一 一 对 应 关系 的 集合 ,例如 
整数 可 以 一 一 对 应 于 它们 的 平方 数 , 他 注意 到 每 个 可 以 与 所 有 整数 的 集合 建立 一 一 对 应 关系 的 
集合 必然 含有 无 限 多 个 元 素 ,他 记 这 个 " 数 ” 为 伯 ( 读 作 阿 列 弗 (aleph) ,和希 伯 来 文 第 一 个 字母 ), 康 
托 给 这 “第 一 个 超 限 基数 ”一 个 零下 标 . 接着 ,他 指出 有 无 限 多 个 另外 的 集合 (例如 实数 集合 ) 不 
能 与 正 整 数 建立 一 一 对 应 ,因为 它们 要 比 那 个 集合 大 得 多 . 它们 的 太 小 要 用 另外 的 超 限 基数 
(CNSN， 等 等 ) 来 表示 ,由 以 上 素材 出 发 , 康 托 发 展 了 一 套 算术 ,涵盖 了 通常 的 和 超 限 的 两 种 数 ， 
在 这 个 算术 里 , 某 些 通常 的 法 则 被 抛弃 了 ,我 们 得 到 一 些 陌生 的 等 式 , 如 兴 。 十 1 一 江 。 这 正好 用 
符号 的 方式 表示 出 那个 旅馆 悖 论 ， 

超 限 数 至 今 尚未 能 在 数学 之 外 找到 应 用 . 但 在 数学 内 部 它们 有 着 相当 大 的 影响 ,并 中 起 深 
刻 的 逻辑 的 和 哲学 的 思考 . 康 托 的 著名 的 “连续 统 假设 ”遗留 下 一 批 未 解决 的 问题 至 今 还 困扰 着 
数学 家 们 . 最 近 几 年 其 中 一 些 问题 己 被 加 州 大 学 们 克利 分 校 的 塔 尔 斯 基 (Alfred Tarski7 和 斯 坦 
福 大 学 的 柯 半 (Paul J，Cohen) 所 解决 *， 


我 们 已 经 复习 了 数 的 游戏 的 主要 事实 (或 剧 中 人 ); 现 在 我 们 必须 审查 一 下 游戏 规则 . 对 于 
非 数 党 家 而 言 这 似乎 是 一 个 显而易见 的 “练习 ”. 欧 儿 里 得 的 几何 是 建立 在 “自明 ”的 公理 之 上 ， 
但 是 在 19 世纪 严格 审查 这 些 公理 时 ,发 现 了 小 洞 . 为 了 把 几何 置 于 坚实 的 基础 上 ,必须 将 不 相 
容 人 性 的 弱点 加 以 修补 . 但 是 ,你 可 能 问 ,难道 关于 算术 和 代数 的 简单 规则 也 需要 审查 和 检验 吗 ? 
被 欧 几 里 得 公理 系 的 缺点 所 震撼 ,并 被 诸如 西元 数 这 些 新 的 数 的 概念 的 售 人 的 而 摇 所 驱使 ,19 
世纪 的 许多 数学 家 都 从 事 系 统 地 研究 数论 的 公理 . 

算 本 的 法 则 相互 独立 吗 ? 所 谓 独立 就 是 说 其 中 每 一 个 都 不 可 能 由 其 他 法 则 合乎 逻辑 地 导 
出 ,它们 真 的 是 基本 的 吗 , 或 者 它们 可 以 从 更 原始 的 ,更 简单 的 并 且 更 优美 的 一 组 法 则 推出 ?这 
类 问题 的 解答 是 用 公理 化 的 探究 方案 来 进行 的 ,而 且 至 今 仍 在 继续 进行 之 中 . 它们 中 的 某 些 问 
题 已 经 得 到 严格 的 并 且 从 美学 观点 看 也 非常 吸引 人 的 答案 ,而且 在 这 个 过 程 中 得 到 更 加 新 的 概 
念 ,如 “ 环 ”,“ 域 ”,“ 群 ”及 “ 格 ”, 每 个 概念 都 有 自己 的 一 组 有 关 运 算 的 法 则 以 及 自己 的 特有 理论 ， 

19 世纪 ?0 年 代 取 得 的 一 项 重大 成 就 是 建立 了 实数 的 一 组 公理 . 它 可 以 概括 成 一 句 话 , 实 数 
系统 是 一 个 “完备 有 序 域 ”. 这些 词 的 每 一 个 都 表示 一 组 法 则 而 定义 了 数 的 行为， 


* 译注 :连续 统 假设 问题 已 由 柯 恩 在 1963 年 解决. 他 指出 这 个 问题 是 所 请“ 不 可 判定 的 ” 详 见 本 书 
第 四 部 分 第 30 章 :“ 非 康 托 集 论 ”， 


152 亚 ., 几 个 数学 分 支 


首先 ，“ 域 ”这 词 表 示 一 个 数学 系统 ,在 其 由 加 法 乘 法 满足 熟知 的 法 则 , 苑 (1) 吉 法 交换 律 : 
z 十 yy 一 十 zi 条 2 加 法 结合 律 :zr 十 Cy 十 ss 三 (Cr 十 7 十 zf3) 科 法 迹 换 律 :ry 一 yx50d) 乘 法 结合 
律 :rftyz) 一 (zy)ztst5) 分 杞 律 :zf0y 十 z》 一 了 十 志 ， 

此 外 一 个 域 必 须 会 有 一 个 零 元 素 0, 它 由 下 述 性 质 刻 画 : 对 于 任何 元 素 x,x+ 十 0 一 zx, 它 还 包 合 
一 个 单位 元 素 1, 上 共有 人 性质;1* x 二 x. 对 于 一 个 域 中 的 任何 元 案 存在 另 一 元 素 一 * 使 得 一 x 十 
+ 二 0, 这 是 减法 得 以 建立 的 基础 . 域 的 和 田 一 条 公理 是 乘法 的 消去 律 , 妈 若 zy 二 xz 则 y 一 z({ 当 工 
不 等 于 零 时 ). 最 后 ,对 任何 不 为 零 的 元 素 +, 域 中 包含 着 一 个 元 素 1/z 使 得 x (1/x) 二 1. 这 是 除 
法 的 基础 . 简 言 之 ,一 :个 域 是 一 个 系统 (例如 有 理 数 ) 其 元 素 可 以 按 熟 知 的 算术 法 则 圳 , 减 , 飞 和 除 . 

赵 在 考虑 第 二 个 ,一 个 域 是 “有 序 的 ”如 果 它 的 元 素 可 以 比较 大 小 . 一 个 用 来 表示 这 个 性 
贰 的 速记 符 导 是 >, 意 思 是 “大 于 ”. 这 个 符号 要 求 满足 它 自 马 的 一 组 法 则 , 即 51) 三 分 律 :对 任何 
两 个 元 素 x? 和 yz7>yr 一 yy 或 yzr 这 二 个 关系 中 恰 有 一 个 成 立 ;[2) 传 递 性 :其 zy 并 有 日 y 人 > 
z* 则 zz>;3) 加 法 律 : 若 7 汪 y, 则 x 十 z=y 十 z;(4) 胶 法 律 ;车 xz 汪 yy 并且 z >0 ,NN ce yz. 

最 后 ,把 实数 系统 描写 为 “完备 有 序 域 "时 ,“ 完 备 ”-- 词 的 意思 是 什么 ? 这 必须 讨论 一 个 由 
类 似 y2 的 数 提出 的 问题 . 可 以 这 样 说 ,3 是 由 一 个 有 理 数 序列 给 出 ,如 1,1.4,1.41 ;1.414,-… 提 供 
了 v2 的 越 来 越 好 的 逼近 . 这 就 是 说 , 1: 二 1,(1.4): ==1.96; (1.41)? 一 1],998 1, (1 414)? 二 
1.999 396,…, 这 些 平 方 给 出 了 一 个 越 来 越 接近 2 的 数列 , 然而 注意 ,原来 的 数列 人 ,1.4,1.41，…) 
也 是 越 来 越 接 近 另 外 一 个 数 , 我 们 认为 VZ 就 是 这 样 一 个 逼近 序列 的 “极限 值 为 此 我 们 需要 一 个 
精确 的 概念 来 表示 这 样 一 句 话 :一 个 序列 中 的 数 越 来 越 接近 另外 一 个 数 ”, 并 且 我 们 需要 -一个 保 
证 ,我 们 的 数 系 是 内 含 足够 丰富 的 ,足以 为 所 有 这 样 的 序列 都 提供 一 个 极限 数 . 

眠 随 者 康 托 的 脚步 走 ,考虑 我 们 的 有 序 域 中 的 一 个 数列 . 我 们 将 说 这 个 序列 的 数 越 来 越 接 
近 另 外 一 个 数 , 如 果 序 列 中 充分 远 的 任意 两 个 数 之 差 可 以 小 到 如 我 们 所 希望 的 那样. 这 意思 是 
说 ,例如 , 弃 分 远 的 所 有 项 互相 相差 至 多 1/10. 如 果 你 愿意 走 得 更 远 些 . 它 们 可 以 向 到 相差 至 多 
17100, 还 可 以 进一步 做 下 去 ， 这 样 的 一 个 数列 称 为 一 个 “正则 序列 *”, 一 个 有 序 域 称 为 一 个 “完备 
的 有 序 域 ,如 果 对 应 于 其 中 元 素 的 任意 正则 序列 ,存在 域 中 一 个 元 案 而 此 序列 台 近 它 为 极限 信 . 
这 就 是 “完备 性 法 则 ”, 有 理 数 之 间 的 “ 间 脐 ”已 经 被 填 弃 了 . 这 是 实数 系统 的 最 后 一 条 公理 要 求 . 


所 有 这 些 法 则 看 上 去 是 如 此 初等 ， 它们 几乎 不 需要 叙述 ,更 用 不 着 费力 去 分 析 , 然而 ,系统 地 
研 冤 它 们 的 方案 却 受 到 广泛 的 褒奖 ， 多 年 的 琢磨 使 得 公理 系统 已 经 化 约 为 高 度 简 化 的 形式 . 已 经 
冬 惕 为 了 描写 和 运算 实数 系统 我 们 方才 列举 的 那些 法 则 是 必 不 可 少 的 ,并 且 也 是 充分 的 ,用 趟 关 
骨 通 蛇 添 足 去 加 上 什么 ;也 不 能 丢掉 它们 中 任何 一 条 ,否则 这 个 系统 便 坏 了 . 并 且 , 如 我 曾经 说 过 
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的 ,这 个 公理 探究 方案 已 经 解答 了 若干 有 关 数 的 基本 门 题 , 并 且 产 生出 大 量 的 富有 成 果 的 新 概念 ， 

公理 探究 的 精神 志 及 全 部 现代 数学 ; 它 黄 至 渗透 旬 中 学 数学 的 教学 中 ,. 最 近 一 位 中 学 教师 
浊 我 说 性 在 过 去 的 日 子 里 ,过 程 的 法 则 虽然 印 在 糊 美 的 书本 之 中 ,但 是 在 谋划 里 基本 上 是 被 锦 
略 不 讲 的 , 而 今 精 美的 书本 已 被 分 解 为 许多 主要 过 程 .但 是 又 有 了 新 的 危险 , 即 学 生 可 能 懂得 按 
父 换 律 2 十 3 二 3 十 2. 但 不 知道 其 和 为 5. “当然 ,任何 事 都 可 能 干 过 头 . 特别 地 关注 半 公 理化 ,会 
类 但 干 一 个 舞蹈 小 组 迷恋 于 每 星期 会 面 只 讨论 皮草 设 计 , 而 不 跳舞 . 在 数学 中 ,人 们 过 求 的 应 与 
在 任何 共 他 方面 一 样 , 是 坚实 的 平衡 ， 


我 们 已 经 考 志 了 数 的 运算 ;最 终 我 们 必须 面 对 那 个 更 为 基本 的 问题 ;归根 结 蒂 数 是 什么 ? 
今日 之 数学 家 倾向 于 用 太 多 的 公理 术语 来 回答 这 个 问题 ,而 不 用 认 识 论 的 和 哲学 的 术语 . 

为 了 阐释 数 ,或 更 为 了 创造 数 ,试用 综合 法 替代 分 析 法 看 来 是 聪明 的 , 这 个 方法 就 是 从 原始 的 
有 意义 的 元 素 出 发 ,然后 看 是 省 能 一 步 一 步 构 作出 一 些 元 素 , 得 到 对 应 于 实数 系统 的 那个 事物 . 

我 们 可 以 采取 正 整数 作为 原始 的 元 素 . 它们 是 字 宙 的 一 个 具体 的 方面 ,其 表现 形式 可 以 是 
人 类 手 上 指头 的 数目 或 任何 别 的 要 计数 的 东西 .正如 19 世纪 德国 数学 家 克 罗 内 克 (Leopold 
Kroneckezr) 说 的 , 正 整 数 是 上 帝 的 劳作 ,而 所 有 其 他 的 数 则 是 凡人 的 劳作 . 在 19 世纪 末 , 意 大 利 
的 皮 亚 庶 (Giuseppe Peano) 提 供 了 用 五 条 公理 给 正 整数 一 个 本 原 的 描述 :(1)1 是 一 个 正 整 数 ， 
(2 每 个 正 整 数 有 一 个 唯一 的 正 整 数 为 其 后 继 者 ;(3) 没 有 任何 正 整数 以 1 为 后 继 者 ; (4) 不 同 的 正 
整数 有 不 同 的 后 继 者 ;(5) 设 一 个 命题 对 !1 成 立 ,再 假设 : 若 它 对 无 论 哪个 正 整数 成 立 , 它 也 对 该 束 
数 之 后 继 者 成 立 , 则 此 命题 对 所 有 正 整数 都 成 立 . (最 后 这 条 公理 是 著名 的 “数学 归纳 法 原理 ” ) 

现在 整个 事情 明朗 了 . 公理 :存在 一 个 皮 亚 诺 系 统 . 这 一 个 构 作 过 程 创造 了 正 整 数 ,因为 这 
个 皮 亚 诺 系 统 ,或 者 说 满足 这 五 条 要 求 的 对 象 系统 ,本 质 上 等 价 于 正 整数 集合 , 所 以 从 皮 亚 诺 的 
五 条 法 则 出 发 ,可 以 导出 正 整数 的 所 有 熟知 性 质 . 

一 旦 我 们 有 了 正 整数 供 我 们 使 用 和 塑造 ,我 们 就 可 以 继续 恰 快 地 前 进 ,如 克 罗 肉 克 所 建议 
那样 ,去 构 作 数 的 观念 的 推广 . 例如 ,由 正 整 数 的 运算 ,我 们 可 以 创造 负数 和 零 这 样 做 的 一 个 方 
便 的 办 法 是 将 正 整数 的 对 子 加 以 运算 . 考 处 一 个 -- 艇 的 对 子 (a,8) ,由 它 我 们 借助 运算 a 一 5 将 产 
生 一 个 整数 . 当 4 大 于 5 时 ,这 个 减法 产生 一 个 下 整数 ; 当 5 大 于 a 时 ,得 到 的 整数 a-b 是 负 的 ， 
当 a 等 于 5 时 , 则 a 一 6 为 零 . 因此 正 整 数 的 对 子 可 以 表示 所 有 或 数 -一 正 的 , 负 的 和 学 .但 是 一 
个 整数 可 以 被 许多 不 同 的 对 子 表示 ,这 的 确 产生 了 某 种 含糊 不 清 ; 例 如 ,对 子 (6,2) 表 示 4, 然 而 


(7,3),(8,4) 以 及 许 包 其 他 可 能 的 组 合 也 表示 4. 我 们 为 了 消除 这 种 含糊 不 请 ,干脆 约定 认为 所 
有 这 些 对 子 是 互相 恒 等 的 . 
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公 仅 应 用 正 整 数 , 我 们 就 能 够 写 下 一 条 法 则 , 它 将 决定 一 个 对 于 何 时 等 同 于 另 一 个 对 子 . 这 
个 法 则 是 ca, 二 (ec,q) 当 且 仅 当 a 十 d= 二 8 十 c, (注意 ,后 一 个 等 式 是 a 一 5 二 c 一 q 的 改 了 导 , 但 是 它 
没有 用 到 负 整 数 ,而 涛 法 项 要 用 . ) 容 易 让 明 为 确定 止 整数 对 子 的 恒 等 的 这 个 法 则 满足 支配 等 式 
的 三 条 算术 规则 , 即 (1) 自 反 性 :ay, 昌 一 (ab5f2) 对 称 性 : 若 (a :有 一 tea) , 则 (cd 一 (ay 的 
(3) 传 递 性 : 若 (a,0) 二 {ec,q) 并 且 {c,ad}==(e, 户 , 则 (a ,六 一 人 ey 门 ， 

我 们 可 以 进而 引进 一 些 约定 来 定义 正 整 数 对 子 的 加 法 和 乘法 ,而 这 一 次 又 只 用 到 正 整 数 . 
对 于 加 法 我 们 有 ka, 的 十 cg) 一 (十 cp 十 cd . 因为 (的 表示 a 一 6 而 (c,4}) 表 示 c 一 dd, 这 符 加 
起 来 就 是 (a 一 起 十 (ec 一直 .从 代数 上 说 , 它 等 于 (a 十 cj) 一 (5 十 d), 而 这 是 由 等 式 的 右 端 的 对 子 
(a 十 csb 十 Q) 表 示 的 .类似 地 , 正 整 数 对 子 的 冬 法 定义 为 (a,5) ， (c,d) 二 (ac 十 bd,ad 十 bc), 这 里 
tab) (cD) 或 (a 一 和 (ce 一 dd) ,可 以 代数 地 表示 为 (ac 十 hq) 一 (ad 十 be) ,而 这 是 由 等 式 右 端的 对 
于 Cac 十 bqd yad 十 be) 表示 的 ， 

用 这 种 慷 整 数 对 子 来 操 必 ,我 们 可 以 仔细 验证 有 关 整 数 ( 正 的 , 负 的 和 零 ) 的 所 有 熟知 的 运 
算 ,而 获得 同样 的 结果 . 


已 经 构造 了 所 有 的 整数 (作为 正 整数 对 子 ) 后 ,我 们 可 以 继续 创造 所 有 其 他 的 实数 甚至 复数 
有 理 数 亦 即 分 数 可 以 构 作 为 通常 整数 系统 中 的 对 子 (a,5) ,其 中 a, 分 别 是 我 们 熟知 的 分 子 与 分 
母 ,所 以 都 是 通常 的 整数 , 正 的 或 负 的 ,但 是 应 该 限制 5 不 能 为 0. 有 此 限制 后 ,a 各 既然 已 经 是 整 
数 ,当然 如 上 所 述 又 都 是 正 整 数 的 对 子 . 例如 ea 一 (aa as) ,b= (6, ,bY 但 6b 关口 .这 样 一 来 ,有 理 数 
就 可 以 表 作 正 整 数 对 子 的 对 子 *. 对 于 由 有 理 数 的 无 限 序列 造 出 的 实数 ,我 们 只 能 采用 有 理 数 的 无 
限 序列 而 不 能 用 对 子 ， 当 我 们 来 到 复数 时 ,我 们 再 一 次 用 对 于 ;其 实 , 历 史上 第 一 次 (由 哈密 尔 顿 ) 运 
用 数 的 对 子 这 个 办 法 正 是 为 了 表示 复数 . 我们 可 以 把 一 个 复数 a 十 6。 v 一 1 想 成 一 个 实数 对 子 (a， 
5) ,对 子 中 的 第 一 个 数 表示 该 复数 中 的 实 部 而 第 二 个 数 表示 虚 部 . 现在 认为 责 个 对 子 相 等 当月 
仅 当 它们 含有 相同 的 实 部 和 虚 部 ;这 就 是 说 ,Ca,6) 一 (cyd) 当 是 仅 当 4a 王 + 并且 # 一 加 法 法 则 
与 实数 的 情形 类 做 :ke 六 十 (ce@ 一 (aa 十 5 二 这 平行 于 丙 个 实数 加 法 的 “通常 的 做法,(a 
tb V 一 1 十 (ce 二 中 vV 一 和 一 (十 c 十 全 十 dvV 一 工 复数 的 乘法 公式 (ep ，(c,d}= (ac—bd,ad 
十 如) 也 对 应 子 这 种 数 的 通常 滋 法 :Ka 十 5 二 Ty) (e+a v 一 力 一 (ac 一 sd) 十 (ad 十 ic) WT, 按 这 
些 法 则 操作 的 实数 对 于 就 可 以 复制 出 复数 的 全 部 我 们 所 熟悉 的 行为 . 而 神秘 的 /二 了 ， 那个 “在 
存在 与 非 存在 之 间 的 两 栖 物 ” 则 作为 数 的 对 子 (0,1) 泽 现在 公理 学 的 海洋 中 


* 译注 ;这 里 译 者 在 文字 上 作 了 一 些 增补 . 
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因此 ,经 过 这 四 个 步骤 的 构 作 和 抽象 ,我 们 从 原始 的 正 整数 前 进 到 复数 . 正 整 数 的 对 子 ,用 
某 种 方式 组 合 起 来 ,导致 所 有 的 整数 的 集合 .整数 的 对 子 ( 也 就 是 说 , 正 整数 对 子 的 对 于 )，, 用 一 
种 不 同 的 方式 组 人 台 赵 来 ,导致 有 理 数 . 有 理 数 的 无 限 序 列 导 殖 实 数 . 最 后 ,实数 的 对 子 导 致 复数 . 


前 面 我 们 介绍 了 关于 数 的 第 二 个 现代 概念 一 一 矩阵 (第 149 页 ), 其 实 惩 阵 的 元 素 都 是 
数 一 一 实数 或 复数 . 乍 阵 的 运算 规则 (游戏 规则 ) 也 就 归结 为 数 的 运算 规则 了 . 下 面 的 框图 就 可 
以 帮助 读者 理解 它们 . 


汪 


dl dd: ds bl bp, pb QTb aa 十 号 asth, 
< as Qe ib bh bol= ath as+bhb, ai 十 站 
Ad7 ds ds b: bs pb arTh astbs astbo 
了 0 0 一 8 0 1 ?7—& 0 二 0 9 二 1 一 0 1 
一 1 一 6 + 4 5 一 1i=|~—3 二 4 1 十 8 1 1 6 一 了 
0 0 3 咖 4 十 0 0 十 3 站 十 了 4 3 了 
Ul ds ds pp bb 6 htasbstabs ab;tasbs tasp, aib; Fa; bs a,b, 
as as|X ibs bs 本 | 一 | 十 as 有 十 as db asbs tasbe et 
ar ts day b; be bb, arbi Tasbha Fab arbitasbstasbs arb;tasbstasb, 
6 0 一 1] 4 2 3 24 十 0 十 5 112 十 0 十 1 18 十 0 一 7 29 13 11 
| 一 3 2 1X1 0 i | 4 十 站 一 1 2 一 3 一 2 3 一 18 十 14 | 一 1 一 6 一 3 -1 
8 5 —3 —] 7 32 十 0 一 30 16 十 5 一 6 24 十 30 十 42 2 15 96 


和 矩阵 是 数 的 矩形 列 阵 ,它们 自身 没有 数值 ,然而 可 以 当成 一 个 整体 来 处 理 , 从 而 在 适当 的 
情况 下 可 以 加 , 减 , 乘 或 者 除 .这 种 列 阵 提供 了 一 个 特别 方便 的 方法 来 计算 一 系列 相关 变量 的 
同时 变化 , 加法 可 以 在 一 对 行 数 和 列 数 都 相同 的 矩阵 间 进 行 ;我 们 一 行 一 行 地 来 做 , 先 把 头 _- 
个 矩阵 的 这 一 行 的 每 一 列 的 元 素 加 上 第 二 个 矩阵 的 对 应 元 素 ,于 是 组 成 一 个 新 矩阵 , (这 个 过 
程 在 上 方 图 中 用 文字 呈 示 , 紧 接 着 下 面 再 用 数字 重复 表示 一 次 . ) 乘 法 是 较为 复杂 的 过 程 , 这 时 
两 个 矩阵 不 必 有 相同 的 行 数 和 列 数 ,虽然 图 示 中 是 相同 的 ;一 个 3x2 的 息 阵 能 够 乘 一 个 2x3 
的 矩阵 , 左边 撼 阵 最 上 一 行 的 每 一 项 分 别 乘 右 边 矩阵 第 一 列 的 对 应 项 ;三 项 乘积 之 和 作为 乘积 
年 阵 的 第 一 列 第 一 行 的 元 素 . 用 隔 样 从 法 处 理 左边 抢 阵 最 上 一 行 与 右边 矩阵 第 二 列 , 就 得 到 乘 


积 和 矩阵 的 第 二 列 第 一 行 的 元 素 , 然后 再 与 右边 矩阵 的 第 三 列 相 乘 . 整个 运算 要 将 左边 矩阵 的 每 
一 行 重复 进行 完 . 
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回顾 将 我 们 与 毕 达 哥 拉 斯 隔 开 的 2 500 年 的 汕 长 岁月 eho 
溪流 .一 条 是 综合 的 溪流 ,起 源 于 用 小 术 根 记 数 ,并 进而 建造 复 林 度 越 来 越 增 大 的 数 的 概念 , 
像 用 原子 来 建造 一 个 复杂 的 分 子 一 样 . 另 一 方面 ,还 有 一 条 是 分 析 的 误 流 ,凭借 它 ， 下 学 实用 
复 术 性 分 解 为 最 原始 的 元 素 的 办 法 ,从 而 到 达 了 数 的 精髓 . 两 条 肖 流 都 很 重要 . 职业 数学 家 们 今 
天 倾 问 于 注重 数 在 科学 中 的 定性 放 面 ,同时 强调 数学 的 退 辑 结构 和 符号 的 潜力 .无 论 如 何 , 数 的 
新 驶 念 继续 不 断 地 在 新 杂志 中 出 现 , 并 且 现 代 化 的 数 的 理论 正在 迅速 地 在 我们 的 教育 系统 中 扩 
向 ,此 至 到 达 小 学 ,已 经 编 出 了 向 中 学 生 教 高 级 的 数 的 概念 (从 集合 论 到 算 阵 ) 的 教学 大 网 ,建立 
十 朗 内 会 ,看 来 这 样 说 不 会 错 的 : 它 将 会 激发 起 我 们 的 下 一 代 对 数 的 令 人 赞叹 的 应 用 以 及 其 神 
秘 性 的 空前 的 兴趣 ， 
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存在 无 限 多 个 超 限 基数 .最 熟 习 的 和 Wo 表示 正 整数 或 者 任何 一 个 可 以 与 正 整 数 建 立 一 
一 对 应 的 集合 中 的 "数目 "或 基数 . 这些 集合 是 可 数 的 .实数 的 基数 比 正 整数 的 基数 大 . 它 与 
一 条 直线 ,一 个 平面 或 者 一 个 高 维 空间 中 的 点 的 基数 相同 . 这 些 不 可 数 的 集合 记 作品 ， 所 
有 可 能 的 点 集 的 "数目 "是 一 个 更 大 的 超 限 基数 , 记 作品 “ 


* 译注 :最 后 两 句 话 应 改 成 :这 些 不 可 数 的 集合 的 基数 记 作 c. 比 愉 ， 大 的 最 小 的 基数 记 作 内, ,因此 
兴 1c. 实数 集 的 所 有 可 能 的 子 集 的 “数目 "是 一 个 更 大 的 赵 限 基数 2 比 呈 ， 大 的 最 小 的 基数 记 作 只 。, 因 
此 训 : 2.， 
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上 Ln 
1+ ni + 坊 


cmlrnit + 钢 
复数 的 美妙 被 用 几何 方式 来 转述 自然 对 数 之 底 6,r 与 vv 一 T 之 间 
的 关系 所 证 实 , 等 式 可 以 表示 为 一 系列 向 量 之 和 . 把 这 些 向 量 加 起 来 
并 在 复 平 面 上 逐 点 标 出 ,这些 点 形成 一 个 螺旋 六 向 等 于 cosm + isinm 
的 那个 点 *. 


* 译注 ; 原 书 误 为 等 于 一 1. 实际 上 , 当 mr 二 x 时 ,这 个 螺旋 会 缠 向 一 二 
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幸 泵 维 世 (Paul S$S. Herwitz),1951] 年 了 7 月 号 


的 三 位 水 了 发 更 他 们 有 在 的 吕 上 上 只有 粮 子 可 以 充 名 他 们 采集 了 一 大 堆 
1 与 椰子 ,然后 决定 在 将 这 一 堆 平 分 成 三 个 等 份 之 前 先 睡 一 党 .在 夜里 一 个 水 手柄 来 ,他 不 
信任 他 的 同伴 ,决定 不 等 天 亮 就 取 走 自己 的 那 一 份 . 他 发 现 当 他 琉 掉 一 个 李子 后 他 就 
能 把 余下 的 分 成 三 个 等 份 . 他 将 自己 的 那 一 份 埋 起 来 ,把 剩 下 的 放 成 一 堆 , 又 回去 睡觉 .过 了 一 
会 男 一 个 水 手 醒 来 也 做 了 同样 的 事 ; 他 扔 了 一 个 梯子 , 取 了 余下 的 三 分 之 一 埋 起 来 ,然后 回去 睡 
觉 . 下 过 一 会 ,第 三 个 水 手 和 他 的 同伴 一 样 多 疑 , 他 也 做 了 同样 的 事 . 现在 问 , 当初 水 手 们 至 少 要 
采集 多 少 个 椰子 才能 使 最 后 留 下 的 椰子 数 是 一 个 整数 ? (这 些 水 手 旱 上 起 来 发 现 椰 子 堆 缩小 将 
会 如 何 反 应 ? 我 们 把 这 个 问题 留 给 心理 学 家 .) 
设 + 表示 水 竺 们 采集 的 椰子 数 .第 一 位 水 手 埋 了 其 中 他 的 那 一 份 后 ; 留 下 2/3(x 一 1); 第 二 
位 留 下 273[L273(z 一 1] 一 1]; 最 后 的 等 式 是 2/312/3[2/3(zx 一 1) 一 11- 1) 二 y, 这 是 留 到 早上 的 
椰子 数 .这 个 式 字 简化 得 8x 一 27y 二 38. 作为 一 个 一 般 的 方程 ,x 有 无 限 多 个 不 同 的 值 的 解答 ,但 
从 我 们 的 特殊 问题 的 条 件 知道 x 和 y 必须 为 正 整 数 ,并 且 xz 是 使 得 y 为 一 个 正 整 数 的 最 小 的 正 
整数 , 这 最 后 一 个 条 件 为 我 们 确定 了 一 个 并 二 只 有 一 个 解答 , 即 水 平 们 当初 采集 的 椰子 的 最 小 
数 为 25 ,而 第 二 天 早上 剩 下 的 那 一 堆 椰 子 共 有 6 个 . 
假设 是 四 位 水 手 在 这 个 岛 上 并 且 也 互相 不 信任 , 划 我 们 的 问题 归结 为 方程 81z 一 256y 一 
525. 如 果 我 们 推广 这 个 问题 到 呈 个 水 手 ( 其 中 比 1 大) ,最 后 的 方程 为 (fa 一 sr 一 my 一 (一 
1 一 1 十 天 全 一] 十 十 3 一 1) 《图 点 列表 示 可 能 有 比 我 们 写 出 的 多 几 项 或 
少 几 项 . ) 这 个 方程 本 身 是 一 个 一 般 方程 cz 十 by 一 < 的 一 个 特例 ,其 中 所 有 数 都 是 整数 并 且 c 是 
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常数 许多 问题 都 导致 这 种 一 般 方 程 的 特殊 情形 , 这 种 方程 首先 是 由 希腊 数学 家 丢 严 图 (Dio- 


phantus) 于 公元 前 250 年 前 后 研究 的 ,从 而 被 称 为 丢 番 图 方程 . 
(> 
SD 


\# 
2 Men 
CT 0 


i 


多 疑 的 水 手 们 一 个 一 个 醒 来 去 将 一 堆 椰 子 分 成 三 等 份 .当初 那 堆 椰 子 的 最 小 数 是 多 少 ? 图 
上 并 没有 皇 示 所 有 的 椰子 . 


丢 严 图 方程 是 数论 的 一 块 基石 . 这 个 研究 分 支 的 目的 是 发 现 整数 的 性 质 , 它 的 原理 经 常用 
来 解决 像 水 手 和 椰子 这 类 数学 难题 ,但 这 个 事实 不 应 使 大 误 认 为 数论 不 是 别 的 ,只 是 科学 中 的 
珍品 . 整数 的 许多 性 质 看 似 简单 ,其 证 明 常 常 需要 大 量 优秀 的 数学 家 花费 多 年 的 心血 来 完成 ,而 
且 数 论 长 期 以 来 已 成 为 数学 中 的 一 个 重要 分 支 著名 的 17 世纪 法 国 数学 家 费 马 (Pierre de Fer- 
mat) 被 认为 是 现代 数论 之 父 . 费 马 发 现 了 许多 有 趣 的 性 质 , 它 们 决 不 是 显然 的 ,也 不 是 表面 的 . 
所 谓 的 费 马 大 定理 可 能 和 古代 的 三 等 分 任意 角 问 题 一 样 著名 . 费 马 习惯 于 在 他 的 书 的 页 边 写 下 
注 记 .定理 ,而 不 写 证 明 . 在 他 的 那 册 丢 番 图 的 《算术 》 书 的 一 页 旁 他 写 下 了 以 下 “定理 ”方程 
x" 十 y" 二 z" 对 于 大 于 2 的 wn 没有 非 平凡 解 . 所 谓 平凡 解 是 指 z,y,z 都 是 零 .* 费 马 官 称 他 已 


rr 


* 译注 :应 为 xys 一 0. 整个 定理 的 叙述 应 为 ; 当 mr>2 时 ,xz* 十 六 一 加 没有 正 整数 解 . 
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得 到 这 个 “定理 ”的 一 个 证 明 ,然而 时 至 今日 对 于 所 有 # 的 值 还 没有 找到 一 般 的 证 明 , 虽 然 对 于 
特殊 的 的 值 已 有 了 许多 证 明 .“ 最 为 人 所 熟知 的 费 马 方 程 的 特殊 情形 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,其 中 
n 二 2. 毕 达 哥 拉 斯 原理 可 以 叙述 如 下 :如果 x 和 ;表示 直角 三 角形 的 两 个 边 之 长 而 z 表示 斜 边 
之 长 , 则 zx 十 二 <， 这 古 一 个 丢 香 图 方程 ,因为 未 知 数 的 个 数 比 方程 的 个 数 多 , 并且 要 求 整 
数 解 ， 


素数 和 合 数 的 概念 在 数论 的 研究 中 是 首要 的 .一 个 素数 是 一 个 只 能 被 它 自身 (或 其 反 和 号 数 ) 
以 及 十 1 和 一 上 所 除 尽 的 数 . 所 有 其 他 的 整数 “都 是 合 数 ,这 意味 着 它们 可 以 被 荣 个 不 同 于 它们 
自身 也 不 同 于 1 的 数 所 除 而 得 一 整数 为 商 .一 个 合 数 总 可 以 写成 两 个 或 更 多 素数 之 积 . 头 几 个 
素数 是 2,3,5,7,11,13,17,19,23. 合 数 12 可 以 写成 三 个 素数 之 积 :2X2X3,. 为 了 寻求 一 个 只 会 
给 出 素数 的 简单 的 代数 公式 ,多 次 尝试 都 失败 了 . 最 著名 的 一 个 是 由 费 马 建 议 的 :他 相信 对 所 有 
正 整 数值 n 而 言 2: 十 1 是 一 个 素数 . 对 n= 二 1,2,3 和 4 他 分 别 得 到 素数 5,17,257 和 65,537. 但 
是 18 世纪 瑞士 数学 家 欧 拉 指出 当 n 二 5 时 ,结果 不 是 素数 :2: 十 1 二 4 294 967 297, 它 是 一 个 合 数 
府 可 以 分 解 因数 为 641X6 700 417. 事实 上 ,对 任 一 大 于 4 的 :的 值 尚未 证 明 22 十 ] 是 一 个 素 
数 ” .研究 这 个 公式 是 艰苦 和 困难 的 ,因为 即使 是 相对 小 的 二 的 值 也 会 产生 很 大 的 数 :例如 , 若 
n 王 7， 筑 马 数 将 大 于 34X10”, 即 34 后 面 上 中 上 37 个 零 . 也 有 另外 的 公式 到 某 一 个 ”为 止 都 得 出 
素数 ,例如 玉 一 十 入 , 它 对 小 于 4 的 整数 x 是 素数 ,n: 一 79n 十 1 601 对 于 小 于 80 的 整数 1 什 息 
素数 , 然而 还 没有 一 个 人 找到 一 个 公式 , 它 对 于 的 所 有 值 都 产生 出 素数 . 

素数 在 整数 中 的 分 布 是 非常 不 规则 的 . 19 世纪 德国 数学 家 狄 利 克 苗 (Peter Gustav Lejeune 
Dirichiet) 证 明了 在 每 一 个 算术 级 数 中 都 存在 着 无 限 多 个 素数 . ”” 一 个 算术 级 数 是 这 样 一 个 数 
列 , 其 每 项 是 由 前 一 项 加 一 个 确定 的 数 而 得 ;例如 1,3,5,7 就 是 一 个 每 项 加 2 的 算术 级 数 . 狄 利 
死 雷 的 证 明 属 于 数学 的 一 个 分 支 被 称 之 为 解析 数论 ,而 不 是 代数 数论 . 解析 数论 应 用 微 积分 和 
孙 数 论 来 研究 整数 性 质 . 犹 利克 雷 定 理 的 真实 性 可 以 由 某 些 特例 的 相对 简单 的 考虑 而 立即 可 以 
说 明 ,但 是 对 于 一 般 的 算术 级 数 ae 十 aa 十 2 等 等 直到 最 近 还 必须 应 用 高 度 技 巧 性 的 方法 来 
证 明 此 定理 , 1949 年 ,普林斯顿 高 等 研究 所 的 当时 还 是 青年 的 数学 家 赛 尔 伯 格 (Atie Selberg ) 发 


* 译注 :已 于 1994 年 由 怀 尔 斯 (Adrew J. Wiles) 以 及 索 勒 (Richard Taylor) 完 成 了 一 个 证 明 . 
x*# 译注 :十 1 和 一 1 都 不 算 素 数 , 这 是 由 于 数论 中 一 个 基本 定理 所 需要 的 . 困 此 这 人 句 话 应 该 改 为 十 1 
和 一 1 除外 的 一 切 非 素 数 . 
xs ”译注 ;至 少 对 于 48 个 的 值 22 十 1 是 合 数 . 
*#*## 译注 : 怖 加 条 件 : 首 项 与 公差 也 案 ， 


CC 
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表 了 一 个 证 明 , 它 将 狄 利克 雷 问 题 置 于 一 个 新 的 观点 之 下 . 赛 尔 伯 格 的 工作 重新 唤起 了 人 们 对 
这 个 间 题 的 兴趣 ' 他 的 这 个 证 明 以 及 伴随 着 的 若干 个 相关 的 证 明 给 他 带 来 了 国际 声望 
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笋 马 在 一 本 书 的 页 边 上 写 下 一 个 关于 数 的 困难 定理 好 
儿 代 数学 家 寻求 其 证 明 , 但 是 不 成 功 : 


有 关 素 数 分 布 的 一 个 尚未 解决 的 问题 是 挛 生 衰 数 问题 所 有 大 于 2 的 素数 均 为 奇数 ,因为 
任何 偶数 可 被 2 除 . 在 奇数 序列 (1,3,5,7,9,11 辣 等 ) 中 已 经 找到 某 些 对 相继 的 数 都 是 素数 ,内 
此 称 它们 为 李 生 素数 ,如 3 和 5,5 和 7,1] 和 13,17 和 19,29 和 31 虽然 人 们 认为 这 种 挛 生 素数 
为 数 无 限 ,但 岚 无 人 成 功 地 证 明 了 这 是 对 的 ， 

一 类 有 关 素数 的 问题 是 由 一 位 德国 中 学 数学 教师 哥 德 包产 CChrio。 CGroldbach) 于 1742 
年 写 给 欧 拉 的 信 中 提出 的 . 二 巴 忒 说 ,他 相信 每 个 偶数 可 写成 两 个 素数 之 和 ,并 问 欧 拉 能 到 下 
一个 例子 推翻 它 . 员 然 德 巴 蕉 在 数学 史上 之 为 人 所 知 只 在 于 他 所 了 这 个 猜测 ,他 
的 名 字 由 ”这 个 尚未 解决 的 问题 而 将 继续 为 人 们 所 记 任 


如 果 不 氢 述 伟大 的 德国 数学 家 高 斯 (Can Friedrich Jauss)《1777 一 1855) 则 有 关 数 论 的 讨论 
便 不 会 算是 完全 的 . 在 他 的 《算术 研究 》 中 高 斯 对 数论 做 出 了 不 梧 的 贡献 我 们 现在 将 只 考虑 他 
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在 这 本 书 中 研究 过 的 许多 问题 中 的 一 个 , 这 就 是 数 的 同 余 的 概念 ,高 斯 定 闵 如 下 :如 果 两 个 整数 
之 差 4 一 思 可 以 被 第 三 个 整数 ¢ 所 整除 , 则 我 们 说 a 模 c 同 余 于 5, 或 简称 a 同 余 6 模 c. 例如 ,19 
同 余 7? 模 3, 因 为 19 一 7 二 12 而 12 可 被 3 整除 . 需要 用 “局 余 ”" 和 “ 模 * 这 两 个 专门 的 词 ,暗示 我 们 
这 个 概念 的 重要 性 . 前 一 个 词 炉 自 拉丁 文 congruere, 意 思 是 相 重 或 者 一 致 ,市 后 一 词 来 自 拉丁 
文 modulus, 意 思 是 一 个 小 的 度量 . 数 c 在 某 种 意义 上 起 着 度量 a 与 5 的 “相同 性 ”的 作用 . 

当 一 个 数 可 被 男 一 数 整除 时 , 头 一 个 当然 是 第 二 个 的 箔 数 ; 因 此 ,由 于 6 可 被 3 整除 , 它 是 3 
的 倍数 ,等 于 3 乘 以 2. 于 是 同 余 概 念 可 以 表示 为 等 式 4a 一 5 二 kc, 其 中 上 表示 乘 数 . 这 义 可 以 写成 
4 一 bke. 到 韦 在 为 止 我 们 还 没有 人 磁 到 本 质 上 新 的 东西 . 高 斯 工作 的 重要 性 来 自 他 引进 的 一 个 记 
号 上 的 小 修改 所 具有 的 含意 - 高 斯 把 上 面 第 二 个 等 式 写 成 a 三 b(mod c) , 它 污 作 ,a 同 余 于 上 模 c. 
由 此 我 们 可 以 推断 a 与 之 间 的 关系 的 重要 性 在 于 它们 相差 < 的 一 个 倍数 ,而 那个 乘 数 (原来 等 
式 中 的 如 是 相对 说 来 不 重要 的 . 

从 一 个 稍微 不 同 的 角度 看 ,如 果 在 等 式 ae 一 5 十 此 中 整数 5 小 于 c, 但 是 大 于 或 等 十 零 , 则 5 
表示 a 被 c 除 之 余数 .例如 ,19 是 同 余 于 1 模 3, 可 以 写作 19/3 一 6 十 1/3, 或 19 二 1 十 6X3. 这 里 
4 一 19,6 富 1,c 二 3, 上 二 6, 并 且 19 除 以 3 余 1. 其 次 ,18 是 同 余 于 零 模 3 可 以 写作 ]8/3 二 6 ,或 18 一 
0 二 6X3. 在 这 个 情形 ,a 一 18,b 二 0,c 一 3,k=6 而 18 除 以 3 余 0， 用 同样 办 法 ,20 是 同 余 于 2,21 
是 同 余 于 堆 ,22 是 商 余 于 1, 均 取 模 3. 换 句 话说 ,关于 模 3 所 有 的 数 都 同 余 于 数 0,1 或 2 中 之 
一 . 如 果 模 数 是 表 作 一 般 的 c, 则 关于 ec, 每 个 数 是 同 余 于 从 50,1.… 直 到 -一 1 中 的 某 个 数 . 一 共有 
< 种 情况 . 事实 上 ,用 这 种 方法 来 考虑 整数 就 把 每 一 个 整数 放 人 入 c 类 中 之 一 类 中 ,每 个 类 由 数 0， 
1, 等 等 直到 c 一 1 中 之 某 一 个 来 代表 . 例如 , 模 3 而 言 数 18,21,24， 等 等 ,将 被 放 人 由 数 0 代表 的 
类 中 ,因为 当 这 些 数 中 的 每 一 个 被 3 除 时 余数 均 为 零 ; 数 17,20,23,26, 等 等 将 被 放 和 由 数 2 代 
表 的 类 中 ,因为 被 3 除 时 它们 的 余数 是 2, 如 此 等 等 这 个 处 置 的 收获 是 我 们 不 需要 考 虚无 限 多 
个 整数 ,而 只 考虑 有 限 多 个 类 . 在 一 定 意义 下 一 个 特殊 类 中 所 有 的 数 本 质 上 是 -_ 样 的 ,因为 它们 
在 被 模 数 除 时 有 一 样 的 余数 . 

里 然 用 这 种 办 法 来 研究 数 似 乎 有 些 复杂 ,但 实际 上 我 们 每 天 都 在 使 用 它 , 只 不 过 没有 看 出 
这 个 过 程 而 已 . 例如 , 殷 设 我 们 谈论 到 从 零 年 开始 对 每 个 小 时 给 一 个 新 的 数 . 在 写 这 篇 文章 时 ， 
已 经 过 了 17 093 328 点 . 这 会 是 一 个 很 恼人 的 报时 法 ， 但 是 模 24 以 后 即 可 知道 :现在 是 午夜 刚 
过 . 我 们 所 做 的 是 将 一 天 的 小 时 看 作 模 24 的 24 个 类 中 的 成 员 ,这 24 个 类 分 别称 为 一 点 ,两 点 等 
等 直到 24 点 .在 实践 中 我 们 将 - -天 分 成 两 个 半天 并 用 钟 面 上 只 有 12 小 时 的 钟 ,而 用 上 午 和 下 
午 来 区 别 两 个 半天 ) 因 此 一 天 有 24 个 “小 时 类 ”, 或 者 两 组 12 个 “小 时 类 ”. 类 似 地 ,一周 中 有 七 
个 日 类 ?而 一 年 中 有 12 个 “月 类 ” 有关 日 和 月 的 类 的 考虑 以 及 某 些 天 文学 的 数据 容许 高 斯 能 
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用 同 余 性 及 其 应 用 的 法 则 来 表示 它们 ,依靠 阴历 和 各 阳历 ,使 我 们 能 容易 地 确定 复活 节 和 和 其 他 节 
日 .类似 的 , 同 余 性 也 帮助 我 们 去 寻找 任何 一 年 中 的 任何 一 天 是 某 周 的 某 日 ;因此 我 们 可 以 说 
出 哪 一 年 的 ] 月 13 日 将 成 为 星期 五 ,再 一 年 从 7 月 4 提起 将 接着 一 个 长 周末 所 ,以 及 其 他 等 等 . 
有 一 个 众所周知 的 算术 法 则 ;一 个 数 能 被 9 整除 , 仅 当 其 各 
个 位 数 之 和 能 被 9 整除 . 这 个 法 则 以 及 其 他 类 似 法 赠 可 以 很 容易 
地 用 同 余 性 概念 证 明 . 让 我 们 取 数 234, 它 的 各 个 位 数 之 和 为 2 十 
3 十 4 一 9. 这 个 数 234 可 以 写成 2X10: 十 3X10 十 4. 我 们 将 它 表 
为 六 ,而 将 2 十 3 十 4 表 为 中 出 N 一 rn 为 (2X10: 十 3X10 十 4) 一 (2 
十 3 十 4), 这 可 以 写成 (2X10: 一 2) 十 (3X10 一 3) 十 (4 一 4) ,并 日 
可 简化 成 2X99 十 3X9, 因为 9 和 99 均 可 被 9 整除 ,因此 差 N 一 
n 可 被 9 整除 : 换 句 话说 , N 是 模 9 同 余 于 n. 当 一 个 数 的 各 个 位 
数 之 和 是 9 时 ,如 我 们 的 上 述 例 子 : 这 个 数 被 9 除 后 所 得 余数 为 
等 . 当 那 个 和 是 一 个 大 于 零 而 小 于 9 的 数 时 ,这 个 和 便 是 该 数 被 9 除 后 所 得 之 余数 , 当 各 个 位 数 
之 和 大 于 9 时 ,我 们 可 以 再 用 以 上 过 程 来 决定 这 个 新 的 数 是 否 可 以 被 9 整除 . 例如 数 73 506 816 
是 模 9 同 余 于 36( 各 个 位 数 之 和 ) , 它 又 模 9 同 余 于 9. 由 此 可 见 , 该 数 可 被 8 整除 , 男 一 方面 , 模 
9 以 后 数 73 506 818 同 余 于 38; 而 38 同 余 于 11;11 又 同 余 于 2. 因此 73 506 818 被 9 除 余 2， 
任何 一 个 可 以 被 9 整除 的 数 也 可 以 被 3 整除 ,因为 3 可 以 整除 9. 于 是 我 们 可 以 陈述 一 个 新 
的 法 则 ,一 个 数 能 被 3 整除 , 仅 当 它 的 各 个 位 数 之 和 能 被 3 整除 . 类 似 的 考虑 使 我 们 得 到 另外 的 
法 则 :一 个 数 能 被 2 整除 ,如果 最 后 一 位 数 能 被 2 整除 ;一 个 数 能 分 别 被 4 或 25 整除 ,如 果 它 的 
最 后 两 位 数 形成 的 数 能 分 别 被 4 或 25 整除 ;一 个 数 能 被 5 整除 ,如 果 最 后 一 位 数 是 零 或 者 5. 
被 称 为 “ 合 九 法 "的 一 个 校 验 乘法 的 方法 就 是 以 被 9 除 为 基础 的 . 这 个 校 验 法 如 下 :为 了 检 
验 在 乘法 aXb==c 中 之 积 c 是 否 正 确 ,我 们 先 求 < 被 9 除 之 余数 和 上 5 被 9 除 之 余数 ,并 将 两 个 余 
数 相 乘 . 这 个 积 必 定 等 于 c 被 9 除 之 余数 ， 如 采 不 是 这 样 , 原 乘 式 中 所 得 的 c 之 值 便 是 错 的 . 这 个 
校 验 法 容易 实行 是 因为 为 了 得 到 余数 我 们 只 需 将 每 个 数 的 各 个 位 数 相 加 . 作为 一 个 例子 我 们 校 
验 乘 式 6 743X 826 一 5 569 718, 第 一 个 数 的 各 个 位 数 之 和 为 6 二 7 十 4 十 3 二 20 20 除 以 9 得 余数 
2 , 它 可 用 将 其 各 个 位 数 相 加 而 得 ,2 十 0 一 2. 类 似 地 ,第 二 个 数 的 各 个 位 数 之 和 为 8 十 ?十 6 一 16， 


每 行 每 列 和 两 个 对 角 
线 加 起 来 为 65 的 幻 方 . 


* 译注 :中国 历法 是 阴历 阳历 合用 的 ,并 由 此 推 竹 节 气 与 图 月 以 及 日 .月 蚀 等 等 ,而 不 是 如 人 们 习 懂 
设想 的 只 用 阴历 ， 因此 同 余 计算 和 不 定 方程 的 研究 在 中 国 数学 中 占 特殊 地 位 . 原 书 没有 说 “阴历 和 阳历 ”， 
这 是 详 者 加 的 ， 


xx 7 月 4 日 是 美国 国庆 日 . 这 里 讲 的 长 周末 类 似 我 们 的 “国庆 黄金 周 ”. 
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它 再 除 以 9 得 余数 为 7. 将 余数 相 乘 ,2x7=14. 这 个 数 的 各 个 位 数 之 和 为 1 十 4 一 5. 在 积 
5 569 ?18 中 备 个 位 数 之 和 为 41, 而 41 的 各 个 位 数 之 和 为 5, 因此 答案 可 能 是 正确 的 . 作为 一 个 
实用 的 方法 ,会 九 法 这 个 技巧 在 公 元 800 年 以 前 可 能 己 为 印度 人 知晓 ; 它 于 中 世纪 传人 欧洲 , 然 
而 隐藏 在 这 个 方法 背后 的 数学 理论 在 近代 数论 建立 之 前 是 不 容易 得 到 解释 的 ;请 想像 一 下 不 用 
同 余 性 的 概念 来 疹 明 这 些 做 法 的 理论 基础 是 如 何 困难 . 


数论 的 一 个 非常 有 趣 的 近代 应 册 产 生 于 电子 计算 机 的 领域 . 这 种 机 器 应 用 数 的 二 进 制 代替 
上 进 制 系统 . 我 们 涪 过 234 能 写成 2X10? 十 3X10 十 4; 这 是 10 的 宕 的 倍数 的 和 (4 可 以 写成 4% 
10 ),. 数 234 也 能 写成 2 的 鼎 的 信和 数 的 和 ,得 1X27(128) 十 1 X25(64) 十 1 X25(32) 十 OX2400) 十 
1 2 (8) 0X240) 十 1X2(2) 十 0X2%00), 此 处 我 们 用 " 底 ”2 代替 十 进位 系统 中 的 10. 取代 写 
下 一 长 串 2 的 穴 , 我 们 可 以 “ 删 去 底 ” 而 只 写 出 2 的 宏 的 乘 数 ,从 左 到 右 为 11101010. (读者 应 当 
注意 到 当 他 以 前 写 一 个 大 于 10 的 数 时 他 止 是 在 十 进位 系统 中 做 了 完全 一 样 的 事 ; 他 册 去 了 振 
10. ) 于 是 十 进 制 中 的 234 就 是 二 进 制 中 的 11101010; 类 似 地 ,十 进 15 是 二 进 1111 而 十 进 2 是 
二 进 10. 在 一 人 台电 子 计 算 机 中 二 进 制 有 极 大 优点 :用 到 的 数码 只 有 0 和 1. 在 机 器 “语言 "中 每 个 
1 可 以 表 作 一 个 电 脉冲 而 每 个 0 则 表 作 无 脉冲 . 用 这 个 办 法 一 台电 子 计算 机 可 以 非常 迅速 地 实 
现 数 的 运算 . 

特 回 到 游戏 和 谜 题 的 天 地 ,我 们 可 以 叙述 两 个 典型 的 曾 被 数论 学 家 研究 过 的 问题 . 第 -个 
起 辕 悉 的 酒色 问题 ,其 一 种 陈述 法 如 下 :一 个 人 有 一 个 5 加 仑 镶 子 和 一 个 3 加 仑 缸 子 . 他 起 从 酒 
店 掌柜 那里 买 4 加 仑 酒 而 掌柜 只 有 一 只 装 满 酒 的 8 加 仑 罐子 . 专 么 办 那个 人 才能 怡 好 量 出 4 加 
仑 而 不 酒 掉 一 滴 ? 花 一 番 思 考 后 你 会 想 出 ,他 用 3 加 仑 鱼子 量 出 3 加 仑 再 倒 人 5 加 仑 把 子 中 ,他 
再 倒 满 3 加 仓 继 子 曾 后 用 这 3 加 仑 将 5 加 仑 久子 倒 满 而 留 下 1 加 企 在 3 加 仑 多 中 ,于 是 他 把 装 
满 了 酒 的 5 加仑 钢 子 倒 回 8 加 仑 的 钠 中 ,而 将 3 加 仑 负 中 1 加 仑 酒 倒 人 5 加 仑 缸 中 . 再 用 3 加 仑 
甸子 从 8 加 仓 铅 中 景 出 3 加 仑 . 这 样 问题 就 解决 了 . 一 般 说 来 , 若 有 可 容纳 4,B 和 C 加 仑 的 二 个 
艇 于 并 要 求 量 出 了 加 仑 这 个 一 般 的 情形 已 经 用 数论 解决 了 . 这 就 是 ,已 知 对 哪些 4,B,C 和 呈 ， 
这 个 问题 有 解 ,并 且 量 的 办 法 也 弄 清 楚 了 . 

第 二 个 问题 是 所 谓 幻 方 . 一 个 幻 方 是 wr 个 整数 1,2,… ,x 排 成 n 行 列 使 得 每 一 行 每 一 列 
或 每 一 主 对 角 线 (左上 至 右 下 及 右上 至 左下 ) 的 数 之 和 都 相等 , 称 为 幻 和 22(22 十 1). 幻 方 曾经 
长 时 间 使 入 们 着 迷 , 并 且 许 多 数学 家 曾经 研究 过 它们 . 一 个 构 作 幻 方 的 方法 是 基于 同 余 概念 . _ 
个 运用 于 任意 奇数 的 方块 的 幻 方 构 作 的 简易 方法 在 第 163 丰 的 图 中 示 出 .例如 一 个 n=5 的 纪 
方 旦 孙 出 之 幻 和 为 65. 方块 的 每 一 格 ( 称 为 一 个 腔 ) 包 含 从 1 到 到 之 一 数 , 在 此 情形 #: 二 25. 放 
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人 腔 内 的 数 是 按 下 述 规则 依次 顺序 进行 ， 

先 将 1 放 人 最 底下 一 行 的 正中 的 腔 内 # 当 填 过 底 行 的 一 个 腔 后 ,下 一 个 数 就 放 人 项 行 的 右 
邻 列 之 腔 中 ;然后 便 依次 自 左上 往 右 下 顺 对 角 线 方 男 填 人 各 逐 内 ;一 旦 填 到 方块 之 最 右 列 的 一 
腔 后 ,下 一 个 数 就 填 人 低 一 行 之 最 左 腔 中 ;如 果 自 左上 往 右 下 顺 对 多 方向 的 下 一 个 腔 已 被 填 , 则 
将 下 一 数 填 入 刚 填 的 腔 的 上 面 一 个 腔 内 ; 填 到 最 底 行 后 ,就 又 转 入 顶 行 的 右 邻 腔 , 如 同 由 1 到 2 
那样 ; 当 最 右 下 角 的 腔 填 入 后 ,下 一 数 填 入 该 腔 的 上 面 一 个 腔 内 . 


幻 方 和 酒 缸 ,计算 机 ,素数 和 同 余 性 , 技 番 图 方程 和 海难 水 手 , 所 有 这 些 都 提供 了 理由 ,有 助 
于 解释 为 什么 数论 使 这 和 多 人 发 生 兴 趣 . 专业 人 员 和 业余 爱好 者 都 同样 被 这 些 问 题 的 精致 过 人 
所 吸引 ,而 且 他 们 的 工作 也 被 几乎 所 有 数学 分 支 所 感受 到 , 数论 的 问题 是 属于 数学 中 最 具有 挑 
战 性 的 ,可 能 因为 其 中 一 部 分 是 很 困难 的 . 所 幸 的 是 ,在 数学 中 也 如 同 在 其 他 科学 探索 一 样 , 正 
是 解决 一 个 问题 所 经 历 的 困难 驱使 着 人 们 继续 探索 其 答案 . 因为 人 类 相信 数学 科学 是 一 个 合 还 
辑 的 学 科 , 因 此 是 可 以 彻底 了 解 的 . 


训 边 方块 整个 是 一 个 幻 方 ,并 且 每 去 掉 复合 幻 方 也 整个 是 一 个 幻 方 并 且 它 的 
一 层 边 所 得 到 的 方块 还 是 一 个 幻 方 . 每 个 小 方块 同时 是 幻 方 . 


ls. 
代 类 


模 耶 尔 (W.,W. Sawyer),1964 年 9 月 续 


文明 直至 大 约 公元 1800 年 ;第 二 个 时 代 从 1800 年 至 现今 . 在 旱 期 人 们 考虑 数学 只 用 

到 它 论 及 的 事物 ;几何 是 讨论 形状 ,算术 是 讨论 数 , 而 代数 是 讨论 一 般 的 数 ( 用 任意 的 
符号 ,通常 用 字母 来 表示 ) 的 关系 和 性 质 . 三 角 不 太 吻 合 这 个 体制 ,因为 它 应 用 算术 和 代数 于 几 
何 ;解析 几何 也 不 太 吻合 , 它 将 几何 学 变 成 了 代数 学 的 一 支 . 不 管 怎么 说 ,在 整个 这 个 时 代 代 数 
的 她 位 或 多 或 少 是 清楚 的 ; 工 永远 表示 一 个 数 ， 

” 老 的 代数 为 许多 实战 的 和 科学 的 事业 提供 了 一 个 用 途 广泛 的 工具 . 考古 学 的 证 据 指出 求 圆 
柱 体 和 球体 的 体积 的 公式 在 古 埃及 已 被 用 来 计算 农民 的 谷物 总 量 以 确定 应 向 中 央 政府 上 缴 的 
税额 . 在 微 积分 和 天 体力 学 在 17 世纪 后 期 出 现 以 前 ,在 所 有 的 天 文 计算 中 代数 和 几何 是 一 对 这 
生 主 要 支柱 . 每 个 在 好 的 中 学 里 学 习 过 传统 课程 的 人 对 老 的 代数 的 基本 运算 都 是 熟悉 的 . 事实 
上 ,一 个 在 中 学 里 掌握 了 初等 代数 和 几何 的 人 就 能 很 好 地 学 习 直 到 1800 年 所 发 现 的 大 部 分 数 
学 而 无 需 大 的 心理 上 的 调整 . 其 理由 是 1800 年 以 前 的 数学 本 质 上 只 涉及 两 个 常识 性 的 观念 , 数 
和 形 . 

19 世纪 初 数学 的 这 个 观点 开始 改变 . 引进 了 两 个 新 的 观念 ,并 且 深 远 地 扩 展 了 数学 的 范围 . 
第 一 个 观念 是 数学 不 必 把 自己 限制 于 数 和 形 ,而 可 以 有 效 地 研究 任何 事物 (虽然 * 任 何事 物 ” 党 
常用 某 种 方式 继续 与 数 利 形 发 生 关联 ). 第 二 个 观念 是 将 抽象 化 的 进程 推 得 更 远 -_ 步 ,数学 时 党 
可 以 被 看 作 只 是 逻辑 的 过 程 , 并 不 是 与 哪个 特别 的 事物 有 关 . 

不 是 数学 家 的 那些 科学 家 都 被 第 一 种 观念 所 吸引 ; 它 表 明 数 学 可 以 有 比 前 一 个 时 代 曾 经 设 


| 数 作为 数学 的 一 个 分 支 的 历史 可 以 分 成 两 个 主要 时 代 . 第 -个 时 代 从 十 埃及 和 巴比伦 
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群 的 代数 如 何 应 用 于 物理 世界 ? 现在 把 一 个 假想 的 现象 图 解 如 下 :设想 一 面 墙 上 有 三 个 洞 出 现 三 种 不 
同 颅 色 .{a) 颜 色 顺 序 变化 有 六 种 不 同 的 方式 ; 5) 由 拉 墙根 的 六 个 按钮 而 定 .这 些 变化 或 运算 依照 满足 一 个 
群 的 四 条 基本 要 求 的 方式 出 现 ;(1) 如 果 一 个 运算 后 跟着 另 一 个 运算 ,结果 同 单独 施行 某 一 个 运算 一 样 : (2) 
一 系列 运算 满足 结合 律 ,用 符号 表示 为 x{yz)=(xy)z, (3) 对 于 每 一 个 运算 存在 一 个 逆 运 算 , (运算 3 与 5 互 
为 这 运算 ;其 他 运算 是 自己 的 逆 运 算 , )(4) 存 在 一 个 恒 等 运 算 它 保持 原来 顺序 不 变 ( 运 算 1). (cj) 是 一 个 表 ， 
任何 一 对 运算 的 结果 画 在 此 表 ( 该 表 称 为 一 个 和 矩阵) 中. (gq) 我们 所 观察 到 的 这 个 现象 有 一 个 “最 简单 的 " 物 
下 解 尖 :假设 墙 后 而 藏 着 一 块 适当 地 染 了 色 的 三 角形 木 块 .保持 与 墙 面 方向 一 至 ,三 角形 的 旋转 或 世 转 一 共 
分 有 六 种 不 同方 式 ,正好 对 应 于 从 墙 洞 申 看 到 的 六 种 颜色 的 安 徘 .这 个 特别 的 群 是 一 个 有 限 的 非 溉 换 群 | 省 
限 是 因为 运算 总 数 有 限 , 非 交 换 是 因为 运算 施行 的 顺序 会 影响 其 结果 (xy 不 必 等 于 yx) .在 (ej 和 {中 中 给 了 
这 个 群 的 非 交换 性 的 一 个 证 明 ,它们 显示 了 先 运算 3 后 运算 4 不 会 得 到 先 运算 4 后 运算 3 的 同样 结果 ， 
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想 过 的 提 广 大 得 多 的 应 用 范围 .第 二 个 观念 则 更 多 地 是 令 纯 粹 数学 家 倾心 ,他 们 认识 到 数学 研 
究 的 只 不 过 是 美丽 的 模式 . 在 这 两 种 观点 之 间 并 没有 真正 的 冲突 . 纯粹 数学 家 仅 因 其 美丽 而 变 
计 出 来 的 ,一 个 模式 ,可 能 会 证 明 与 物理 世界 的 某 个 方面 是 吻合 的 ; 反 过 来 ,由 科学 家 在 自然 中 
发 现 的 某 些 数学 模式 的 确 极 为 美丽 ， 

要 想 退 滴 这 山 个 新 观念 在 近世 代数 的 发 展 中 的 全部 或 大 部 影响 , 必 将 还 远 超出 了 任何 一 篇 
文章 的 篇 幅 , 一 方面 ,代数 本 上 壬 已 经 被 分 割 为 如 此 多 的 分 交 , 而 对 每 一 个 分 支 又 都 在 或 多 或 少 的 
扳 立 状态 中 进行 过 研究 . 另 一 方面 ,孤立 和 片断 的 信息 似乎 不 适合 于 大 众 读 者 ,他 们 不 可 能 知道 
能 说 明 这 些 片断 的 重要 性 的 那个 完整 的 结构 . 唯一 的 令 人 满意 的 解决 办 法 看 来 是 砍 下 近世 代数 
的 相当 大 的 一 个 分 支 并 且 详 细 解 释 . 考虑 这 个 特殊 分 支 自 1800 年 以 来 这 些 年 中 如 何 发 展 起 来 ， 
读音 将 会 邓 代 数 之 进步 的 总 的 方向 有 一 个 概念 .我 选择 将 本 文 的 天 部 分 用 于 详细 讨论 向 量 代数 
和 和 矩阵 代数 ,这 两 个 主题 恰好 开始 进 和 人 中 学 教学 计划 . 这 两 个 主题 在 纯粹 数学 和 科学 中 都 已 经 
有 了 重要 贡献 . 最 后 ,很 简要 地 叙述 近 扯 代数 的 若干 个 其 他 分 支 , 在 这 些 分 支 中 都 已 经 有 了 有 趣 
而 且 重 要 的 工作 . 

出 现 于 19 世纪 初 的 关于 代数 的 新 的 观念 是 从 老 的 代数 中 自然 地 成 长 起 来 的 . 一 个 刺激 是 
一 工 的 平方 根 , 习 惯 记 作 i, 用 它 解决 了 17 和 18 世纪 的 很 广泛 的 问题 ,但 是 看 来 没有 人 能 使 人 满 
意 地 解释 它 何以 是 一 个 数 . 在 19 世纪 初 对 于 这 个 进退 两 难 提出 了 两 个 不 同 的 解答 . 头 一 个 运用 
了 所 谓 抽 象 方法 ,1 被 解释 为 在 数 的 对 子 上 进行 - .系列 相当 任意 的 运算 (参见 本 书 第 27 章 “ 数 学 
基础 ,第 318 页 ). 第 二 个 解答 给 i 一 个 具体 解释 ,将 它 等 同 于 一 个 几何 运算 :“ 在 平面 上 按 逆 时 
针 方 向 旋转 一 个 直角 .” 

两 个 解释 都 引起 了 进一步 的 探索 , 既然 由 于 i 引入 初等 代数 的 进程 获得 了 极 大 的 利益 ,难道 
引入 更 多 几 个 无 意义 的 符号 不 会 带 来 好 处 吗 ? 主宰 着 这 些 符 号 的 法 则 可 以 裁 制 得 更 合乎 情况 
的 需要 . 如 果 i 被 解释 为 平面 中 的 一 个 旋转 ,为 什么 不 考虑 三 维 空间 中 的 旋转 ,并 且 看 看 这 样 做 
能 否 给 代数 贡献 一 点 什么 东西 ? 这 个 探索 的 路 线 最 终 导致 1843 年 哈密 尔 顿 (Willian Rowan 
Familton) 发 现 四 元 数 . 在 四 元 数 代数 中 引进 了 两 个 新 符号 ,和 j ,满足 法 则 让 一 一 1,j: 一 一 1 和 
惊人 的 ji 一 一 j*( 见 第 13 章 “ 数 ",149 页 以 及 第 二 部 分 第 8 章 险 密 尔 顿 传 )， 

了 险 密 尔 顿 同时 代 的 许多 重要 的 英国 数学 家 完全 都 因由 元 数 的 发 现 而 激动 不 已 ,他们 认为 
四 元 数 是 数学 的 最 后 的 一 个 词 ,同时 是 解决 大 多 数 代数 问题 的 理想 工具 . 实际 上 ,四 元 数 是 头 一 


* 译注 :i 和 j 应 分 别 为 1 和 上 . 
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个 而 不 是 最 后 一 个 词 . 跨越 了 一 个 障碍 物 : 已 经 发 展 起 来 一 个 代数 , 它 和 否认 了 老 的 代数 的 几 条 约 
定 . 数学 家 们 迅速 行动 起 来 去 寻找 男 外 的 道路 ,在 其 中 通常 的 数 可 以 用 新 的 符号 补充 而 产生 后 
来 所 谓 的 “ 超 复数 ”. 最 终 提 出 了 这 和 样 的 问题 :为 什么 要 从 通常 的 数 出 发 ? 为 什么 不 去 考虑 任何 
一 组 符号 并 规定 它们 满足 的 一 批 法 则 ?“ 代 数 ” 一 词 过 渐 扩充 到 把 任何 一 个 遵守 pe 
符号 的 系统 包括 在 内 ,任何 人 现在 都 可 以 自由 地 发 明 他 自己 的 代数 , 当然 这 不 是 说 任何 人 只 
二 了 这 样 的 尝 便 有 权 博 得 不 本 的 名 声 ; 问 题 永远 是 :要 发 明 这 样 一 个 系统 ， 忆 拉 是 有 起 的 家 有人 
带 来 丰富 的 成 果 , 并 且 对 数学 的 其 他 方面 和 对 科学 有 重要 的 贡献 ， 

代数 不 再 内 是 讨论 某 些 特殊 事物 的 了 ,虽然 并 不 排除 这 种 各 能 性 ;一 个 特殊 的 代数 系统 可 
以 应 用 于 一 个 特殊 的 课题 , 这样 的 一 个 课题 从 而 被 说 成 是 有 代数 特征 的 . 


初等 代数 里 符号 表示 数 同时 记号 十 表示 把 数 相 加 . 读者 当 获 知 代数 不 再 被 数 所 独占 而 记号 
十 仍 在 继续 使 用 时 ,他 可 能 会 很 惊奇 . 你 怎么 可 以 去 “加 ”不 是 数 的 东西 ? 其 解释 是 :在 近 让 代数 
中 记号 十 并 不 表示 在 某 个 现实 意义 下 的 加 法 . 它 只 意味 着 遵照 某 些 法 则 在 施行 某 个 运算 ,这 些 
法 则 使 数学 家 联想 起 加 法 的 法 则 , 其 相似 之 处 是 在 其 形式 ， 而 不 在 其 内 容 . 

现在 我 们 考虑 推广 记号 十 的 含意 的 一 个 例子 . 我 们 从 一 个 显然 与 加 法 有 关 的 情形 开始 ,并 
从 它 导 出 男 一 个 情形 ,在 其 中 与 加 法 的 联系 就 很 不 明显 了 . | 

在 算术 中 * 相 加 ”一 般 地 是 与 “ 放 在 一 起 ”相对 应 的 , 做 饭 时 人 们 说 “加 ”水 就 可 以 做 稀 糊 . 大 
多 数 人 对 下 面 陈述 中 的 加 法 不 会 感到 困难 ,“ 两 只 猫 和 一 头 狗 十 一 只 猫 和 三 头 狗 = 三 只 猎 和 四 
头 狗 ”. 他 们 会 认为 这 是 记号 十 的 合理 的 运用 . 

在 上 述 的 命题 中 的 加 法 运算 可 用 图 来 解释 (参见 下 页 上 左 图 ). 这 里 猫 数 用 水 平 坐 标 表 示 而 
狗 数 用 铅 直 坐标 表示 .点 A 表示 两 只 猫 和 一 头 狗 ; 即 A 是 从 原点 O 横向 两 个 单位 并 向 上 一 个 单 
位 ,用 同样 的 办 法 ,点 B 表示 一 只 猫 和 三 头 狗 . 因为 点 C 表示 这 两 个 数 对 子 的 和 (三 只 猫 和 四 头 
狗 ) 所 以 我 们 可 以 写成 C= 有 A 十 B， 

假设 我 们 将 这 个 图 出 示 给 某 个 不 知道 有 关 猫 与 狗 的 故事 的 人 ,并 请 此 人 描述 他 之 所 见 . 可 
能 他 会 说 :“ 图 纸 上 标 出 了 四 个 点 O,4,C 和 B 使 得 成 为 一 个 平行 四 边 形 , ”因此 可 能 绕 出 一 个 纯 
粹 几何 的 描写 ,说 明 如 何 从 妨 和 B 得 到 C; 只 需 选取 CC 使 与 0,A 和 B 形成 一 个 平行 四 边 形 ， 

显然 ,从 命题 “两 只 猫 和 一 头 狗 十 一 只 猫 和 三 头 一 三 只 猫 和 四 头 狗 所 得 出 这 个 图 至 少 可 
用 两 个 不 同 的 观点 来 导出 . 在 猫 和 狗 的 故事 的 行文 中 一 开始 就 有 加 法 参与 ,而 图 示 只 是 去 说 明 
作 加 法 的 一 个 办 法 . 从 纯粹 几何 的 观点 看 ,C 是 为 完成 平行 四 边 形 OACB 而 需要 的 那个 点 .在 后 

面 这 个 情形 似乎 写成 C 一 4 十 召 是 很 不 自然 的 ,或 者 的 确 很 难 发 现 能 与 代数 多 少 有 什么 关联 , 然 
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在 陈 术 "两 只 猫 和 一 头 狗 + 一 只 猫 和 二 向 量 加 法 也 涉及 构 作 一 个 平行 四 边 形 . 该 平 
头 狗 = 三 只 猫 和 四 头 狗 "中 的 加 法 可 以 用 平 行 四 边 形 的 对 角 线 (向 量 C) 表 示 在 O 处 的 观察 
行 四 边 形 来 图 解 , 因为 点 C 表示 了 由 A 和 有 者 受 地 球 引力 (向 量 日) 和 月 亮 引力 (向 重 A) 作 
表示 的 量 的 和 ,因此 你 可 以 写 C=A+B 用 的 合力 .你 可 以 再 一 次 写作 G= A+9 


和 入 我 们 如 何 看 ,那个 图 示 总 是 那个 样子 , 普 然 平行 四 边 形 的 几何 必定 在 蘑 种 意义 下 上 
本 加 法 有 关 的 很 强 的 代数 特征 . 


任何 学 过 力学 或 电磁 学 的 人 都 部 知 这 样 的 事情 ， 自然 界 常常 运用 平行 四 边 形 来 表示 加 法 . 
在 右 图 中 字母 0 〇 表示 空间 某 处 的 一 个 观察 者 . 直线 OB 表示 地 球 引力 ， 即 假设 地 球 是 观察 者 附 
近 唯 一 的 一 个 大 物体 时 作用 于 他 的 力 . 类 似 地 ,直线 OA 表示 月 亮 引 力 . 事实 上 ,地 球 和 月 亮 同 
家 ,因此 为 计算 实际 作用 于 观察 者 之 力 训 需 要 将 地 球 和 月 这 分 别 产生 航 作 用 弓 
来 ,或 “加 起 来 ”， 这 个 合力 可 以 用 直线 OC 来 表示 , 它 就 是 平行 四 边 形 OACB 的 对 角 线 ， 

三 才 1 项 记 把 太阳 的 作用 力也 计算 进去 ,我 们 必须 得 一 次 应 用 平行 四 边 形 技术 je 上 
的 引力 与 表示 为 OC 的 力 * 加 起 来 " 此 为 止 ,与 通常 数 的 加 法 很 重要 的 相似 之 处 已 经 可 以 朋 吕 
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看 到 :如 果 你 来 加 任何 三 个 数 ,你 加 它们 的 顺序 是 不 重要 的 . 如 果 一 个 人 付 帐 ,比如 说 ,3 美元 ， 
5 美元 和 6 美元 ,他 没有 必要 按 某 种 特殊 的 顺序 来 付 . 用 任何 顺序 都 可 以 ,只 要 他 付 够 了 总 数 
14 美元 , 这 被 称 为 加 法 的 交换 律 . (严格 地 说 , 这 里 还 涉及 到 加 法 的 结合 律 ， 用 符号 表示 为 
a 十 人 十 c) 一 (ea 十 人 十 c). 数学 家 发 现 ,在 运算 的 顺序 会 影响 最 后 结果 时 如 果 仍 采用 符号 十 将 产 
生 误 导 . 

对 于 我 们 的 引力 问题 ,显然 运算 的 顺序 没有 影响 , 因为 在 O 点 的 观察 者 是 同时 被 地 球 ,月 亮 
和 太阳 作用 的 . 在 我 们 计算 其 作用 于 观察 者 的 合力 时 我 们 可 以 先 合成 地 球 引力 和 月 亮 引力 , 然 
后 月 将 这 个 结果 “加 上 ”太阳 引力 . 我 们 也 可 以 先 将 太阴 和 月 亮 的 作用 合成 ,再 “加 上 "地球 的 引 
力 . 如 果 这 两 个 过 程 得 到 不 同 的 结果 ,我 们 的 纯粹 几何 的 技术 便 显然 是 令 人 不 满意 的 . 而 这 个 具 
体 情 况 的 物理 学 则 要 求 结合 律 和 交换 律 成 立 . 既然 合力 必须 服从 这 些 法 则 ,那么 它 就 很 像 通 常 
的 数 的 加 法 . 

上 述 两 个 例子 中 所 讲 的 平行 四 边 形 技术 被 称 为 向 量 加 法 . 两 例 中 的 OA,OB 和 OC 均 称 为 
向 量 ,通常 画 一 个 箭头 来 表示 ， 

解释 猫 狗 图 的 男 一 个 方法 是 用 旅行 . 从 OQ 到 A 的 距离 对 应 于 旅行 往 东 两 个 单位 并 往 北 一 个 
单位 ;类 似 地 ,从 0 到 8 的 距离 对 应 于 旅行 往 东 一 个 单位 并 往 北三 个 单位 , 如 果 我 们 合并 这 两 个 
旅行 , 往 东 先 走 两 个 单位 ,再 往 北 一 个 单位 ,再 往 东 一 个 单位 ,再 往 北三 个 单位 ,我 们 发 现 合 到 一 
起 我 们 往 东 旅行 了 三 个 单位 并 且 往 北 四 个 单位 ,或 者 说 从 O 到达 C. 故事 改变 了 ,但 又 一 次 我 们 
发 现 C 可 以 解释 为 4 与 召 之 和 

我 们 已 经 经 看 到 可 以 把 好 几 种 不 同 的 售 意 赋予 表达 式 A 十 B, 有 什么 办 法 可 以 用 来 解释 雪 
式 3X 有 BA 或 者 3A 昵 ? 

如 果 4 表示 两 只 猫 和 一 头 狗 ,那么 34 的 各 意 没 有 一点 问题 ,这 个 积 显然 表示 六 只 猪 和 三 头 
狗 ,在 下 页 左 图 中 这 个 积 用 已 表示 ;因此 我 们 可 以 写 于 等 式 =3A. 几何 地 说 ,我 们 可 以 视 EE 为 
从 口 出 发 ,方向 与 A 相同 ,但 是 它 的 三 倍 远 .除了 E 一 34 的 这 个 纯 几 何 的 解释 外 ,解释 为 旅行 也 
是 有 帮助 的 ;从 〇 到 EE 的 旅行 可 以 分 成 三 步 ,DO 到 A,A 到 DD 以 及 DD 到 EE, 每 -- 步 具有 相同 的 规 
格 : 往 东 两 个 单位 并 且 往 北 一 个 单位 . 

现在 我 们 引进 符号 和 < 分 别 用 来 简化 猫 和 狗 , 我 们 发 现 表达 式 6c 十 3d 至 少 可 用 三 种 不 同 
办 法 来 解释 C1) 原始 意思 是 六 只 猫 和 三 头 狗 ,(2) 指 示 下 页 左 图 中 到 点 的 一 个 方法 , C3) 描述 同 
一 个 图 中 从 口 到 分 步骤 旅行 . : 

我 们 的 符号 运用 仍 有 一 个 缺陷 ， 我 们 容易 用 6c 十 34 的 写法 表示 从 到 到 的 总 旅行 ， 但 是 
如 何 表 示 相 反方 向 的 旅行 呢 ? 为 此 我 们 需要 负数 ， 因 此 一 6c 一 34 可 以 用 来 表示 往 西 六 个 单位 
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在 陈述 E=3A 中 的 乘法 可 用 几 种 不 同 需要 用 负数 来 表示 我 们 欠 王 的 一 笔 俩 务 ， 
办 法 来 解释 .如 果 A 表示 两 只 狐 和 一 头 狗 ， 比如 要 还 别人 六 只 猫 和 三 头 狗 (F) ,从 品 到 上 
E 等 于 六 只 猫 和 三 头 狗 , 几 何 地 说 ,点 三 位 的 转移 也 可 表 为 一 次 分 为 三 段 的 旅行 ,每 段 有 
于 从 口 出 发 与 相同 方向 但 是 三 倍 远 处 ， 相同 规格 : 往 西 机 小 单位 , 往 南 一 个 单位 ， 


并 往 南 三 个 单位 的 一 次 旅行 。 同 一 表达 式 也 可 以 在 上 面 的 右 图 中 用 来 指示 点 下 之 位 置 ， 或 
者 它 可 以 表示 负 六 只 猫 和 负 三 头 狗 ， 这 就 是 说 ， 有 一 禾 债 务 要 求 我 们 还 给 别人 六 只 猪 和 三 
头 狗 ， 


我 们 现在 可 以 用 一 对 代数 符号 ,如 6c 十 34, 来 表示 平面 上 的 任意 点 . 此 外 ,我 们 可 以 把 许多 
几何 构 作 翻译 成 这 些 符 续 的 代数 运算 ;例如 , 画 一 个 平行 四 边 形 对 应 于 加 法 . 许多 初等 平面 几何 
的 定理 可 以 不 用 几何 作 图 面 只 用 有 关 c< 和 4d 的 适当 的 代数 运算 来 证 明 . 

第 177 页 之 图 展示 出 可 以 施加 于 一 个 长 方形 贸 画 的 也 个 几何 变形 . 在 B 中 原来 的 图 形 
《A) 被 放 焉 了 了 ， 或 说 道 时 针 方向 以 左下 角 为 中 心 旋转 了 ; 在 C 中 它 补 放大 了 + 在 万 中 它 被 反 
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射 在 一 面 镜子 里 * ;在 中 它 被 坚 直 方向 拉 长 而 水 平方 向 压缩 在 下 中 它 向 右 侧 倾斜 ， 这 些 运 
算 有 没有 代数 的 面貌 ” 我们 能 否 将 它们 相 加 或 相 乘 ? 比如 ， 我 们 能 否 给 反射 加 上 一 个 旋转 并 
陈述 该 过 程 为 有 十 D? 看 上 去 好 像 不 可 能 而 实际 上 可 以 做 ， 事 实 上 这 些 运算 都 有 非常 简单 的 代 
数 面貌 

为 了 解释 上 面 的 说 法 ,我们 回 到 和 猫 与 狗 的 故事 , 设想 一 个 社会 ,在 那里 猫 和 狗 代表 财富 ,如 
同 某 些 原始 社会 之 羊 和 和 牛 . 在 我 想 的 假想 社会 中 一 个 银行 可 能 提供 如 下 利率 ,对 每 一 只 现在 存 
入 的 猫 ,一 年 后 你 会 得 到 两 只 猫 和 一 头 狗 ; 对 每 一 头 现在 存 人 的 狗 ,一 年 后 你 会 得 到 一 只 猫 和 三 
头 狗 . 用 符号 这 可 以 表 作 o>2c 二 4d;d 一 c 十 34. (箭头 表示 “得 到 ”. ) 很 容易 对 任意 给 定数 的 猫 和 和 
狗 的 存款 算出 所 得 . 例如 ,一 只 猫 和 一 头 狗 的 存款 将 得 到 三 只 猫 和 四 头 狗 (c+d->3c+44). 另 一 
方面 ,两 只 猫 和 一 头 狗 的 存款 将 得 五 只 猫 和 五 头 狗 (2c 十 4-=5c 十 5d). 对 于 猫 与 狗 的 不 同 组 合 的 
存 人 其 所 得 在 下 页 的 表 中 列 出 . 这 种 类 型 的 一 个 表 称 为 一 个 矩阵 ,关于 这 种 表 的 数学 分 支 称 为 
矩阵 代数 

我 们 现在 将 所 有 符号 翻译 到 几何 中 去 , 在 第 175 页 右 图 中 点 A 代表 存 人 2c 十 d 而 4 代表 这 
笔 存款 所 得 , 即 5c 十 5d, 还 标 出 了 另外 几 个 点 :例如 ,B 代表 存 人 c+qd 而 B' 代 表 对 应 的 所 得 3c 十 
44. 类 似 地 ,C 代表 存 人 C 对 应 之 所 得 ,D' 为 存 人 DD 之 所 得 ,如 此 等 等 .有 一 点 是 明显 的 ,在 两 个 
图 中 的 点 是 按 一 个 有 规则 的 模式 来 安排 的 :原来 点 4,B,C,D,E,F 和 G 组 成 一 些 正方 形 ,而 对 
应 的 带 一 撒 的 点 A 和,B8',C',D', ,和 G' 则 组 成 平行 站 边 形 . 

这 个 从 正方 形 到 平行 四 边 形 的 转换 不 是 侦 然 出 现 的 . 事实 上 ,任何 一 个 一 般 类 型 的 代数 的 
“银行 体制 "都 将 产生 出 类 似 的 图 ,其 中 正方 形 代表 存 人 ,所 得 的 平行 四 边 形 则 代表 收益 . 反 过 
来 ,每 一 个 这 样 的 将 正方 形 转换 成 平行 四 边 形 的 几何 形变 都 可 以 借助 一 个 适当 的 代数 的 “银行 
体制 "而 生成 ,第 177 页 图 中 下 图 所 表示 的 形变 就 是 一 个 这 种 类 型 的 正方 形变 换 为 平行 四 边 形 
的 形变 . 在 同一 图 中 所 示 的 其 他 形变 对 应 于 类 似 的 “银行 体制 因此 方案 2c,d->24 将 得 到 
对 应 于 C 图 的 放大 ,而 方案 "> 到 cvd2d 将 得 到 对 应 于 形变 图 . 176 页 的 图 几何 地 比较 人 .时 
猩猩 和 独 狂 的 头骨 ,要 生成 这 时 所 需 的 形变 ,需要 稍微 复杂 些 的 代数 方案 . 这 类 比较 图 解法 已 被 
广泛 应 用 于 形态 学 的 刻画 ,这 种 刻画 可 以 认为 具有 代数 面 狐 . 

有 没有 可 能 把 两 个 银行 体制 “ 相 加 ”? 假设 在 我 们 的 假想 社会 中 三 家 银行 X,Y 和 之 提出 三 
个 不 同 的 利率 ;我 们 如 何 理解 X 十 Y=Z? 这 可 能 意味 着 方案 Z 之 所 得 等 于 方案 XX 和 了 之 和 .对 
一 笔 存款 计算 一 下 方案 关 之 所 得 ,加 上 同一 笔 存款 按 方案 Y 之 所 得 ,我 们 可 以 确定 对 于 那 笔 存 


* 译注 :在 A 图 对 阴影 矩形 由 左上 到 右 下 的 对 角 线 上 放 一 个 镜子 , 则 镜 中 的 像 就 是 D, 这 称 为 反射 
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和 矩阵 被 用 来 求 假想 的 动物 "银行 体制 "在 下 述 利率 之 下 的 

所 得 :每 只 现在 存 入 的 狂 一 年 后 本 利和 为 二 只 狂 和 一 头 狗 ; 每 

头 现在 存 入 的 狗 一 年 后 本 利和 为 一 只 猫 和 三 头 狗 . 斜 线 上 方 的 
-数字 表示 存 入 ;下 方 的 数字 圳 示 收 益 ， 


款 方案 Z 将 会 是 什么 .类 似 地 ,我 们 可 以 解释 等 式 A=38 意思 是 方案 4 之 所 得 为 关于 同一 笔 存 


下 等 于 方案 吾 之 所 得 的 三 倍 ， 


将 后 两 个 观点 组 合 起 来 我 们 可 以 解释 如 44 十 5B 这 种 表达 式 . 对 于 任何 一 笔 存款 ,这 一 组 


合 方 案 之 所 得 将 等 于 方案 4 所 得 之 四 倍加 上 方案 电 所 得 之 五 倍 ， 


有 可 能 进而 讨论 "银行 体制 "之 乘法 . 表达 式 AB 将 表示 你 先 按 方案 B 投资 ,然后 再 将 其 所 
得 按 方 案 4 投资 , 从 下 述 例子 可 以 看 出 ,把 这 个 过 种 称 为 “乘法 ”不 是 不 合理 的 . 假设 方案 B 之 效 
玉 是 将 你 的 存 坎 翻 两 倍 ,而 方案 4 之 效果 是 将 存款 翻 三 傍 . 若 先 按 方案 日 投 资 然后 按 方案 A 投 


质 ,其 总 效果 是 原始 投资 乘 以 六 , 因为 六 等 于 三 乘 二 ,把 再 投资 解 群 为 乘法 不 是 没 道理 的 . 
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90 1 2 ; 4 5 6 
猫 数 


在 上 一 页 中 用 米 构 作 矩 阵 的 动物 银行 体制 也 能 够 用 图 形 来 显示 , 左 图 中 用 字母 标注 的 点 
表示 特定 和 的 存 入 右 图 中 对 应 点 表示 这 些 存 款 的 收益 即 本 利和 ， 从 表示 存 入 的 正方 形 向 表示 收 
得 的 平行 四边形 的 转 挽 是 任何 一 个 这 种 一 般 类 型 的 代数 “银行 体制 "前 特征 : 


这 些 例子 证 明了 什么 ” 首先 ,各 种 各 样 的 狂 狗 故事 已 经 证 昌 了 代数 可 以 应 用 于 许多 乍 看 上 
去 似乎 与 代数 无 关 的 几何 的 情形 , 其 次 ,用 到 的 代数 是 非常 直 截 了 当 的 ;我 们 用 到 的 大 多 数 表达 
式 简 单 到 就 是 如 同 红 十 3d 这 样 ， 而 人 们 已 从 初等 代数 中 对 它们 很 熟 恶 了. 第 三 “代数 ”一 词 意 
义 的 扩大 有 许多 重要 的 含意 . 我们 曾经 谈 及 力 的 合成 方式 ,在 压力 下 形状 的 变形 方式 ,事物 变 里 
其 位 置 的 方式 一 一 所 有 这 些 在 科学 和 工程 中 都 有 明显 的 重要 性 , 在 科学 和 高 等 数学 中 它们 还 有 
许多 并 不 显然 易 见 的 应 用 ， 


以 上 有 关 向 量 和 和 矩阵 代数 的 讨论 中 我 们 主要 是 讨论 模型 ; 即 ,我 们 已 经 检验 过 某 些 实际 情 
况 和 运算 一 收集 动物 ,旅行 ,投资 ,旋转 和 反射 一 一 并 日 已 经 发 现在 这 些 情 况 和 运算 中 有 某 些 
要 素 , 这 些 要素 提 醒 我 们 想起 通常 的 数 的 加 法 和 乘法 . 然而 要 求 它 们 有 这 种 “提醒 "作用 ,这 种 说 
法 有 点 含糊 ， 如 果 某 种 东西 提醒 我 们 想到 加 法 ,那么 到 何 种 程度 才 值 得 使 用 加 法 的 符号 十 2 如 


Em™™ 
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比较 人 人 { 左 ) ,黑猩猩 {中 } 和 独 独 的 (有 有) 头骨 也 可 以 说 是 有 代数 的 面 谣 的 . 同 动 物 银行 体制 
的 情形 一 样 ,在 人 类 头骨 上 的 直角 举 标 系 可 以 用 适当 的 代数 运算 逐步 扭曲 变形 ,这 种 美 型 的 图 
解法 已 被 广泛 应 用 于 形态 学 的 研究 中 . 


果 不 愿意 引起 符号 运用 上 的 许多 混乱 的 话 , 需 要 时 为 比较 明确 的 法 则 ， 

为 了 把 一 个 运算 认为 是 加 法 的 推广 ,应 该 有 -- 些 要 求 , 而 我 们 已 经 提 到 过 这 一 点 .例如 , 交 
换 律 说 不 论 哪 两 个 对 象 < 和 ,也 不 论 将 它们 组 合 起 来 的 运算 如 何 复杂 ,我 们 永远 有 权 要 求 十 如 
意味 着 与 5 十 a 一样， 

在 通常 算术 中 乘法 也 是 交换 的 :3X4 总 等 于 4X3, 事实 上 ,乘法 的 性 质 与 加 法 的 性 质 很 像 . 
正 因 如 此 ,我 们 才能 造 出 对 数 表 , 它 将 乘法 转换 为 加 法 .因为 只 有 相同 含意 而 采用 两 个 答 号 就 有 
点 浪费 ,数学 家 们 约定 符号 十 只 用 于 可 交换 的 系统 ,而 符号 关 不 必 爱 此 限制 ,在 代数 的 某 些 分 支 
中 aX5 和 5Xa 可 以 表示 同一 对 象 , 但 它们 不 一 定 必须 这 样 . 当 aX5 和 656Xa 有 不 同 含意 时 ,这 
个 代数 便 称 为 非 实 搞 的 . 

我 们 不 需要 到 远 人 处 去 找 非 交换 代数 的 例子 ;我 们 前 面 有 关 和 窍 阵 代数 的 讨论 便 提供 了 几 个 ， 
第 177 页 的 图 中 如 果 运 算 “ 旋 转 ”(B) 和 “反射 *(D) 按 某 种 次 序 作 用 于 原来 图 画 上 ,结果 可 以 看 
得 出 来 :反射 那 旋 转 过 的 图 画 与 旋转 那 已 反射 过 的 图 画 会 产生 不 同 的 效果 ;用 符号 表示 ,B 十 DD 
不 等 于 如 十 中. 也 可 以 构 作 出 不 同 的 "动物 投资 银行 体制 ”, 其 中 投资 和 再 投资 的 顺序 会 影响 最 后 
结果 .在 通常 银行 中 不 是 这 样 ,投资 和 再 投资 总 是 可 交换 的 ,. ) 所 以 最 好 是 不 说 B 十 DD 而 说 BX 
D, 因 为 上 面 我 们 已 经 提出 "我们 永远 有 权 要 求 a 十 & 意味 着 与 5 十 4a 一样,，* 

通常 算术 中 加 法 和 乘法 的 男 一 个 重要 性 质 是 这 些 运算 是 结合 的 . 换 句 话说 ,如 果 你 内 算 3 十 
4 十 5, 你 可 以 去 算 7 十 5 一 (3 十 4 十 5 或 算 3 十 9 二 3 十 (4 十 5) 而 不 影响 所 得 结果 . 在 续 法 的 情形 ， 


* ” 译 福 ;这 一 段 话 是 译 者 加 的 ， 
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施加 于 一 个 和 矩形 图 画 ( 有 A) 上 的 一 系列 变形 呈 示 于 左 图 中 .这 些 变 形 都 其 代数 的 面貌 .变形 
让 对 应 于 将 正方 形 转化 为 平行 四 边 形 的 银行 方案 ;其 他 的 变形 各 对 应 于 备 自 的 类 似 银行 方案 ， 
变形 的 组 合 是 非 交 换 的 | 右 图 显示 旋转 一 个 反射 后 的 图 画 与 反射 一 个 旋转 后 的 图 画 结果 是 不 
让 同 的 {用 符号 来 说 ,8B 十 DD 关 D+ BI， 


第 侣 律 要 求 3 入 4 入 5 可 以 由 12 又 5 或 3X20 求 得 . 这 个 概念 可 能 有 些微 妙 . 读者 可 能 问 : 难 道 我 
们 下 是 在 说 这 个 系统 是 交换 的 ,在 其 中 你 去 加 和 去 乘 时 用 什么 次 序 是 没有 关系 的 吗 ? 其 区 别 可 
以 用 片 语 *fat-cattle merchant5 肥 站 的 贩子 )” 和 ”fat cattje-inperchant( 胖 的 牛 贩子 )” 的 阐释 之 区 
别 来 比喻 “, 字 的 顺序 是 相同 的 ,但 意思 已 经 不 同 了 ， 改变 的 是 把 字 组 合 起 来 的 方法 . 结合 律 不 涉 
及 顺序 ,而 涉及 标点 符号 的 作用 . 这 两 个 性 质 是 真 的 不 同 的 ,这 可 进一步 用 考虑 和 矩阵 代数 来 说 
明 , 矩阵 代数 是 不 可 交换 的 ,然而 是 结 各 的 ， 至 今 被 研究 过 的 大 部 分 代数 系统 都 是 结合 的 ,不 过 
非 结合 代数 最 近 已 经 吸引 着 某 些 数学 家 的 广 意 力 了 . 

通常 算术 的 第 三 个 基本 性 质 称 为 分 配 律 ,用 符号 来 说 是 at6 十 c) 二 ab 十 ac 分 配 律 会 出 现 意 
想不到 的 情况 . 例如 ,加 利 福 尼 亚 州 和 伊利 诺 州 所 铸 盖 区 域 的 边界 是 加 利 福 尼 亚 的 边界 加 上 艇 
利 诺 的 边界 . 不 难看 出 这 个 说 法 与 等 式 b(CG 二 1)=bC 寺 4b] 之 联系 ,其 中 4 是 "边界 "而 C 和 1 是 论 


译注 :或 者 用 中 文 的 标点 符号 来 作 比 喻 :* 下 雨天 留 客 天 留 我 不 留 " 可 以 解释 为 (下 雨天 ) 十 ( 留 客 
天 ) 十 ( 留 我 不 留 ) 关 (下 雨天 留 客 ) 十 (天 留 我 不 留 ). 
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及 的 两 个 州 . 值得 注意 的 是 当 沦 及 的 两 个 州 有 公共 边界 时 分 配 律 便 不 成 并 了 (参见 右 图 ). 


H+tN=bC+h! pC+M) < hbC+hN 


通常 算术 的 分 配 律 用 符号 来 叙述 是 afp+c)=ab+ac, 在 分 配 律 的 
这 个 例子 中 加 利 福 尼 亚 和 伊利 诺 所 覆盖 区 域 的 边界 是 加 利 福 尼 亚 的 边界 
加 上 伊 科 诺 的 边界 ; 力 符 号 是 b(C+ 委 = bcr+bi 分 配 律 对 加 利 福 尼 亚 和 
内 华 达 却 不 成 立 , 因 为 它们 有 公共 边界 .边界 概念 在 拓扑 学 和 徽 积 分 中 都 
出 班 , 这 时 并 不 涉及 数 , 但 是 代数 也 被 引入 这 些 分 支 中 ， 


边 算 概念 出 现在 拓扑 学 和 微 积 分 的 某 些 领域 中 . 这 里 重要 的 是 认识 到 代数 能 够 在 数学 的 其 
他 分 文中 扮演 重要 角色 ,不 只 是 因为 这 些 分 支 涉及 数 .事实 上 ,数学 的 各 分 支 有 着 惊人 的 相互 
作用 . 


在 代数 中 “ 域 一 词 被 用 来 描写 一 个 很 像 通 常 算 术 的 系统 , 加 法 ,减法 ,乘法 和 除法 诸 运算 出 
现在 一 个 域 中 (但 不 许 用 于 面 齐 的 O 做 除数 )* ,并 且 很 像 通常 算术 中 对 应 的 运算 . 例如 ,在 每 -- 
个 域 中 有 一 个 元 素 记 作 “O”, 它 很 像 零 ( 即 是 说 如 果 你 对 任何 一 个 元 素 “ 加 ”上 一 个 0, 结 果 不 变 
仍 是 原来 的 元 素 ), 还 有 一 个 元 索 工 , 它 很 像 一 (如 果 你 用 天 乘 ", 结 果 不 变 ). 存在 许多 各 种 各 样 的 
域 , 179 页 的 表 中 举 出 一 个 域 ,其 中 只 有 到 个 元 素 :O,1,A 和 吾 . 我 们 在 这 个 系统 上 做 运算 ,遵照 
着 那些 我 们 在 算术 和 初等 代数 中 做 运算 时 相同 的 法 则 ;在 其 中 交换 律 , 结 合 律 和 分 配 律 都 成 立 . 
一 个 域 只 有 有 限 个 元 素 这 种 可 能 性 是 由 法 国 数学 家 人 徊 罗 瑟 (Evariste calois) 于 1830 年 发 现 . 这 


* 译注 ;这 名 话 是 译 者 加 的 ， 
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个 特别 的 域 称 为 一 个 只 有 四 个 元 素 的 盆 罗 瓦 域 . 

从 中 学 里 取 来 任 一 公式 ,你 会 发 现 它 在 愧 罗 瓦 域 中 仍然 成 立 . 例如 ,初等 代数 使 我 们 确信 A 
十 号 习 以 A 一 B 应 当 等 于 A 一 BB. 这 对 于 侨 罗 瓦 域 仍 然 威 立 .利用 所 示 的 表 来 计算 这 两 个 结 采 ， 
你 将 发 现 两 者 给 出 相同 的 答案 : 芽 

迄今 我 们 已 到 达 一 个 完全 抽象 的 阶段 .对 O,1,A 和 B 没有 暗示 它们 有 任何 涵义 , 我 们 不 再 
谈 及 动物 的 集合 或 物体 的 运动 . 我 们 只 是 已 经 找到 了 一 个 模式 , 它 与 通常 算术 的 模式 有 着 许多 
有 趣 的 相似 之 处 .一 位 很 纯粹 的 数学 家 会 说 ,这 是 数学 的 全 部 目的 一 一 发 现 美丽 的 各 有趣 的 模 
式 . 一 位 应 用 数学 家 ,一 位 科学 家 或 一 位 工程 师 会 有 兴趣 去 了 解 这 个 模式 是 否 是 在 自然 界 中 出 
现 ,从 而 能 否 给 出 一 种 解释 和 一 个 应 用 , 虽然 是 当 作 一 个 抽象 数学 的 练习 而 设计 出 来 的 , 伽 罗 瓦 
域 近 来 已 找到 一 个 根 当 出 人 意料 的 应 用 :它们 被 用 于 高 速 机 器 做 信息 传输 的 无 误差 编码 . 


知 罗 瓦 域 是 一 个 抽象 的 代数 系统 , 它 只 含有 四 个 元 素 O,1,A 和 日 ,它们 可 以 加 , 减 , 乘 和 除 
(但 不 能 用 0 作 除数 ) 而 满足 算术 和 初等 代数 中 成 立 的 类 似 法 则 . 左 表 是 加 法 ; 右 表 是 乘法 . 徊 
罗 瓦 域 最近 被 用 于 高 速 机 器 做 信息 传输 的 无 误差 编 袜 . 


在 域 中 我 们 可 以 加 , 减 , 乘 和 除 (0 不 能 作为 除数 ). 不 是 所 有 的 代数 系统 都 有 那么 多 运算 . 例 
如 ,在 环 中 我 们 可 以 如, 减 和 乘 ,但 是 不 一 定 可 以 除 . 环 的 一 个 熟知 的 例子 是 整数 ,包括 正 的 和 价 
的 都 在 内 . 如 果 一 个 人 仅 熟 知 如 下 的 数 … 一 4, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,4,…, 他 将 能 解决 这 些 数 
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的 加 法 ,减法 或 乘法 的 问题 . 然而 如 果 要 求 3 被 4 除 , 若 限制 在 这 些 数 的 范围 内 ,他 就 无 能 为 
力 了 . 

比 环 更 受 限制 的 是 群 的 概念 . 当 我 们 说 某 个 系统 是 一 个 群 ,我 们 只 约定 在 其 中 有 一 个 运算 ， 
它 可 以 想 成 一 种 广义 的 乘法 . 这 个 运算 必须 是 结合 的 ;如 XY2Z 这 样 的 式 子 必 须 有 一 个 确定 的 意 
义 而 不 管 其 如 何 组 合 . 群 也 必须 含有 一 个 元素 卫 它 像 算 术 中 的 数 一 , 还 有 ,除法 是 可 以 的 .第 167 
页 中 列 出 了 一 个 有 六 个 元 素 的 群 . 

为 了 确认 一 个 代数 系统 是 一 个 群 所 必须 通过 的 检验 少 得 惊人 . 所 以 群 论 在 高 等 数学 和 物理 
学 中 有 如 此 多 种 多 样 的 变化 就 更 令 人 吃惊 了 (参见 “物理 科学 中 的 数学 ”)， 

许多 新 的 代数 系统 产生 于 其 他 数学 分 支 的 特殊 间 题 . 临近 19 世纪 未 ,挪威 数学 家 李 (So- 
phus Lie) 完 成 了 微 积分 中 微分 方程 的 全 面 分 类 . 在 这 个 分 类 系统 中 提炼 出 某 些 模式 ,现今 已 组 
成 一 个 单独 的 科目 , 称 为 李 群 ,类似 地 ,拓扑 学 的 某 些 问题 也 导致 新 的 分 支 ,同调 代数 , 它 已 被 证 
实在 拓扑 学 之 外 也 有 重要 应 用 . 

在 1840 年 代 末 英 国 数学 家 和 逻辑 学 家 布尔 (George Boole) 发 展 了 一 个 形式 逻辑 系统 ,其 中 
亚 里 斯 多 德 的 逻辑 学 的 命题 可 以 归结 为 非常 类 似 于 初等 代数 中 的 一 些 等 式 . 这 个 系统 满足 初等 
代数 的 法 则 ,包括 交换 律 ,结合 律 和 分 配 律 . 布尔 代数 近来 被 应 用 于 电话 线路 和 电脑 的 设计 . 

像 数 学 和 科学 的 其 他 每 个 分 支 一 样 ,代数 像 热带 两 林 一 样 ,充满 活力 和 扩张 精神 而 继续 签 
衍 . 这 里 遇 到 了 困难 的 局 而 , 要 了 解 每 件 事 品 然 证 不 可 能 的 ,然而 每 一 位 专家 都 会 奉劝 你 者 清楚 
他 感 兴趣 的 代数 的 那 一 个 特定 的 部 分 . 都 些 用 到 数学 的 科学 家 应 当知 道 ,许多 新 的 数学 知 识 正 
在 被 发 现 ;人 部 分 发 现 都 与 他 自己 的 研究 没有 关联 ,然而 ,他 应 该 睁 大 眼睛 注视 着 那些 可 能 会 对 
他 大 价值 的 小 小 的 片断 . 


几 何 


克 菜 因 (JMorris Kline),1964 年 9 月 号 


肩 地 前 进 . 它们 经 常 是 竞争 着 ,一 个 的 前 进 以 另 一 个 的 牺牲 为 代价 . 这 两 个 学 科 昌 有 共 
同 目 标 , 但 有 时 关系 又 有 点 紧张 ,这 一 历史 让 人 想起 普 乐 中 的 对 位 主题 ， 
数学 的 真正 的 第 一 大 步 是 由 几何 迈 出 的 , 某 些 原始 的 数学 被 埃及 的 和 巴比伦 的 木匠 和 测量 
员 于 公元 前 4 000 年 之 前 就 创立 了 ,但 是 直到 公元 前 600 年 与 公元 前 300 年 之 间 古 希腊 哲学 家 
才 给 数学 建 起 了 抽象 和 演绎 证 明 的 决定 性 的 建筑 , 竖 起 了 欧 氏 几何 大 厦 , 并 向 它 提 出 了 理解 宇 
害 这 一 课题 . 
有 多 方面 的 力量 使 希腊 人 转向 儿 何 ,可 能 最 重要 的 是 希腊 学 洽 碰 到 了 无 理 数 的 困难 :一 个 
数 既 不 是 整数 又 不 是 整数 之 比 . 此 困难 产生 于 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,直角 三 角形 余 边 之 长 是 
两 直角 边 长 平方 和 之 平方 根 . 在 两 个 直角 边 均 为 单位 长 的 直角 二 角形 中 ,和 斜 边 之 长 便 必 为 V2 ,一 
个 无 理 数 . 这 样 的 一 个 概念 超出 了 希腊 人 的 想像 ;对 他 们 来 说 , 数 曾 永远 意味 着 整数 和 整数 之 
比 . 希腊 人 解决 这 个 困难 的 办 法 是 未 承认 它 是 数 , 面 生产 一 种 儿 何 学 , 它 只 确认 定理 并 提出 证 
明 ,但 不 弹 征 数字 .今天 这 个 几何 以 纯粹 几何 或 综合 几何 之 名 而 为 人 所 知 ,而 综合 几 和 何 这 个 不 幸 
的 术语 仅 有 矶 中 的 意义 ， 
内 为 方 希腊 人 的 数学 致力 于 演绎 自然 办 的 真理 , 它 必 须 黄 基 于 真理 . 所 幸 是 手头 上 已 有 不 
少 看 来 是 不 证 自明 的 真理 ,其 中 有 如 下 一 些 : 两 点 次 定 一 线 ; 一 直线 向 任 一 方向 可 延 介 至 任意 
远 ; 所 有 直角 壬 相等 ;等 量 加 等 量 得 等 量 ;可 以 相 重 的 两 个 图 形 是 全 等 的 , 这 些 公理 中 的 一 部 分 


| 学 之 发 展 依赖 于 数 和 几何 两 方面 的 进步 , 然而 不 能 说 数学 的 这 两 个 关键 成 分 总 是 肩 并 
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主要 是 对 空间 本 身 给 出 了 种 种 论断 ;其 余 的 则 是 关于 空间 中 的 图形 的 论断 ， 

从 这 些 公 理 出 发 ,网 几 里 得 在 他 的 4 几 柯 原本 》 中 演绎 出 约 500 个 定理 . 在 其 他 著作 中 ,他 和 
他 的 后 继 者 ,特别 是 阿 基 米 德 (Archimedes) 和 阿波 岁 尼 乌 斯 (Apollonius) ,又 演 绎 出 几 百 个 定 
理 . 因为 十 希 及 人 选择 了 只 研究 几何 ,所 以 许多 和 定理 所 氢 述 的 结果 按 现 今 的 看 法 被 认为 是 代数 
的 . 例如 ,一 个 未 短 数 的 代数 方程 (x: 一 87 十 7=0 是 如 此 的 一 个 方程 ) 的 求解 是 用 几何 方法 实现 
的 ,而 且 欧 郊 星 得 给 出 的 答案 不 是 一 个 数 ,而 是 一 个 线段 .因此 , 欧 氏 几何 当时 将 现在 所 认为 的 
代数 也 包含 在 内 ， 

定理 编排 的 混 配 可 能 使 人 认为 十 希腊 人 一 时 研究 某 一 个 主题 而 一 时 又 转 到 另 一 个 主题 . 这 
可 能 是 一 个 错误 的 印象 . 他 们 选择 的 图 形 是 基本 的 :一 类 是 直线 和 曲线 , 另 一 类 是 曲面 . 第 一 类 
的 图 形 是 如 三 角形 和 圆锥 曲线 : 贺 ,抛物 线 , 椭 图 和 双 曲 线 . 第 二 类 中 的 殴 形 有 立方 体 ,球面 , 抽 
物 面 ,椭圆 面 和 双 曲 面 (参见 第 185 页 之 图 示 ). 然后 古 希腊 几何 学 家 处 理 这 些 图 形 的 基本 问题 . 
例如 ,知道 了 什么 就 可 以 断言 两 个 图 形 是 全 等 的 (全 等 就 是 除 位 置 可 以 不 同 以 外 是 恒 等 的 ) , 相 
亿 的 (形状 相同 ,可 能 大 小 尺寸 不 同 ) 或 者 等 价 的 (具有 相同 的 面积 )? 因此 全 等 性 ,相似 性 和 等 
价 性 都 是 欧 氏 几何 的 重大 主题 ,并 且 大 部 分 定理 都 论 及 这 些 问题 . 


产生 了 欧 氏 几何 的 古 希 工 文 明 在 亚历山大 大 帝 (Alexander the Great) 时 期 转移 离开 希腊 半 
岛 , 而 在 埃及 沿 着 新 的 路 线 重建 起 来 . 亚历山大 把 他 的 帝国 的 中 心 从 雅典 搬 到 另 一 个 城市 ,他 说 
逊 地 名 之 为 亚 历 出 大 利 亚 , 并 且 他 宣称 其 目的 是 融合 希腊 和 近东 文明 . 他 的 后 继 者 实行 了 这 个 
目标 , 托 勒 密 (Ptolemys) 各 王朝 统治 埃及 , 自 公 元 前 323 年 起 ,到 这 个 家 族 的 最 后 一 位 ,被 罗马 人 
所 勾引 “的 克利 奥 佩 特 拉 (Cleopatra) 为 止 . 在 主要 是 埃及 的 和 波斯 的 近东 文化 的 影响 之 下 , 亚 历 
出 大 利 亚 的 希腊 文化 变 得 更 加 倾向 工程 和 更 加 倾向 实践 . 数学 家 的 反应 是 转向 了 新 的 兴趣 ， 

应 用 科学 和 工程 学 很 大 程度 上 是 定量 的 . 亚历山大 简 亚 时 代 的 人 ,为 了 得 到 定量 结果 而 把 
算术 和 代数 加 在 欧 氏 几何 上 , 这 些 主题 的 令 人 不 安 的 事实 是 :它们 没有 逻辑 基础 ;亚历山大 利 亚 
时 代 的 人 只 接受 由 埃及 人 和 巴比伦 人 建立 的 基于 经 验 的 算术 知识 . 因为 欧 氏 几何 贡献 了 保证 扒 
论 的 安全 性 的 证 明 , 所 以 它 继 续 统治 数学 长 达 若 十 世纪 . 直到 19 世纪 末 数 学 家 才 解 决 了 为 算术 
和 代数 提供 一 个 公理 化 基础 的 问题 . 


* 评注 ; 究 况 凯撒 和 埃及 女王 克利 奥 佩 特 拉 是 谁 引诱 了 谁 ,从 莎 十 比 亚 到 当代 最 著名 的 电影 ,不 知 有 
多 少 人 或 感动 或 叹息 . 皮 正 后 来 是 罗马 人 征服 了 埃及 . 
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拉 非 尔 的 名 画 " 圣 母 的 婚礼 "(SPOSALIZIO 或 Marriage of the Virgin) .这 里 是 部 
分 的 复制 ?表现 出 文艺 复兴 时 期 的 画家 们 是 如 何 解决 透视 问题 ,从 而 对 射影 几何 的 
发 展 作出 了 页 献 的 .我 们 在 画面 上 添加 的 白 线 表示 画家 如 何 将 实际 是 水 平 的 平行 
的 直线 描写 为 收 施 于 一 个 " 生 灭 点 "的 直线 并 且 直 接 从 观察 者 侦 向 远 处. 
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实际 上 几何 一 词 包含 了 各 种 几何 , 在 建立 新 的 几何 这 个 方向 上 ,第 一 个 突破 是 由 文艺 复兴 
画家 们 完成 的 . 他 们 寻求 解决 如 何 正 确 描 写 眼睛 所 看 的 东西 . 因为 真实 的 景象 都 是 三 维 的 ,而 一 
张 图 画 是 平面 的 ,因此 ,要 想 画 得 完全 真实 看 来 似 平 是 不 可 能 的 . 画家 们 采用 承认 关于 视觉 的 一 
个 基本 事实 的 办 法 解决 了 他 们 的 问题 . 假设 一 个 人 用 一 只 眼睛 透 过 一 个 窗户 看 某 个 真实 的 景 
象 . 他 看 见 这 个 景象 ,因为 从 景象 的 不 同 点 发 出 的 光线 射 到 他 眼睛 里 . 这 些 光 线 的 集合 被 称 作 射 
影 . 因为 这 些 光 线 穿 过 窗户 ,所 以 有 可 能 在 窗户 上 标 出 每 一 条 光线 穿 过 它 的 一 个 点 . 这 些 点 的 集 
人 台 称 为 一 个 截面 , 画家 们 的 发 现 是 :这 个 截面 在 眼睛 里 产生 的 印象 与 景象 本 身 所 产生 的 一 样 , 这 
是 可 以 实际 体验 的 ( 见 186 页 图 ). 不 论 光 线 是 从 真实 景象 的 粒子 发 出 或 者 是 从 窗户 上 的 点 发 
出 ,到 达 眼 里 的 是 同一 条 光线 . 因此 画面 可 以 包含 窗户 上 呈现 的 东西 .但 这 只 是 一 只 独眼 之 所 
见 , 面 人 的 视觉 是 用 双眼 ,画家 为 补偿 这 个 局 限 性 而 采用 的 方法 减弱 远 处 光 的 强度 和 运用 阴影 . 
他 们 解决 透视 问题 是 何等 地 成 功 可 由 第 183 页 中 复制 的 画 来 判断 . 

射影 和 裁 面 的 应 用 提出 了 一 个 基本 的 几何 问题 , 先 由 画家 提出 来 , 面 后 才 由 数学 家 接手 , 是 
哪些 几何 忻 贰 保证 原始 的 景象 和 其 截面 通常 能 在 眼睛 里 产生 相同 的 印象 ? 这 个 问题 的 回答 导 
致 了 新 的 概念 和 定理 ,最 终 组 成 了 几何 的 一 个 新 分 支 称 为 射影 几何 (参见 克 莱 因 的 文章 “射影 几 
何 ”, 即 本 书 第 17 章 ). 下 面 是 其 中 一 些 概念 和 定理 . 从 186 页 图 上 易 见 ,一 条 直线 的 射影 的 截面 
是 一 条 直线 ,如 果 两 条 直线 相交 , 则 这 了 商 条 相交 直线 的 射影 的 截面 也 是 两 条 相交 直线 ,虽然 截面 
中 两 条 直线 间 之 夹 角 一 般 说 来 与 原来 图 像 中 的 两 条 直线 间 之 夹 角 不 同 . 出 此 可 知 ，- 个 二 角形 
将 给 出 一 个 三 角形 截面 ,而 一 个 四 边 形 将 给 出 一 个 四 边 形 截面 . 

一 个 图 像 和 它 的 截面 的 一 个 更 有 意义 的 共性 是 由 17 世纪 法 国 自 学 成 才 的 建筑 师 和 工程 师 
德 扎 格 (Gérard Desargues) 提 出 的 , 在 现今 名 为 德 扎 格 定理 中 ,他 证 明了 ;对 任 一 三 角形 和 该 三 
第 形 的 任 一 射影 的 任 一 截面 ,每 一 对 对 应 边 将 有 一 交点 ,并 且 三 对 对 应 边 相 应 的 三 交点 共 线 ( 参 
见 187 页 图 上 的 P,Q'R 三 点 ). 射影 几何 的 这 个 定理 以 及 其 他 定理 的 重要 性 在 于 ;射影 几何 不 
再 讨论 欧 氏 几何 中 的 全 等 ,相似 ;等 价 和 其 他 概念 ,而 代 之 以 讨论 共 线 性 ( 几 个 点 位 于 同一 家 线 
上 ), 共 点 性 ( 几 条 直线 通过 同一 点 ) 以 及 其 他 从 射影 和 截面 产生 的 概念 .， 


射影 几何 有 一 个 短暂 的 繁荣 ,然后 被 一 个 新 登场 的 几何 竞争 对 手 挤 到 -一边 去 了 . 这 个 对 手 
将 代数 方法 赋 以 几何 ,现在 称 为 解析 几何 或 坐标 几何 , 它 是 由 16 和 17 世纪 在 西欧 开始 的 科学 
时 代 的 一 系列 事件 和 发 现 促成 的 ,并 将 曲线 和 曲面 的 性 质 的 推导 和 应 用 推 到 前 台 上 . 

一 件 事 是 哥 白 尼 (Nicolaus Copenicus}y 和 开 普 勤 (Johannes Kepler) 发 现 的 行星 运行 日 心 说 
理论 明显 地 需要 用 到 有 关 贺 锥 曲线 (也 称 圆锥 截 线 ) 的 有 效 方 法 ;这 些 曲 线 是 该 系统 中 天 体 的 运 
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图 锥 曲线 是 几何 研究 的 基本 曲线 ,跟随 着 每 一 个 字母 ,诸如 aia 和 引 , 你 可 以 在 左 图 看 到 一 个 
平面 截 制 一 个 圆锥 而 得 一 曲线 ,在 中 图 看 到 所 得 葛 线 之 图 形 而 在 右 图 看 到 由 此 沿线 旋 装 而 得 的 旧 
面 .于 是 a 是 一 个 圆周 而 a 是 一 个 球面 ,b “是 一 个 椭圆 而 b* 是 一 丫 旋 转 精 球面 ， 0 是 一 个 抛物 线 而 


c 是 一 个 旋转 抛物 面 ,d' 是 一 个 双 曲 线 而 do 是 一 个 旋转 双 曲 面 ， 圆锥 曲线 的 定义 和 性 质 是 由 古 希 腊 
学 者 特别 是 阿波 罗 尼 乌 斯 完成 的 ， 
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趋向 地 平 线 


A 


射影 和 截面 概念 是 从 艺术 家 的 工作 中 产生 出 来 的 并 且 导 致 了 射影 几何 .正方形 
ABCD| 深 色 的 ) 的 投影 对 两 个 观察 者 在 同一 个 交 截 平面 上 形成 不 同 的 截面 ( 浅 色 的 ). 
一 洲 团 画 中 ,这 个 正方 形 必 须 表示 为 一 个 截面 才能 使 观察 者 看 这 幅 图 画 时 感觉 到 真 
实 性 . 
行 轨道 . 此 外 , 它 既 然 推翻 了 假设 地 球 为 静止 的 古典 的 希腊 力学 ,日 心 说 理论 需要 关于 运动 的 一 
个 全 新 的 科学 以 及 物体 沿 曲线 运动 的 研究 . 
许多 其 他 的 力量 也 推动 着 几何 朝 着 同一 方向 前 进 . 火药 应 用 的 逐渐 增加 提出 了 掀 射 物 的 轨 
追问 题 , 望远镜 和 显微镜 的 发 明 引 起 了 透镜 的 研究 . 地 理学 探险 需要 地 图 ,特别 要 知道 地 球 上 的 
过 路 与 平面 地 图 上 的 道路 的 关系 . 所 有 这 些 问题 不 仅 增加 了 对 熟知 的 曲线 的 性 质 的 认 知 要 求 ， 
而 且 还 引出 了 新 的 曲线 . 如 笛 卡 儿 (René Deseartes) 和 费 马 (Pierre de Fermat) 所 认识 到 的 , 欧 氏 
综合 方法 对 研究 这 些 问 题 是 太 局 限 了 ， 
第 卡 儿 和 和 渴 马 两 人 都 是 为 快速 成 长 的 代数 科目 作出 了 巨大 员 献 的 人 . 他 们 看 到 代数 这 个 分 
支 为 几何 提供 方法 论 的 潜力 . 他 们 发 展 起 来 的 解析 几何 通过 坐标 系统 这 种 工具 而 将 曲线 换 成 了 
方程 . 坐标 系统 用 数 来 确定 平面 或 空间 中 的 点 的 位 置 . 在 一 个 平面 上 ,这 个 系统 用 两 个 数 , 个 
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德 扎 格 定理 阅 述 射影 几何 的 任务 是 研究 一 个 图 形 及 其 截面 的 共性 ,该 定理 
说 ,一 个 深 色 的 三 角形 (ABC 和 一 个 截面 ( 浅 色 的 ) 的 任意 一 对 对 应 边 相 交 于 一 
点 ;例如 边 BC 和 BC 相交 于 点 RR, 并 且 三 个 交点 P,Q 和 RB 将 位 于 向 一 直线 上 . 


模 坐 标 和 一 个 纵 坐标 ( 见 188 页 之 图 ). 机 坐标 表示 一 点 到 一 固定 的 称 为 Y 轴 的 铅 直 线 的 距离 ; 
纵 坐 标 表示 该 点 到 另 一 固定 的 称 为 X 轴 的 水 平 直线 的 距离 .Y 轴 之 右 方 及 X 轴 之 上 方 的 距离 
为 正 ; 而 相反 方向 的 距离 为 负 ， 

这 个 工具 震 样 能 够 使 我 们 代数 地 表示 曲线 ? 考虑 一 个 半径 为 5 个 单位 的 阅 周 . 如 同 其 他 任 
何 曲线 一 梓 , 一 个 圆周 只 是 一 个 特殊 的 点 集 . 如 果 这 个 图 周 是 放 在 一 个 坐标 系 中 ,而 县 把 圆心 放 
在 原点 , 则 圆周 上 的 每 一 点 有 一 对 坐标 , 因为 该 圆周 是 一 个 特殊 的 点 集 , 这 些 点 的 坐标 在 某 方面 
是 特别 的 . 其 特别 的 性 质 由 方程 世 十 天 一 25 表示 , 这 个 方程 所 说 的 是 ,如 果 你 取 该 曲线 上 任意 点 
的 模 坐 标 且 用工 来 代 蔡 它 ,并 且 到 同一 点 的 维和 坐标 县 用 y 来 代替 它 , 则 由 x? 十 y* 所 得 之 数 会 是 
25. 人 们 说 ,该 曲线 上 任意 点 的 坐标 满足 此 方程 . 此 外 ,只 有 位 于 该 曲线 上 的 点 的 坐标 才 满 足 此 方 
程 . 在 盟 面 的 情形 要 用 三 个 坐标 的 方程 . 例如 ,半径 为 5 个 单位 的 球面 的 方程 为 x: 十 y 十 zx? 二 25,， 

于 是 在 生 卡 上 儿 一 费 马 体制 下 点 变 成 了 数组 ,而 曲线 变 成 了 出 方程 界定 的 数组 的 集合 . 曲线 
的 性 质 就 能 通过 应 用 代数 过 程 于 方程 而 推导 出 来 . 伴随 着 这 个 进展 , 数 与 几何 的 关系 走 了 一 较 
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币 卡 儿 上 坐标 系 能 把 任意 图 形 表 作 方 程 , 对 于 左 图 中 之 以 5 单位 为 半径 的 圆周 ,其 方 
程 为 x* + y* = 25. 满足 方程 的 x 和 y 的 任意 值 表示 这 个 圈 周 上 的 一 个 点 ;对 于 点 忆 而 
言 ,x=3 而 y=4, 在 石 图 中 可 看 到 由 方程 x* + y? + 72? =25 表示 的 那个 球 曾 . 


又 回 到 起 点 . 古 着 腊 信 把 代数 埋藏 在 几何 里 ,而 如 今 几 何 被 代数 让 世 而 黯然 失色 . 正如 数学 家 们 
所 说 ,几何 已 被 算术 化 了 . 


销 卡 儿 和 费 马 期 望 代 数 的 技巧 会 提供 研究 则 线 的 有 效 的 方法 这 个 结论 并 不 完全 正确 . 例 
如 ,这 些 方法 不 能 应 付 曲 线 的 斜率 和 曲率 等 基本 性 质 . 斜率 是 一 条 曲线 每 一 个 水 平 单位 长 与 上 
升 或 下 降 的 量 之 比率 . 曲率 是 该 曲线 沿 曲 线 单位 长 的 方向 改变 量 之 比率 . 这 两 个 比率 除了 二 者 
均 为 育 线 和 后 者 为 一 国 周 以 外 ,对 所 有 曲线 都 逐 点 改变 . 为 了 计算 逐 点 改变 的 比率 ,向 卡 儿 和 费 
马 的 纯粹 代数 的 技巧 就 不 够 用 了 ;必须 用 到 微 积 分 ,特别 是 微分 学 , 的 确 , 微 积分 的 显著 特点 是 
它 有 能 力 获得 这 类 比率 . 

借助 微分 学 , 册 线 和 曲 而 的 研究 获得 长 足 的 进步 ,引进 了 一 个 新 名 词 : 微 分 几何 来 表示 这 项 
研究 . 微分 几何 考虑 的 各 种 各 样 的 问题 远 不 止 是 斜率 和 曲率 的 计算 . 它 特 别 研究 曲面 上 极 重 要 
的 两 点 问 的 测 地 线 或 短程 线 问 题 , 给 了 一 个 如 地 球 表面 样 的 曲面 ,联结 曲面 上 给 定 的 两 点 已 和 
Q 的 哪 条 曲线 是 从 P 到 QQ 沿 着 曲面 的 最 短 距 离 ? 如 果 你 取 地 球 表面 为 一 球面 ,答案 是 简单 的 . 
测 地 线 为 大 圆 , (一 个 大 圆 把 球面 切 为 大 小 相同 两 半 ; 赤 道 是 一 个 大 陪 而 其 他 的 纬 图 则 不 是 . ) 如 


16. 几 ， 何 189 


果 你 更 精确 地 认为 地 球 表面 是 一 个 粮 球面 , 则 测 地 线 是 较为 复 森 的 一 些 曲 线 并 依赖 于 你 所 选取 
的 忆 和 Q@ 两 点 的 位 置 . 微分 几何 所 论 及 的 内 容 包 括 曲 面 的 曲率 ,地 图 制作 和 由 空间 曲线 界定 的 
最 小 面积 曲面 ,后 者 可 用 肥皂 泡 障 来 精彩 地 实现 ( 见 194 页 图 ). 

从 纯粹 几何 的 立场 来 看 解析 几何 和 微分 几何 的 方法 论 ,虽然 成 功 却 走 得 太 远 了 . 虽然 这 些 
科 自 处 理 几 何 ,但 曲线 表示 为 方程 页 证 明 方法 是 代数 的 和 分 析 的 ( 即 用 到 微 积分 ). 漂亮 的 几何 
推理 被 抛 弈 ,了 同时 几何 沉没 在 公式 的 海洋 中 ,几何 的 灵魂 被 驱逐 了 . 

纯粹 几何 学 家 在 冷遇 的 阴影 中 生活 了 150 年 .然而 ,到 19 世纪 他 们 找到 了 勇气 和 活力 去 重 
新 肯定 他 们 自己 . 几何 的 复活 是 由 蒙 卓 (Gaspard Monge,1746 一 1818) 发 起 的 ,他 是 最 重要 的 法 
国 数学 家 ,并 且 是 拿破仑 的 顾问 . 蒙 日 认为 分 析 学 家 把 几何 出 卖 了 ,并 且 由 于 没有 用 几何 去 解释 
他 们 的 分 析 ,没有 用 几何 图 形 去 帮助 他 们 思考 ,他 们 也 害 了 自己 . 蒙 日 是 一 位 非常 能 鼓舞 人 的 老 
师 , 他 在 自己 身边 团结 了 一 批 非常 聪明 的 学 生 , 其 中 有 卡 诺 (M. Carnot,1753 一 1823) , 布 良 松 
(‘Charles-Julien Brianchon,1785 一 1864) 和 统 赛 烈 (Jean Victor Poncelet,1788 一 186?7), 这 些 人 受 
到 蒙 日 的 激励 对 几何 充满 热忱 ,超越 了 老师 的 和 目标 并 证 明 几 何方 法 可 以 完成 得 与 代数 的 和 分 析 
的 方法 一 样 多 甚至 更 多 . 击败 稍 卡 儿 ,或 如 卡 诺 所 说 ," 从 分 析 的 象形 之 下 和 解放 几何 ”成 了 他 们 
的 目标 ， 

由 茧 赛 列 领导 的 几何 学 家 回 到 射影 几何 , 它 于 17 世纪 曾 被 无 情 地 抛弃 了 ， 作为 拿破仑 的 一 
名 军官 , 豆 赛 列 被 俄国 人 俘虏 并 于 1813 年 一 1814 年 间 关 在 俄国 监狱 里 . 在 那里 他 没有 任何 书籍 
的 各 助 ,重建 了 他 向 蒙 日 学 到 的 所 有 内 容 ; 然 后 他 继续 进而 创建 了 射影 几何 的 新 结果 ， 

射影 几何 的 研究 在 整个 19 世纪 都 在 继续 进行 . 很 奇怪 , 它 在 本 质 上 是 用 代数 方法 发 展 起 来 
用 以 证 明定 理 , 而 这 种 代数 方法 又 是 坐标 几何 方法 的 延 拓 ,可 是 摘 到 头 来 ,发 起 这 场 复兴 的 纯粹 
几何 学 家 的 兴趣 却 被 颠覆 了 . 但 是 ,射影 几何 再 一 次 因 另 一 个 发 展 而 黯然 失色 ,这 就 是 非 欧 几 向 
的 创建 ,一 个 同上 古 希 腊 人 的 数学 一 样 戏剧 性 的 和 重要 的 创建 ， 


在 网 氏 几 何 长 期 统治 下 ,许多 数学 家 因为 有 一 个 小 的 污点 似乎 损伤 到 公理 集合 而 烦恼 这 
就 是 关于 平行 线 , 即 同一 平面 上 两 条 无 公共 点 的 直线 , 欧 几 里 得 提出 了 一 条 公理 , 它 说 :如 果 直 
线 交 直线 ! 与 m 使 两 同 侧 内 角 之 和 小 于 180 度 , 旭 1 与 m 将 在 直线 的 这 两 个 角 所 在 之 一 便 
相交 ,这 条 公理 对 于 导出 最 重要 的 一 些 定理 是 不 可 或 缺 的 ， 其 中 一 个 定理 是 三 角形 内 角 之 和 为 
180 度 , 但 这 条 公理 有 点 复杂 ,有 理由 使 人 相信 欧 几 里 得 自己 也 不 太 喜 欢 它 . 其 实 , 不 但 他 而 且 后 
来 直到 大 约 公元 1800 年 数学 家 们 实际 上 无 人 怀疑 其 陈述 之 真理 性 ;这 就 是 说 ,他 们 未 曾 怀疑 它 
是 实际 的 成 物理 的 直线 的 行为 的 一 个 正确 的 理想 化 . 烦恼 着 网 几 里 得 和 其 后 继 者 的 是 ;这 条 公 
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理 不 是 那么 自明 的 ,如 像 两 个 直角 是 相等 的 那 条 公理 那样 ， 

从 希腊 时 期 起 数学 家 们 寻求 将 这 条 平行 公理 换 成 一 条 等 价 的 公理 ,也 就 是 想 找 出 一 条 公 
理 , 连 同 其 他 九条 欧 几 里 得 公理 将 能 演绎 出 欧 几 里 得 已 经 雁 出 的 全 部 定理 . 同时 ,由 欧 几 里 得 原 
来 提出 的 公理 也 可 以 把 这 条 新 的 公理 作为 定理 导出 .“ 提出 这 许多 等 价 的 公理 . 其 中 一 条 是 数学 
家 普 雷 费 尔 (John Playfair,1748 一 1819) 建 议 的 ,这 一 条 是 通常 在 中 学 里 讲授 的 , 它 说 ,给 了 一 直 
线 1 和 /i 以 外 的 一 点 卫 , 包 含 P 和 ! 的 平面 中 只 存在 一 条 直线 1m 通过 P 而 不 与 上 相交 ， 

普 雷 费 尔 的 公理 不 仅 等 价 于 欧 几 里 得 的 公理 ,和 而且 它 也 较为 简单 并 且 显 得 直观 上 可 信 ; 即 
它 确 实 看 上 去 是 陈述 了 物理 空间 里 的 直线 的 一 条 无 疑 的 或 自明 的 性 质 , 然而 ,后 来 的 数学 家 并 
不 满足 于 普 雷 费 尔 的 公理 或 任何 男 外 提出 的 与 哆 几 里 得 公理 等 价 的 公理 . 他 们 不 满意 的 理由 是 
每 一 个 提出 来 的 蔡 代 品 都 直接 或 闻 接 涉及 发 生 在 空间 很 远 处 的 一 个 结论 . 普 雷 费 尔 的 公理 断言 
上 和 sm 将 不 相交 ,不 论 这 两 条 直线 延长 多 远 . 实际 上 , 欧 几 里 得 公理 在 这 一 点 是 最 高 明 的 ,因为 它 
说 的 一 个 条 件 是 :在 此 条 件 下 直线 将 在 某 个 有 限 远 的 地 方 相交 , 总 之 ,; 欧 儿 里 得 避免 了 “无 穷 远 
处 "这 个 十 分 困难 的 概念 . 

有 关 那 些 断 言 发 生 在 空间 很 远 处 的 公理 有 什么 值得 反对 呢 ? 答案 是 它们 超越 了 经 验 . 欧 氏 
几何 的 公理 是 被 设想 为 有 关 真 实 世 界 的 无 可 怀疑 的 真理 . 你 怎 能 保证 两 条 直线 在 物理 空间 中 延 
长 至 无 限 远 仍 不 会 被 迫 相 交 ? 数 举 家 面临 的 问题 是 艾 几 里 得 的 平行 公理 不 是 很 自明 的 ,同时 等 
价 的 那些 公理 看 上 去 似乎 较为 自明 ,其 实 仔 细 审 查 后 发 现 也 一 样 值得 怀疑 . 

平行 公理 的 问题 ,或 者 如 法 国 数学 家 达 并 贝尔 (Jean Le Rond d Alembert) 所 说 “几何 学 之 
习 闻 ”, 从 希腊 时 期 直到 1800 年 的 各 个 阶段 都 纠缠 着 数学 家 . 即 令 由 此 而 看 到 数学 家 们 是 多 么 
坚韧 不 找 和 和 一丝不苟, 这 些 研究 的 历史 也 是 值得 注意 的 . 这 里 我 们 必须 省 去 历史 的 叙述 面 跳 向 
结 采 .一 条 破坏 真理 的 真理 清 清 楚楚 地 被 19 世纪 所 有 数学 家 中 最 伟大 的 高 斯 (Kari Friedrich 
Gauss,1777 一 1855) 所 看 到 , 他 的 第 一 个 观点 是 有 点 技术 性 的 然而 很 本 质 的 ,就 是 说 ,平行 公理 
独立 于 其 余 九 条 公理 ; 即 罗 辑 上 可 能 选择 一 个 矛盾 的 公理 并 用 它 与 其 他 九条 欧 氏 公理 结合 而 演 
绎 一 套 新 几何 的 定理 . 因此 人 们 可 以 假设 ;给 了 一 条 直线 ! 和 线 外 一 点 P, 在 也 和 ! 的 平面 中 存 
在 无 腿 多 条 通过 P 而 不 与 7 相交 的 直线 . 遍 斯 接受 这 条 矛盾 的 公理 并 从 它 和 其 他 九条 公理 演绎 
出 许多 定理 , 高 斯 称 他 的 新 的 几何 为 非 欧 几 何 . 

正如 所 期 望 的 ,新 几何 的 许多 定理 都 与 欧 开 几何 的 定理 相 予 盾 . 在 这 个 几何 持 三 角形 内 角 和 伍 小 
于 180 度 . 并 且 这 个 和 随 三 角形 之 大 小 而 变化 ;三 角形 面积 越 接 近 于 零 ,内 角 和 就 越 接近 180 度 . 


* 详 注 :这 一 旬 话 是 译 者 加 的 . 
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逻辑 上 不 同 于 欧 氏 的 凡人 和 何 的 存在 性 本 身 就 是 一 个 惊人 的 事实 . 直到 那 时 为 北 , 儿 何 学 基本 
上 就 是 欧 氏 几何 :解析 几何 和 微分 几何 只 是 用 了 不 同 的 技术 的 方法 论 ,而 投影 见 何 虽然 论 及 新 
概念 和 新 主题 ,它们 都 与 欧 氏 几何 完全 一 致 . 非 欧 几 何 则 是 与 欧 氏 几何 棚 抵触 的 ， 

高 斯 的 第 二 个 结论 更 令 人 人 不安, 它 说 非 欧 几 何 能 同 欧 坛 几何 一 样 被 用 于 表示 物理 空间 . 这 
个 结论 乍 看 上 去 是 一 派 胡言 . 奶 果 一 个 三 角形 内 久之 和 是 180 度 , 那 么 它 怎 能 又 小 于 180 度 ? 
答案 是 ,这 只 似乎 是 不 可 能 ,但 因为 非 欧 凡 何 要 求 三 角形 充分 小 时 内 角 和 才 任 意 接 近 180 度 ,而 
人 们 通常 处 理 的 三 第 形 都 很 小 ;这 样 一 来 ,这 些 三 角形 之 内 角 和 能 如 此 接近 180 度 ,使 得 在 测量 
这 个 和 时 ,不 可 避免 的 测量 误差 使 得 我 们 不 能 排除 这 两 种 可 能 性 之 任何 一 种 ， 

非 欧 几何 的 含意 是 戏剧 性 的 , 如 果 欧 氏 元 何 和 非 欧 几 和 何 可 以 同等 好 地 表示 物理 空间 , 那 各 
哪 一 个 是 关于 空间 和 空间 中 国 形 的 真理 ? 没 法 说 .事实 上 还 可 能 不 限于 在 这 两 个 可 能 性 之 中 选 
择 . 这 个 可 悲 的 可 能 性 很 快 被 认识 到 了 . 逐渐 逼迫 着 数学 家 承认 的 事实 是 ,几何 不 是 关于 物理 空 
间 的 真理 ,而 是 可 能 的 室 间 有 许多 种 ,若干 种 这 样 数学 地 构 作 出 来 的 空间 ,相互 尖锐 地 不 同 , 却 
能 够 同样 好 地 适应 于 物理 空间 一 直到 实验 误差 可 以 容许 的 程度 . 

从 而 几何 的 概念 必须 要 修正 , 赐 样 ,数学 的 概念 也 要 修正 . 因为 两 千 多 年 来 数学 曾 是 真理 之 
集 全 , 非 欧 几何 这 一 理性 之 伟大 胜利 证 明 为 知识 之 一 个 灾难 . 这 个 新 的 几何 带 来 了 这 样 一 个 观 
念 ,数学 在 组 织 思 维和 为 人 类 工作 的 种 种 方面 大 有 用 途 , 但 却 并 不 提供 真理 性 ,而 是 外 观 上 狐 似 
为 事实 ,实际 是 一 个 人 造 的 寓言 . 

艇 量 (Georg Friedrich Bernhard Rieinann(1826--1866)) 不 可 估量 地 扩展 了 在 几何 中 新 开 租 
的 远景 ， 黎 曼 是 高 斯 的 学 生 之 一 ,并 且 无 疑 地 从 他 那里 继承 了 研究 物理 世界 的 兴趣 . 获 曼 在 几何 
领域 中 的 头 一 个 观察 是 数学 家 曾 被 骗 而 相信 欧 氏 平行 公理 必须 是 正确 的 . 可 能 他 们 同样 被 骗 而 
接受 另外 的 欧 几 里 得 公理 . 黎 曼 立即 注意 到 这 样 条 公理 ,一 条 直线 是 无 限 的 . 他 指出 ,实验 不 
能 让 我 们 确认 物理 直线 的 无 限 性 . 实验 告诉 我 们 的 只 是 沿 着 直线 走 我 们 不 会 走 到 尽头 . 但 是 如 
案 一 个 人 沿 着 地 球 的 赤道 走 , 他 也 不 会 走 到 尽头 , 换 旬 话说 ,实验 告诉 我 们 的 只 是 直线 是 无 尽头 
的 或 者 无 边 无 涯 的 *， 如 打 我 们 改变 相应 的 欧 几 里 得 几何 中 与 此 相关 的 公理 ,并 且 假 设 那儿 没有 
平行 线 , 我 们 便 有 了 另外 一 组 公理 ,由 它 我 们 可 以 演绎 出 另外 一 种 非 欧 几何 . | 

在 1854 年 的 一 篇 题 为 “ 论 作为 几何 基础 的 假设 "的 文章 里 歼 曼 只 用 到 了 有 关 物 理 空间 的 最 可 
车 的 事实 ,开创 了 关于 可 能 的 空间 更 深刻 的 研究 . 他 构 作 了 一 个 新 的 几何 分 支 , 现 今 称 之 为 黎 曼 几 


* 详 注 ; 歼 曼 在 这 里 把 “无 界 * 即 没有 边界 与 "无 限 ”" 区 别 开 了 . 通常 读 过 一 点 高 等 数学 的 人 常 把 作为 
一 个 邱 盾 概念 的 无 界 与 作为 一 个 度量 概念 的 无 界 ( 即 无 限 ) 灌 起 来 了 . 这 古 黎 曼 的 重大 贡献 . 
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何 , 它 把 数学 空间 的 种 类 成 千 售 地 打开 了 (参见 勒 柯 尔 白 也 的 “空间 的 曲率 ”, 本 书 第 18 章 )， 

为 了 欣赏 黎 曼 几何 你 必须 首先 知道 : 选 什 么 来 作为 两 点 之 间 的 距离 决定 了 所 得 之 几何 . 这 
件 事 不 难看 出 . 考虑 地 球 表面 上 的 三 个 点 . 你 可 选取 连结 任意 两 点 的 直线 段 的 长 度 作 为 距离 , 在 
这 情形 你 得 到 的 三 角形 具有 欧 氏 三 角形 的 所 有 性 质 . 特别 ,此 三 角形 内 角 和 为 180 度 . 然而 ,你 
可 以 到 任意 两 点 之 问 沿 地 球 表面 的 电离 , 意 为 沿 过 这 两 点 的 太 图 污 强 “的 长 度 作为 两 点 之 距离 ， 
在 这 种 情形 下 ,三 个 点 决定 一 个 所 谓 球面 三 角形 ,这 样 的 三 角形 具有 完全 不 同 的 性 质 , 例如 , 它 
们 的 内 角 和 可 以 是 180 度 到 540 度 之 闻 的 任何 数 ( 参 见 下 图 )., 这 是 球面 几何 的 一 个 事实 


球面 三 角形 内 角 和 可 以 大 于 180 度 . 在 图 中 左上 角 的 三 角形 
内 角 和 为 190 度 , 在 接 下 来 的 几 个 球面 上 的 三 角形 内 角 和 为 270 
度 ,350 度 和 510 度 .这 种 三 角形 吓 歼 野 的 非 欧 几 何 的 典型 的 概念 ， 
获 曼 心中 想 的 是 一 个 构 形 可 以 变化 的 几何 . 假设 你 试图 去 设计 一 个 几何 使 它 符合 一 个 山区 


* 译注 ;这 两 个 字 是 译 者 加 的 . 
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的 表面 . 在 某 些 地 方 表面 可 能 是 平坦 的 ,另外 一 些 地 方 可 能 是 锥 状 的 山 ,而 还 有 些 地 方 是 半球 面 
的 由 岗 . 曲面 的 特征 各 处 改变 着 ,因此 决定 几何 的 蝶 离 公式 必然 从 一 地 到 另 一 地 甚至 从 一 点 到 
及 一 点 都 是 改变 着 的 . 换 名 话说 , 黎 曼 建议 了 非 匀 齐 的 空间 ,特征 从 一 点 到 另 一 点 改变 着 的 空 
间 , 或 带 有 变化 的 曲率 的 空间 ， 

获 曼 四 十 岁 就 死 了 .除了 把 他 的 空间 概念 的 粗略 轮廓 给 出 一 个 梗概 ,很 难 再 多 做 什么 了 . 黎 
曼 几 何 的 进一步 发 展 成 了 许多 大 的 任务 并 且 至 今 仍 在 进行 . 20 世纪 早期 意大利 数学 家 里 奇 
(Gregorio Ricci) 和 列 维 齐 维 塔 (Tullio LevFCivita) 做 出 了 重要 贡献 . 里 奇 引 进 了 张 量 演算 ,这 是 
一 套 可 以 用 来 表示 几何 关系 的 形式 系统 ,而 生 采 用 和 何 种 坐标 系 都 可 以 . 列 维 齐 维 塔 给 出 了 获 曼 
几何 的 平行 性 概念 : 它 对 于 很 一 般 的 空间 提供 了 表示 欧 氏 平行 性 的 办 法 . 

由 爱 因 斯 坦 建 立 的 广义 相对 论 不 仅 激励 了 黎 曼 几何 的 进一步 研究 ,而 且 提 出 了 统一 引力 场 
和 电磁 场 于 一 个 数学 框架 中 的 问题 ， 为 此 外 尔 (Hermann Weyl) 于 1918 年 引进 他 称 之 为 仿 射 联 
络 空间 ， 用 到 列 维 齐 维 塔 的 平行 性 概念 面 不 用 距离 概念 来 关 底 空间 中 一 点 与 另 一 点 ” 比 黎 曼 的 
重 加 一 般 的 一 个 更 离 表示 式 产生 了 世 谓 郁 拓 勒 (Finsler7 空 间 - 


演 曙 也 是 拓扑 学 的 问 基 省 ， 这 是 几何 的 文 一 分 支 ， 它 的 研究 今天 最 为 活 了 19 世纪 50 年 代 
他 在 研究 现在 所 谓 的 和 单 复 变 函 数 时 , 引进 了 -- 一 类 曲面 , 称 为 获 曙 曲面 ,用 以 表示 这 类 画 数 , 这 些 
函数 的 性 质 被 证 明 与 这 些 巾 面 的 性 质 密切 档 联 纹 而 ,对 每 个 给 峙 的话 数 ,曲面 的 精确 形状 并 不 
要 紧 . 这 样 他 发 现 了 按 一 外 新 的 原则 将 曲面 办 类 更 好 . 

给 了 两 个 相似 的 图 形 , 例 如 一 个 大 的 和 二 二 个 小 的 有 着 相同 形状 的 三 角形 ,其 中 任意 一 个 可 
看 作 另 一 个 的 变形 或 加 交 ， 其 改变 是 小 的 那个 均匀 地 放大 而 得 大 前 ， 或 者 大 的 那个 均匀 地 缩小 
而 得 小 的 , 在 讲 到 射影 北条 中 的 投影 和 截面 时 ,一 -个 图 形 的 变形 会 要 严重 不 过 甚至 在 这 些 变形 
之 下 ,一 个 四 边 形 仍然 保持 是 一 个 四 边 形 . 还 可 能 向 出 更 为 产 重 的 刘 角 . 比如 ,一 个 圆周 可 以 厅 
成 一 个 棋 贺 或 者 一 个 更 为 复杂 的 形状 ,一 个 球面 可 以 变 成 一 个 鸡蛋 的 形状 , 在 另 一 方面 ,如 果 不 
撕 裂 或 粘连 一 个 圆周 ,一 个 8 字形 和 一 个 三 叶 形 不 是 能 互相 变化 的 曲线 ,同样 ,球面 , 环 面 和 
双环 面 也 不 是 能 互相 变化 的 曲面 ， 

因此 黎 曼 进而 考虑 允许 拉 伸 , 杰 曲 , 故 缩 甚至 扭曲 的 变形 . 可 以 用 这 种 变形 相互 得 到 的 图 形 
称 为 是 同 懂 的 ,或 拓扑 等 价 的 然而 ,如 果 你 撕 破 一 个 图 形 , 或 者 使 不 同 的 点 粘连 , 则 新 的 图 形 不 


* 译注 :规范 场 的 概念 也 应 该 追溯 到 处 尔 ， 
*# 译注 :这 句 话 是 译 者 加 的 . 下文 作者 也 所 到 它 . 
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拓扑 等 价 于 老 的 .于 是 你 可 以 将 一 个 圆周 捏 成 一 个 8 字形 ,但 后 者 与 原来 的 不 是 拓扑 等 价 的 , 也 
可 以 这 样 来 描写 拓扑 等 价 的 图 形 , 即 把 它们 想像 成 是 用 橡胶 做 成 的 .于 是 任何 一 个 可 以 用 拉 伸 ， 
弯曲 和 压缩 但 不 撕 破 或 粘连 橡胶 而 得 的 图 形 都 基 与 原来 的 那个 拓扑 等 价 的 ; 

拓扑 学 的 主要 问题 是 去 了 解 何 时 两 个 图 形 是 拓扑 等 价 的 , 这 可 能 很 难 由 观察 图 形 而 看 出 , 特 
别 因 为 拓扑 学 要 考虑 三 维 的 甚至 高 维 的 图 形 , 由 于 这 个 原因 和 其 他 原因 ,人 们 寻求 用 某 些 确定 性 
质 来 刻画 等 价 图 形 ; 使 得 如 果 两 个 图 形 具 有 这 些 性 质 , 它 们 必然 是 拓扑 等 价 的 ,正好 像 如 果 一 个 三 
角形 的 两 边 种 夹 角 等 于 男 一 三 角形 的 对 应 的 两 边 和 夹 角 则 两 个 三 角形 保证 是 全 等 的 . 例如 ,如 果 
你 在 一 个 球面 或 一 个 柄 球面 上 画 一 条 团 曲 线 , 这 条 曲线 将 成 为 曲面 上 一 个 区 域 的 边界 ,但 这 在 环 
面 上 束 不 对 (和 参见 下 一 页 之 下 图 ). 球面 与 环 面 因 此 不 是 拓扑 等 价 的 . 可 以 用 曲线 在 曲面 上 是 否 界 
-区 域 来 刻画 曲面 ,但 这 个 判断 标准 对 于 更 为 复杂 的 曲面 或 对 于 高 维 图 形 就 不 够 了 


肥皂 膜 总 是 具有 最 小 面积 的 形状 ,它们 直观 地 解释 了 微 
分 几何 中 的 一 个 问题 ; 求 空间 中 的 曲线 所 界 的 最 小 面积 的 曲 
面 , 微分 几何 也 用 于 地 图 制作 和 曲面 的 曲率 等 问题 


星 然 拓扑 学 的 许多 基本 问题 仍 未 解决 ,数学 家 在 他 们 能 够 做 到 的 方面 都 取得 了 进展 ,并 在 
过 去 的 十 多 年 间 他 们 转向 了 称 作 微分 拓扑 的 分 支 , 在 这 一 场 奋斗 中 他 们 合并 使 用 了 拓扑 方法 和 
做 分 几何 方法 以 期 望 并 用 两 个 工具 会 优 于 只 用 一 个 , 

为 一 个 当前 很 活跃 的 领域 是 代数 几何 , 两 百年 以 前 这 个 题目 是 坐标 几何 的 一 个 延伸 ,并 旧 
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这 里 画 出 了 我 们 熟知 的 形状 的 拓扑 变 换 ,一 个 球面 可 以 形变 为 一 个 蛋 形 (a)s 
一 个 凤 球 形 (b) ,一 个 正 立 方 体 (5) 以 及 正 立方 体 的 一 个 变形 ( dj) ,每 个 变形 都 拓扑 
等 价 于 其 余 的 ,从 而 拓 赴 等 价 于 球 ， 


曲面 的 拓扑 等 价 能 够 用 在 图 形 上 画 闭 曲线 的 办 法 来 确定 ,如 果 每 条 闭 曲线 都 界 曲面 上 一 个 
区 城 , 则 该 曲面 拓扑 等 价 于 球面 , 见 左 图 , 在 中 图 的 环 面 上 和 右 图 的 双环 面 上 所 画 的 这 一 型 的 曲 
线 不 界定 一 个 区 域 ;因此 这 后 两 个 图 形 都 不 拓扑 等 价 于 一 个 球面 . 
是 专门 研究 较 圆 锥 曲线 更 复杂 而 用 高 于 二 次 的 方程 来 表示 的 曲线 , 不 过 从 19 世纪 未 以 来 ,代数 
几何 的 主要 范围 已 被 认为 是 研究 由 代数 方程 定义 的 曲线 ;曲面 和 高 维 结构 的 性 质 以 及 它们 在 
有 理 变换 之 下 的 不 变量 . 这 种 变换 对 一 个 图 形 的 改变 要 大 于 射影 变换 而 小 于 拓扑 变换 ， 
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数学 家 们 届 服 于 他 们 喜欢 复杂 化 和 代数 化 的 嗜好 ,允许 代数 几何 的 方程 中 的 坐标 取 复 值 其 
至 代数 域 中 的 值 ( 参 见 本 书 第 13 章 “ 数 ”第 152 页 和 本 书 第 15 章 “ 代 数 "第 178 页 ). 从 而 甚至 简 
单 的 方程 康 十 六 二 25, 当 工 和 y 是 实数 时 表示 前 面 讨 论 过 的 那个 圆周 ,但 若 > 和 >y 取 复 值 时 , 则 
可 以 表示 一 个 复杂 的 黎 曼 曲面 或 者 一 个 很 不 平常 很 难 想像 的 结构 , 几何 遭 殖 了 ,而 代数 兴旺 了 . 


几何 作为 空间 和 空间 图 形 的 性 质 的 研究 的 上 面 这 一 场 讨论 可 以 展示 出 几何 的 成 长 ,变化 和 
活力 ,以 及 各 分 支 之 间 和 数学 各 分 科 之 间 的 相互 关联 ,但 还 没有 呈 示 出 现代 几何 的 全 部 本 质 . 人 
们 常 说 代数 是 一 种 语言 . 几何 也 是 . 

当今 数学 家 追随 抽象 空间 这 个 课题 ,你 可 以 从 他 们 所 用 的 术语 ,就 看 出 其 涉及 的 高 度 理想 
化 的 空间 是 何等 深 幅 难 懂 . 这 是 真实 的 ,但 抽象 空间 理论 的 主要 用 处 一 -的确 ,从 历史 上 看 推动 
这 个 研究 的 动力 是 促进 分 析 中 函数 类 的 应 用 . 一 个 抽象 空间 中 的 “点 ”通常 是 函数 ,而 两 个 点 之 
间 的 距离 是 两 个 函数 之 差 的 某 种 重要 的 测度 . 因此 ,你 可 以 有 兴趣 于 研究 诸如 x?，3x? 和 一 2z 
这 些 函 数 ,并 有 兴趣 于 这 些 函数 当 xz 从 0 变 到 1 时 之 值 . 你 可 以 定义 任何 两 个 函数 之 间 的 距离 
为 当 z 之 值 从 0 变 到 1 时 这 两 个 函数 之 间 的 最 大 数值 差 . 这 种 函数 空间 已 经 证 明 是 无 限 维 的 . 
今日 人 们 经 常 听 说 的 希 尔 伯 特 空间 和 巴 拿 替 空 间 都 是 函数 空间 . 就 数学 方面 来 讲 ,这 些 在 所 谓 
的 泛 函 分 析 科目 中 是 重要 的 ,而 泛 函 分 析 现 在 已 是 量子 力学 的 主要 工具 

为 什么 你 事实 上 在 处 理 函 数 而 要 谈 及 空间 ? 这 是 因为 思维 的 几何 方式 是 有 帮助 的 ,并 且 其 
至 能 联想 出 有 关 函 数 的 定理 . 当 用 分 析 的 办 法 表述 时 复杂 和 难 懂 , 可 能 用 几何 的 办 法 解释 会 直 
观 明显 , 让 人 惊奇 的 是 抽象 空间 的 研究 是 拓扑 学 的 一 部 分 ,因为 这 些 重要 结构 的 性 质 , 无 论 这 些 
结构 被 认为 是 真 的 空间 还 是 函数 集合 ,在 拓扑 变换 之 下 都 保持 ,或 者 说 不 变 . 

抽象 空间 的 课题 显然 呈 示 出 现代 数学 的 抽象 性 , 几何 不 仅 为 物理 空间 ,而 且 也 为 任何 其 概 
念 和 性 质 符合 几何 框架 的 结构 提供 了 模型 

在 另外 一 个 也 很 重要 的 方面 ,几何 已 是 远 远 超出 了 研究 只 是 容纳 物质 的 载体 . 简 卡 儿 曾 斯 
言 物 理 能 够 被 几何 化 ,20 世纪 目睹 了 它 的 实现 . 相对 论 是 20 世纪 最 重要 的 两 项 科学 成 就 之 
(量子 理论 是 另 一 项 ). 在 相对 论 中 物质 的 净 引 力作 用 已 归结 为 几何 . 正如 山区 的 几何 要 求 一 个 
随处 变化 的 距离 公式 来 表示 地 面 变化 的 形状 , 爱 因 斯 坦 也 用 一 个 变化 的 距离 公式 来 表示 空间 不 
同 的 质量 分 布 . 物质 决定 了 几何 ,而 结果 这 个 几何 解释 了 原先 归 之 于 引力 的 现象 

几何 已 经 消化 了 现实 的 一 部 分 ,并 且 可 能 必须 要 消化 全 部 现实 . 今天 ,在 量子 力学 中 ,物理 
学 家 努力 去 解决 亚 原 子 物质 的 看 上 去 似乎 相互 抵触 的 波 粒 二 象 性 . 他 们 可 能 必须 从 空间 的 量子 
去 生成 这 两 者 . 或 许 物质 本 身 也 将 被 溶解 于 纯粹 空间 之 中 . 
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如 果 你 想 评 知 今 天 的 数 与 几何 的 竞争 ,你 必须 承认 ,就 证 明 的 方法 论 而 言 ,几何 已 在 很 大 程 
度 下 让 位 于 入 数 和 分 析 , 复杂 结构 的 几何 处 理 , 当 然 是 高 维 空间 的 几何 处 理 , 如 向 卡 儿 抱怨 欧 氏 
几何 那样 ,能 够 “在 想像 力 极 度 劳累 的 条 件 下 来 贸 炼 理解 力 ”. 此 外 ,科学 的 定量 要 求 只 有 最 终 求 
助 于 数 才能 达到 . 

然而 ,几何 给 空洞 的 公式 提供 了 营养 和 涵义 . 几何 永 葆 其 为 丰 足 的 和 富有 成 果 的 直观 的 主 
要 源 困 .而 直观 反 过 来 为 数学 提供 创造 的 动力 . 大 多 数 数学 家 用 几何 模式 在 思考 , 当 他 们 提出 复 
杂 的 分 板结 构 时 ,看 不 见 做 作 的 任何 迹象 . 你 可 以 仍然 相信 柏拉图 的 名 言 “ 几 何 搜 着 灵 瑰 走向 
真理 ”. 


嘲 娟 几何 


充 某 因 《Morris 下 liney,1955 年 5 月 号 


密 性 以 及 共 在 几何 中 所 起 的 基本 作用 部 值得 推荐 给 每 一 位 学 数学 的 人 . 
射影 几何 起 源 于 文艺 复兴 时 期 艺术 家 的 工作 , 中 世纪 的 画家 曾 满足 于 用 象征 性 的 
术语 来 表现 自己 .他们 用 高 度 程式 化 的 方法 来 姑 人 物 利 实物 ,通常 以 金色 为 背景 ,似乎 在 强 油 图 
辆 的 主体 ,一 般 来 说 是 宗教 的 ,是 与 现实 世界 没有 联系 的 , 一 个 极 好 的 例子 是 被 批评 家 认为 是 中 
计 纪 绘画 之 花 的 马丁 尼 (Simone Martini) 的 “天 使 报喜 ”*， 随 者 文艺 复兴 的 到 来 不 仅 要 求 绘画 现 
实 化 ,而 且 和 希腊 的 学 说 认为 自然 界 之 本 质 是 数学 法 则 也 得 以 复活 . 文艺 复兴 的 画家 奋斗 了 一 下 
多 年 以 寻求 一 个 数学 模式 ,使 他 们 能 够 在 二 维 的 画布 上 描画 出 三 维 的 真实 世界 . 因为 文艺 复兴 
的 许多 画家 是 建筑 师 和 工程 师 同时 也 是 艺术 家 ,他 们 最 终 达 到 了 他 们 的 目标 . 为 了 解 他 们 的 成 
就 是 如 何 卓 越 , 只 需 比 较 一 下 达 ， 芬 奇 (Leonarde da Vinci) 的 “最 后 的 晚餐 ”与 马丁 尼 “ 天 使 报 
育 ”《 参 见 199 页 ) 就 够 了 . 
三 维 表 现 之 关键 被 发 现在 于 现在 熟知 的 射影 和 截面 的 原则 . 文艺 复兴 的 画家 想像 从 他 正在 
画 的 景物 之 每 一 点 发 出 一 条 光线 到 一 只 眼睛 . 他 把 这 个 收 和 敛 的 直线 集合 称 为 一 个 射影 . 于 是 他 
想像 他 的 画布 是 一 块 玻璃 屏幕 插 在 景物 和 眼睛 之 间 . 时 影 中 的 直线 交 这 个 玻璃 屏幕 所 得 点 集 他 
称 之 为 一 个 “截面 ” 为 达到 现实 主义 :画家 必须 在 画布 上 将 呈现 在 玻璃 屏幕 上 的 截面 再 现 出 来 . 


记 _ 数字 的 大 厦 中 有 许多 户 宅 ,其 中 最 精美 的 是 射影 几何 . 其 概念 之 优美 ,其 结构 的 逻辑 严 


译注 :这 是 一 个 圣经 故事 . 说 天 使 长 加 百 列 向 圣母 玛 利 亚 报 告 她 将 生育 耶稣 的 喜讯 . 
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马丁 尼 的 "天 使 报喜 "是 中 世纪 艺术 家 的 平 
板 的 因 夺 的 绘画 的 一 个 卓越 的 例子 . 人 物 用 写 
意 于 法 被 安排 在 金色 背景 之 中 ， 


2 ee yy 
达 ， 芬 奇 的 "最 后 的 蜀 餐 "运用 了 射影 几 何 
来 产生 三 维 的 幻觉 .在 此 复制 画 上 画 出 了 一 些 
直线 相交 于 无 限 远 点 . 
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达 ， 芬 奇 的 画 稿 , 为 研究 他 的 画 * 三 贤人 之 朝拜 "而 作 , 显 示 
了 他 在 实际 面 证 画 之 前 如 何 艰 辛 地 将 整个 景象 做 出 几何 设计 . 


申 德国 画家 备 勒 (Albrecht Diirer) 所 作 两 幅 木 刻 说 明了 射影 和 截面 的 原则 ( 见 下 图 ). 在 " 举 
春 的 为 人 的 设计 者 “( 左 ) 中 艺术 家 正在 玻璃 屏幕 上 标 下 一 条 从 景物 发 出 射 向 艺术 家 的 一 只 眼睛 
的 光线 交 屏 幕 的 一 点 .第 二 张 木刻 ,“ 鲁 特 琴 的 设计 者 *( 右 ) ,显示 在 玻璃 屏幕 上 描 出 的 截面 . 


丢 勒 (Albrecht Dubrer) 的 木刻 描述 了 射影 和 Hl 截面 原则 ,在 第 一 张 木刻 中 这 位 画家 正在 描 从 暴 
物 发 出 的 一 条 光线 到 他 眼中 而 与 玻璃 屏幕 相交 的 那个 点 ,在 第 一 张 中 一 个 景象 被 描绘 在 屏幕 上 . 


译注 ;圣经 故事 , 当 耶 钱 诞 生 时 ,有 三 位 贤人 (或 称 三 博 士 ) 从 东方 来 到 伯利恒 朝拜 . 
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当然 截面 不 仅 依赖 于 艺术 家 站 立 的 位 置 也 依赖 于 眼睛 与 景物 之 间 放 沈 玻璃 屏幕 的 位 前. 然 
而 这 只 意味 着 同一 景物 能 够 有 许多 不 同 的 画像 . 当 他 已 经 选 定 了 他 的 景物 ,他 的 位 置 和 玻璃 屏 
幕 的 位 置 ,画家 的 任务 是 精确 地 把 截面 中 所 包含 的 内 容 搬 到 画布 上 . 因为 画家 的 画布 并 不 是 透 
明 的 ,并 且 因为 他 所 画 的 景物 有 时 只 存在 于 他 的 想像 之 中 ,文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 必须 导出 -- 
些 定理 ,这 些 定理 会 确切 地 指出 一 个 景物 将 如 何 显现 在 想像 中 的 玻璃 屏幕 上 (位 置 , 大 小 和 形 
状 ), 以 使 把 景物 搬 到 画布 上去. 

他 们 推演 出 的 这 些 定理 提出 了 一 些 问题 ,而 后 来 证 明 它 们 在 数学 上 是 很 重要 的 , 职业 数学 
家 接 过 了 这 些 问题 的 研究 ,并 且 发 展 了 一 门 有 着 极 大 普遍 性 和 威力 的 几何 . 让 我 们 追踪 它 的 发 
展 的 足迹 吧 . 

从 一 个 正方 形 的 一 侧 的 某 一 点 去 看 它 (图 1). 在 一 个 播 在 眼睛 和 企 方形 之 间 的 一 个 玻璃 屏 
幕 上 , 它 的 射影 的 截面 不 是 一 个 正方 形 而 是 某 个 另外 的 四 边 形 . 
因此 例如 正方 形 的 地 砖 在 图 画 里 不 画作 正方 形 . 屏幕 位 置 的 改 
变 将 改变 截面 的 形状 ,然而 只 要 观察 者 的 位 置 保 持 固定 , 则 截面 
在 眼睛 里 产生 的 印象 是 相同 的 . 同样 ,如 从 一 个 固定 位 置 来 看 ， 
一 个 医 周 的 射影 的 不 同 截面 是 相当 地 不 同 的 一 -它们 可 以 是 筷 
得 多 一 些 或 扁 得 少 一 些 的 椭圆 一 一 然而 所 有 这 些 截面 在 眼睛 里 
产生 的 像 将 都 与 同 在 固定 位 置 上 的 原来 的 圆周 所 产生 的 像 一 
样 . 

对 于 爱 用 脑子 去 管 闲事 的 数学 家 们 来 说 ,这 个 现象 提出 了 
一 个 问题 :难道 在 眼睛 里 呈现 出 相同 的 像 的 这 些 不 同 的 截面 没 图 1 
有 某 些 共同 的 几何 性 质 吗 ? 进一步 而 论 , 一 个 物体 从 不 同 的 位 置 去 看 所 得 的 截面 ,由 于 它们 都 
和 人 同一 个 物体 导出 的 ,难道 没有 某 些 共同 性 质 吗 ? 换 句 话说 ,数学 家 们 振奋 起 来 去 守 求 个 
竺 定 的 最 物 的 同一 个 射影 的 所 有 截面 ,和 两 个 不 同 的 射影 的 截面 的 共同 性 质 . 这 个 问题 实质 上 
是 射影 几何 学 家 们 在 他 们 的 学 科 发 展 中 的 主要 关心 的 事情 . 

显然 ,正如 在 图 形 的 同一 射影 的 不 同 截面 或 在 不 同 的 射影 中 ,一 个 正方 形 或 一 个 圆周 的 形 
状 在 改变 ,同样 ,一 个 线 眉 的 长 度 ,一 个 角度 的 大 小 或 者 一 块 面积 的 大 小 也 会 改变 . 更 有 其 者 ,在 
一 个 物理 景物 中 平行 的 直线 在 它 的 绘画 中 可 以 不 平行 而 是 相交 于 一 点 的 ;例如 ,请 看 在 达 ， 苏 
寺 的 "最 后 的 晚餐 ”中 的 天 棚 梁 之 轮廓 线 . 换 句 话说 ,一 个 物体 的 不 同 的 射影 的 截面 的 共同 性 质 
的 研究 看 来 并 不 属于 欧 氏 几何 的 范围 ， 

党 面 ,立即 可 以 验 明 不 同 的 截面 共有 某 些 相 当 简 单 的 性 质 . 例如 ,一 条 直线 在 它 的 所 有 射影 
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的 所 有 截面 中 者 将 保持 为 一 条 直线 ( 即 它 不 会 变 成 曲线 ); 一 个 三 角形 将 保持 为 一 个 三 角形 :一 
个 四 过 形 将 保持 为 一 个 四 边 形 . 这 不 仅 直观 看 来 是 显然 的 ,而 且 是 容易 用 欧 氏 几何 证 明 的 . 然而 
这 儿 条 不 变性 质 很 准 使 创 江 人 满意 ,也 不 会 给 数学 结构 及 其 力 营 增光 添彩 . 因此 要 求 更 为 深刻 
的 洞察 力 以 获得 不 同 的 截面 的 重要 的 共性 . 


首先 提供 这 种 洞察 力 的 是 德 扎 格 (Gérard Desargues), 他 是 一 位 自学 成 才 的 在 17 世纪 前 半 
世纪 工作 的 建筑 师 和 工程 师 . 德 扎 格 的 动机 是 帮助 艺术 家 ;他 的 艺术 兴趣 其 至 扩展 到 写 了 一 本 
书 来 讨论 如 何 教 孩 子 们 唱歌 唱 得 好 . 他 寻求 将 许多 关于 透视 的 定理 组 合成 一 个 紧密 的 形式 ,并 
日 发 明了 一 套 术 语 . 他 认为 要 比 通常 的 数学 语言 更 好 理解 . 

从 的 主要 绪 采 被 称 为 德 扎 格 定理 并 且 是 射影 几何 学 中 的 基本 定理 ,这 定理 提出 了 一 个 三 角 
形 的 同一 个 射影 的 岗 个 截面 之 间 的 一 个 重要 共性 , 德 扎 格 考虑 
的 情 闹 我 们 在 这 里 表示 如 下 :从 点 O( 图 2? 作 一 个 三 角形 的 射影 
并 取 其 西 个 不 同 的 截面 . 这 两 个 三 角形 {( 邵 截面 ) 的 关系 可 以 这 
样 来 描述 , 即 它们 是 从 点 口 透 视 的 . 德 扎 格 于 是 断言 ,这 两 个 三 
角形 的 每 对 对 应 边 将 相交 于 一 点 ,更 重要 的 是 这 三 个 点 将 位 于 
一 条 直线 上 . 在 我 们 的 图 上 就 是 ,AB 与 4‘B' 交 于 点 尺 ;AC 与 A 
C 交 于 SiB8C 与 B'C' 交 于 TT; 并 且 民 ,S 和 TT 位 于 一 条 直线 上 .图 
上 上 所 说 的 情形 是 两 个 三 角形 截面 位 于 不 同 的 平面 上 , 德 扎 格 的 
结论 甚至 当 三 角形 ABC 和 A'B'C’ 在 同一 平面 上 俩 如 这 张 纸 平 
面 上 也 成 立 ,虽然 定 理 之 证 明 在 后 一 情形 不 同 ， 

读者 可 能 不 放心 德 扎 格 定理 中 的 结论 说 两 个 三 角形 的 每 对 
对 应 边 必定 相交 于 一 点 ,他 可 能 问 , 如 果 正 好 其 中 有 两 个 边 平行 那 怎 么 办 ? 德 扎 格 处 理 这 种 情 
形 的 办 法 是 作 一 个 数学 上 约定 : 即 认为 任意 一 组 平行 线 都 交 于 一 个 公共 点 ,并 建议 读者 把 这 个 
氮 想 成 在 无 限 远 处 一 一 这 个 办 法 多 少 有 点 像 用 不 回答 来 回答 这 个 问题 . 不 过 ,你 能 否 看 见 这 个 
在 无 限 远 处 的 点 并 不 要 紧 . 举 认 平行 的 直线 有 一 个 公共 的 点 是 合 逻 辑 的 ,这 个 点 有 别 于 欧 氏 几 
何 中 考虑 的 直线 上 的 通常 的 有 限 远 处 的 点 .此 外 ,在 射影 几何 里 我 们 约定 在 一 个 给 定 的 平面 里 ， 
不 同 组 的 平行 线 交 于 不 同 的 无 限 远 点 , 但 这 些 无 限 远 点 位 于 一 条 直线 上 . 它 有 时 被 称 作 无 限 远 
直线 . 因此 ,甚至 当 德 扎 格 定理 中 所 论 及 的 三 角形 的 三 对 对 应 边 的 每 对 都 由 平行 线 组 成 ,从 我 们 
的 约定 也 将 推出 三 个 交点 位 于 一 条 直线 , 即 无 限 远 线 上 . 

这 些 约 定 不 仅 尿 辑 上 合理 ,而 且 也 符合 于 这 样 的 论证 , 即 射影 几 何 讨论 视觉 现象 所 出 的 问 
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题 :我 们 实际 看 不 到 平行 线 ,熟悉 的 例子 明显 如 收敛 的 铁路 轨 线 提示 我 们 那样 .那么 又 何必 看 得 
见 无 限 远 线 呢 ?” 的 确 , 平 行 性 在 射影 几何 中 不 起 作用 . 

早 慧 的 法 国 数学 家 和 哲学 家 帕斯卡 (Blaise Pascal) 是 德 扎 格 的 间 时 代 人 ,他 在 十 六 岁 时 提 
出 了 射影 几何 的 另 一 重要 定理 , 帕斯卡 断言 ,如 果 把 一 个 图 的 内 接 六 边 形 的 每 对 对 边 廷 长 后 都 
相交 ,所 得 三 个 交点 也 将 位 于 一 条 直线 上 (图 3)， 


村 3 


从 上 面 所 说 的 看 来 ,帕斯卡 的 定理 似乎 与 射影 和 截面 没什么 关系 . 然而 ,让 我 们 把 帕斯卡 定 

理 所 论 的 图 形 的 射影 具体 化 ,同时 将 这 个 射影 的 一 个 截面 具体 化 (图 4). 那个 图 周 的 射影 将 是 一 

个 锥 ,而 这 个 办 的 一 个 截面 一 般 来 说 木 是 一 个 圆周 而 是 一 个 权 圆 ,一 个 双 曲 线 或 一 个 名 物 

线 一 一 即 一 条 通常 所 说 的 图 锥 曲线 . 原来 的 圆周 里 的 六 边 形 在 任 一 圆锥 曲线 里 将 给 出 一 个 对 应 

六 边 形 . 现在 帕斯卡 定理 结论 是 ,新 的 六 边 形 的 各 对 对 边 也 将 交 于 同一 条 直线 上 ,这 条 直线 对 

应 于 原来 图 形 导 出 的 直线 , 因此 ,这 条 定理 陈述 了 关于 图 周 的 一 条 性 质 ,这 个 性 质 在 这 个 圆周 的 
任意 射影 的 任 一 截面 上 将 仍然 成 立 . 这 的 的 确 确 是 射影 几何 的 一 个 定理 ， 


* 译注 :这 种 话 是 译 者 加 的 . 
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如 果 德 扎 格 和 精 斯 卡 的 定理 立即 被 他 们 同辈 的 数学 家 领会 了 ,而 且 他 们 的 方法 和 概念 的 洪 
力 被 急切 地 掌握 了 并 进一步 得 到 发 展 ,我 们 一 定 会 很 高 兴 . 实际 上 ,高 兴 与 我 们 无 缘 , 可 能 德 扎 
格 的 新 术语 困惑 了 他 那 时 代 的 数学 家 ,正好 像 今天 许多 人 被 数学 语言 上 所 妖 惑 和 吓 跑 一 样 , 不 论 
怎么 说 ,所 有 德 扎 格 的 同事 除 稍 卡 目 外 部 表示 出 通常 对 激进 观念 的 反应 :他 们 说 德 扎 格 疯 了 ,并 
有 是 不 理 皮 射影 几何 , 德 扎 格 本 人 气 角 了 并 转 回 到 建筑 和 工程 的 实践 , 德 扎 格 的 1639 年 的 原版 书 
印刷 本 全 部 轶 失 而 一 本 不 贸 . 帕斯卡 论 圆锥 曲线 的 工作 和 他 的 有 关 射 影 几 何 的 其 他 工作 ,发 表 
于 1640 年 ,也 被 遗忘 . 所 幸 是 德 扎 格 的 一 位 学 生 依 和 尔 (Philippe de la Hire) 把 德 扎 格 的 书 抄 了 一 
本 手 抄本 . 到 19 世纪 这 个 于 抄本 偶然 她 被 用 何 学 家 沙 勤 (Michel'Chasles) 在 一 个 书店 里 得 到 ,于 
是 进 界 才 了 解 德 扎 格 的 重要 工作 的 全 魏 . 同时 大 部 分 德 扎 格 和 帕斯卡 的 发 现 被 19 世纪 的 几何 
学 家 独立 地 重新 发 现 . 

射影 几何 一 系列 最 初 提出 的 课题 是 引 人 注 由 的 ,而 其 偶然 发 现 同样 引入 注目 ,再 加 上 一 些 
重大 事件 射影 几何 复苏 了 . 蒙 日 (Gaspard Monge), 应 用 射影 和 截面 的 画 法 几何 的 发 明 者 ,在 法 
国 高 等 工科 学 校 “ 他 的 身边 聚集 了 一 大 批 有 才华 的 学 生 , 他 们 中 有 卡 诺 (Sadi Carnot) 和 喜 赛 列 
(jean Poncelet), 这 两 个 人 被 莹 日 的 几何 深 深 地 打动 . 纯粹 几何 已 被 笛 卡 几 的 代数 的 或 解析 的 几 
何 遮 茂 了 大 约 二 百年 之 久 . 他 们 着 手 证明 纯 粹 的 几何 方法 能 够 比 币 卡 儿 的 完成 得 更 多 

影 赛 列 复活 了 射影 几何 . 作为 拿破仑 的 一 各 亩 官 在 人 侵 俄罗斯 时 被 俘 而 于 1813--1814 年 
间 关 在 俄国 监狱 里 . 不 借助 任何 书籍 , 彭 赛 列 在 监狱 里 重新 建立 了 他 从 蒙 日 和 卡 诺 那 里 学 到 的 
东西 ,并 且 进 而 建立 了 射影 几何 中 的 新 结果 . 能 完全 欣赏 到 这 个 课题 的 确 是 数学 中 的 ，. 个 内 新 
的 分 文 的 数学 家 ,他 可 能 是 头 一 个 . 当 他 重新 开辟 这 个 课题 后 ,整个 一 批 法 国 的 , 稍 后 -点 还 有 
一 些 德国 的 数学 家 继续 集中 地 进行 了 研究 ， 

他 们 建立 的 基础 之 一 ,是 一 个 其 重要 性 未 能 及 早 被 赏识 的 梳 
念 , 考虑 一 条 被 四 个 点 分 割 的 直线 的 射影 的 一 个 截面 (图 5), 显然 
在 截面 中 的 直线 之 几 个 线段 之 长 度 不 等 于 原来 直线 上 那些 线段 的 
长 度 . 你 可 能 会 大 姐 猜 测 , 可 能 两 个 线段 之 比 , 如 A'C'/B'C', 将 等 
于 对 应 之 比 ACYBC. 这 个 猜测 是 不 正确 的 . 然而 惊人 的 事实 是 此 
之 比 , 即 (4 CAC BACADAAD' BO 将 等 于 CAC/CB)/CAD/ 
DB). 于 是 , 比 之 比 , 它 被 称 作 交 比 ,是 一 个 射影 不 变量 , 这 里 应 当 


* 译注 :Ecole Poletechnique, 这 是 与 巴黎 高 等 师范 同 为 拿 破 他 
n 创立 加 
一 所 军事 学 校 ,人 们 时 常 简称 为 巴黎 高 工 的 两 所 著名 高 等 学 校 之 一 . 它 是 
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注意 ,所 涉及 的 长 诬 必 须 是 有 定向 的 长 讼 ;时 如 果 从 A 到 DD 的 方向 为 正 , 则 长 姜 AD 为 正 而 长 度 
DB 必须 豆 成 负 的 ， 

任 作 一 条 直线 与 四 条 直线 04,OB,OC 和 OP 相交 ,所 成 的 线段 具有 与 原来 线段 相同 的 交 
比 这 一 事实 建议 我 们 对 相交 于 点 口 的 四 条 射影 直线 指定 一 个 特 0 
别 的 交 比 , 即 在 任 一 截面 上 的 线段 之 交 比 , 此 外 ,四 条 直线 的 交 比 ”< 
是 一 个 射影 不 变量 ,这 就 是 说 ,如 果 攀 作 了 这 四 条 直线 OA ,DB， 
(CC,OD 的 一 个 射影 ,并 由 此 射影 做 了 另 一 个 截面 ,此 截面 将 包括 
另 罩 条 共 点 直线 O4 ,DB ,GOC ,OODD ,其 交 比 与 原来 四 条 的 相 
同 ( 图 6), 即 是 说 ,从 点 0 到 图 形 OABCD 的 射影 中 形成 的 截面 
OABCDD 里 面 , 四 条 直线 OA',OB',OC' 和 0O'D' 有 与 04， 
OB,OC 和 OD 相同 的 交 上 比 . 


交 比 的 射影 不 变性 被 19 世纪 的 几何 学 家 广泛 应 用 . 前 面 在 讲 由 斯 卡 定理 时 ,我 们 注意 到 ， 

， 在 射影 和 截面 中 一 个 圆周 可 以 成 为 一 个 椭圆 ,-- 个 双 曲 线 或 者 

一 个 抛物 线 , 即 一 条 圆锥 曲线 . 于 是 ,几何 学 家 寻找 某 些 共 性 用 

9 以 解释 这 样 的 事实 , 即 一 条 圆锥 曲线 在 射影 和 截面 中 永远 给 出 

一 条 圆锥 曲线 . 后 来 他 们 找到 了 用 交 比 表述 的 答案 . 在 一 个 图 

锥 曲线 上 给 了 点 D,4,B,C,P 以 及 第 六 个 点 PP( 图 7), 则 射影 

几何 的 一 个 重要 定理 说 ,直线 PA,PB,PC 和 PD 有 着 与 OA ， 

A ; OB,OC 和 OD 相同 的 交 比 .反之 ,车 己 是 任 -- 点 使 得 PEA ,PB， 

加 PC 和 PD 有 着 与 04 ,0B,OC 和 OD 相同 的 交 比 , 则 己 必 位 于 

“ 通过 O,A,8,C 和 厂 的 圆锥 曲线 上 . 这 个 定理 及 其 北 的 要 点 是 

一 条 圆锥 曲线 被 交 比 性 质 所 决定 . 圆锥 曲线 的 这 一 新 的 刻画 很 受 欢迎 ,不 仅 因 为 它 用 到 了 射影 
性 质 , 而 且 因 为 它 开 启 了 关于 圆锥 曲线 研究 的 全 新 的 路 线 ， 

全 部 数学 中 最 漂亮 的 原理 之 一 的 对 企 原 理 的 发 现 为 射影 几何 的 令 人 满意 的 成 就 锦上添花 . 同 

在 欧 氏 几何 里 一 样 ,在 射影 几何 里 任何 两 点 决定 一 直线 ,或 者 我 们 宁 洒 说 成 任何 两 点 必 位 于 同一 

直线 上 . 然而 在 射影 几何 里 ,说 任何 两 条 直线 决定 或 位 于 同一 点 也 是 对 的 . (那些 拒绝 承认 网 氏 意 

义 下 的 平行 线 也 是 有 一 个 公共 点 提 一 约定 的 读者 只 好 跳 过 接 下 来 的 几 段 ,并 将 因 他 的 图 执 而 付出 

代价 . ) 值 得 注意 的 是 ,第 二 个 陈述 外 要 把 第 一 个 命题 中 的 点 和 线 这 两 个 词 调换 一下 ,就 可 以 从 第 

一 个 得 到 了 ,这 时 我 们 说 在 射影 几何 中 ,我 们 把 原来 的 陈述 对 偶 化 了 , 因此 我 们 不 仅 可 以 说 一 组 点 


206 焉 . 用 个 数学 分 支 


在 一 条 直线 上 ,也 可 以 说 -组 直线 在 一 个 点 上 (图 8). 同样 地 ,一 个 由 四 个 点 组 成 的 图 形 , 只 要 三 个 
扩 位 于 同一 直线 上 ,其 对 侦 就 是 一 个 由 四 条 直线 组 成 的 图 形 , 其 中 没有 三 条 直线 位 于 同一 点 上 (图 9). 


图 8 图 3 


让 我 们 来 用 这 样 的 办 法 重 述 一 些 稍为 复杂 的 图 形 . 一 个 三 角形 由 三 个 栗 在 同一 直线 上 的 点 
以 及 二 条 联结 这 些 点 的 直线 组 成 . 其 对 偶 陈 述 将 读 成 : 三 条 不 在 同一 点 上 的 直线 和 三 个 联结 这 
些 直线 的 点 ( 即 这 些 直线 的 交点 ). 这 样 重 述 二 角形 定义 而 得 到 的 图 形 还 是 一 个 三 角形 ,所 以 二 
角形 称 为 是 自 对 偶 的 . 

现在 让 我 们 用 对 侦 术 语 来 重 述 德 扎 格 定理 ,适用 一 个 三 角形 的 对偶 是 一 个 三 角形 这 一 事实 
并 假设 此 时 两 个 三 角形 和 点 O 均 位 于 同一 个 平面 . 该 定理 说 ， 

“如 朵 我 们 有 两 个 三 角形 ,使 得 联结 对 应 顶点 的 直线 经 过 同一 点 O, 风 这 两 个 三 角形 对 应 边 
成 对 地 联结 于 位 于 同一 直线 上 的 三 个 点 .” 

它 的 对 倘 说 ; 

如 果 我 们 有 两 个 三 角形 ,使 得 联结 对 应 边 的 点 位 于 同一 直线 O 上 , 则 这 两 个 三 角形 对 应 顶 
所 成 对 地 由 位 于 同一 点 的 三 条 直线 联结 , ” 

我 们 看 到 ,对 侦 的 陈述 正 是 德 扎 格 定理 之 逆 , 即 它 是 交换 了 假设 和 结论 的 结果 . 因此 用 调换 
点 与 线 ,我 们 发 现 了 一 个 新 定理 的 陈述 , 要 求 这 个 新 定理 的 证 明 
应 当 从 老 的 定理 的 证 明 应 用 调换 点 和 线 来 得 到 似乎 是 太 苛 求 
本 -然而 如 果 这 算是 过 分 的 要 求 , 则 上 帝 的 怀 慨 大 方 远 远 超越 了 
我 们 凡人 的 劳 绩 , 因为 新 揭 证 明 恰 好 可 以 用 这 个 方 活 得 到 


射影 几何 也 讨论 曲线 . 如 何 对 偶 化 一 个 关于 曲线 的 陈述 ? 
线索 在 于 这 样 一 个 事实 ,一 条 曲线 归根 结 蒂 是 点 的 一 个 集合 ， 
们 可 以 对 偶 地 把 这 个 曲线 想 成 一 个 直线 的 一 个 集合 ,当然 ,这 个 
集合 应 满足 一 定 的 条 件 . 令 人 吃惊 的 是 ， 对 于 一 个 圆锥 曲线 而 
言 满足 这 个 条 件 的 直线 集合 正好 是 那 条 曲线 的 切线 集合 (图 


17, 射影 几何 a07 


10). 如 果 这 个 圆锥 曲线 是 一 个 圆周 ,其 对 侦 图 形 就 是 同一 圆周 的 切线 集合 (图 11), 这 个 切线 集 
合 提示 我 们 ,圆周 既 可 看 作 是 点 的 集合 ,也 可 看 成 是 切线 的 集 
合 . 我 们 将 称 这 个 切线 集合 为 线 圆 ， 

我 们 来 将 帕斯卡 的 关于 圆 内 接 六 边 形 的 定理 对 偶 化 . 他 的 
原来 的 定理 说 ， 

“如 果 在 圆周 上 取 六 个 点 4, B,C,D,EE 和 下 , 则 联结 A 和 
B 及 DD 和 EE 的 直线 联结 于 一 点 ;联结 B 和 C 及 F 和 下 的 直 
线 联结 于 一 点 及 ;联结 C 和 DD 及 F 和 A 的 直线 联结 于 一 点 尺 . 
这 三 个 点 了 ,QQ@ 和 RR 位 于 一 条 直线 ! 上 .” 

它 的 对 侦 说 : 

“如 果 在 线 加 上 取 六 条 直线 a,b,c,d,e 和 了 , 则 联结 a 和 6 
及 d 和 。 的 点 被 直线 联结 ;联结 5 和 c 及 e 和 /的 点 被 直线 g 联结 ;联结 c。 和 4 及 了 和 a 的 点 
被 直线 + 联结. 这 三 条 直线 p,g 和 > 位 于 同一 点 卫 ,， 

对 偶 陈 述 的 元 何 意 义 为 :因为 线 圆 是 点 图 的 切线 集合 , 线 圆 上 的 这 六 条 直线 是 切 于 点 圆 的 
六 条 切线 ,从 而 这 六 条 切线 形成 一 个 外 切 于 点 圆 的 六 边 形 . 因此 对 偶 陈 述 告诉 我 们 ,如 果 我 们 作 
一 个 外 切 于 点 圆 的 六 边 形 , 则 六 边 形 对 顶 的 联结 线 , 即 对 偶 陈 述 
中 的 p,q 和 > 相交 于 一 点 (图 12). 这 个 对 偶 陈 述 的 确 是 射影 几 
何 的 一 个 定理 . 它 被 称 为 布 良 枚 定理 ,因为 蒙 日 的 学 生 布 良 松 
CCharles-Julien Brtanchon) 颇 像 我 们 所 做 那样 应 用 对 偶 原 理 于 
帕斯卡 定理 而 发 现 了 它 . 0 

能 够 一 下 子 就 证 明 ,射影 几何 的 每 一 个 定理 根据 对 偶 原 理 
的 重 述 都 可 得 到 一 个 新 定理 . 这 个 原理 是 射影 几何 的 一 个 惊人 

图 12 特点 . 它 透露 出 那个 几何 结构 中 点 和 线 所 扮演 的 角色 的 对 称 性 . 

对 偶 原 理 也 使 我 们 可 以 洞察 数学 的 创造 过 程 . 然而 这 个 原理 的 

仅 现 ,如 同 德 扎 格 和 帕斯卡 定理 之 类 的 发 现 -一 样 ,需要 想像 力 和 天 才 , 而 利用 对 偶 原 理 来 发 现 新 
定理 则 几乎 是 一 个 机 械 的 过 程 ， 

人 们 可 能 怀疑 射影 几何 是 否 比 欧 氏 几何 更 为 基本 . 这 顺 个 
几何 的 关系 之 线索 可 以 由 再 次 考虑 射影 和 截面 而 获得 . 考虑 一 
个 失 形 的 射影 和 在 一 个 平行 于 该 矩形 的 平面 中 的 一 个 截 而 (图 
13). 这 个 截面 是 一 个 相似 于 原来 矩形 的 矩形 , 现在 如 果 点 〇 向 
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左 方 无 限制 地 远离 而 去 , 则 该 射影 的 直线 越 来 越 接近 相互 平行 的 直线 . 当 这 些 直 线 变 成 平行 同 
时 射影 中 心 变 或 “无限 远 点 ”时 ,矩形 变 成 不 仅 相 似 而 且 全 等 (图 


人 。 14), 换 他 话 说 ,从 射影 儿 何 的 观点 看 ,在 欧 氏 几何 中 被 深刻 地 研 
| 呈 究 过 的 全 等 和 相似 的 关系 可 以 通过 特殊 射影 的 射影 和 截面 来 研 
0 | D 究 . 


它 C 


图 中 如 果 射 影 几何 的 确 从 逻辑 上 说 较 欧 氏 几 何 为 基本 ,那么 所 


有 欧 氏 几何 的 概念 都 应 该 能 用 射影 几何 的 术语 来 定义 . 然而 ,在 以 上 描述 的 射影 几何 中 存在 逻 
辑 上 的 形 旬 :我 们 的 交 比 的 定义 ,从 而 那些 基于 交 比 的 概念 , 依 球 于 长 度 概念 ,而 长 度 存 射影 几 
何 中 不 应 当 起 作用 ,因为 长 度 不 是 一 个 在 任意 的 射影 和 截面 之 下 的 不 变量 . 19 世纪 的 几何 学 家 
克 莱 因 (Felix Klein 把 这 个 下 症 消除 了 . 他 证 明了 如 何 完 全 用 射影 的 概念 来 定义 长 度 以 及 角度 . 
从 而 可 以 确认 射影 几何 的 确 是 逻辑 上 较 欧 氏 几 何 为 基本 ,并 且 后 者 可 以 作为 一 个 特 款 而 构造 山 
来 . 克 莱 因 和 遍 革 (Arthur Cayley) 两 人 甚至 还 证 明了 基本 的 非 欧 几 和 何 都 可 以 作为 射影 几何 的 特 
款 导出 来 . 难怪 凯 莱 高 呼 : “射影 几何 就 是 全 部 几何 !” 

只 剩 下 从 射影 几何 的 公理 演绎 出 欧 氏 和 非 欧 氏 几 何 的 公理 了 ,并 且 这 件 事 几何 学 家 在 19 
世纪 未 和 20 亿 纪 初 已 成 功 地 做 到 了 . 欧 几 里 得 所 和 做 的 是 把 他 以 前 三 自 年 闻 的 工作 组 织 起 来 , 身 
影 几 何 学 家 最 近 所 做 的 光 非 是 把 德 扎 格 和 帕斯卡 开创 的 研究 组 织 起 来 . 
射影 几何 的 研究 现在 已 不 太 活跃 了 . 现在 刀 何 学 家 还 在 导 找 更 为 简单 的 公理 和 更 为 优美 的 
证 明 . 有 些 研究 是 有 关 nn 维 空间 的 射影 几何 . 一 个 庞大 的 新 的 类 似 领域 是 射影 微分 几何 , 它 研究 
曲线 和 曲面 的 局 部 或 元 限 小 性 质 . 

射影 几何 已 经 与 好 几 个 领域 的 当代 数学 研究 有 着 重大 关系 。 射影 和 截面 就 是 数学 里 所 说 
的 变换 ， 要 寻求 在 此 种 变换 下 的 不 变量 ， 数 学 家 们 问 道 , 有 没有 其 他 的 比 射影 和 截面 更 -- 艇 
的 变换 值得 研究 ? 近代 一 个 新 的 几何 追随 着 这 条 思路 已 经 发 展 起 来 ， 这 就 是 拓扑 学 ， 考 虑 括 
扑 变换 将 把 我 们 带 得 太 远 ， 我 们 在 此 只 限于 提 到 拓扑 学 考虑 的 变换 比 射 影 和 截面 更 一 般 ， 并 
且 现在 已 经 很 清楚 拓扑 学 在 逻辑 上 比 射 影 几何 更 基本 . 凯 菜 肯定 射影 几何 是 全 部 几何 是 过 于 
匆忙 了 . 

射影 几何 学 家 的 工作 在 现代 物理 科学 中 有 重要 影响 . 它们 为 相对 论 的 研究 者 铺 平 了 道路 ， 
后 者 探寻 着 宇宙 在 从 一 个 观察 者 到 另 一 个 观察 者 的 坐标 变换 下 的 不 变 的 定律 . 是 射影 几何 学 家 
和 其 他 的 数学 家 发 明了 张 量 演算 , 它 被 证 明 是 表示 不 变 的 科学 定律 的 最 方便 的 方法 . 

当然 ,微分 方程 .代数 和 数学 的 某 些 其 他 分 支 对 科学 的 进步 做 出 的 贡献 比 射影 几何 更 多 . 但 
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是 没有 一 个 数学 分 支 在 观点 的 独创 性 上 , 腹 协 调 发 现 中 的 直观 和 证 明 的 严密 上 ,在 思想 的 纯洁 
性 上 ,在 逻辑 的 完美 性 上 ,在 证 明 的 优美 局 上 和 概念 的 综合 性 上 可 以 与 射影 几何 比拟 , 诞生 于 艺 
术 之 科学 证 明了 它 本 身 也 是 一 门 艺术 . 


18. 
空间 的 曲 深 


勒 科 尔 容 岂 (P. Le Corbeiller) ,1954 年 11 月 号 


他 即将 面临 的 考试 极为 优 虑 不安. 他 已 经 28 岁 了 ,但 尚未 能 自立 一 一 他 靠 痢 在 小 小 的 
汉诺威 城 当 基督 教 牧 师 的 父亲 每 月 赠送 的 几 个 退 勒 (当时 德国 货币 ) 过 着 贫困 的 生活 ， 
他 谦虚 地 写 信 给 他 父兄 说 起 ,在 柏林 和 哥 廷 根 的 最 著名 的 教授 们 都 待 他 好 到 不 可 言 状 . 他 已 经 
获得 博士 学 位 :现在 ,为 获得 一 个 (无 薪 ) 讲 师 聘 约 他 必须 在 再 迁 根 哲学 系 全 体 教 师 面 前 给 出 一 
个 使 人 满意 的 讲演 . 他 已 经 提 区 了 三 个 题目 “ 头 两 个 我 已 经 准备 得 很 好 了 ”, 获 曼 给 他 哥哥 信 中 
写 道 "但 是 和 铝 斯 多 选 了 第 三 个 ,因此 现在 我 很 悍 恺 不 安 .” 
高 斯 (Karl Friedrich Gauss) 是 德 芒 数学 家 的 头 和 他 的 大 学 的 光荣 . 在 黎 曼 的 天 党 的 图 画 
中 ,高 斯 的 教授 轩 椅 离开 上 帝 的 宝座 已 不 太 远 了 ,这 仍 是 今日 哥 廷 根 的 一 般 看 法 .) 高 斯 为 年 轻 
的 获 曼 的 讲演 所 选 的 题目 是 “ 论 作 为 几何 基础 之 假设 ” 高 斯 除了 少数 有 深刻 隐 上 星 的 评论 外 关于 
这 个 题目 尚未 发 表 过 东西 ,但 是 他 之 所 以 偏爱 它 甚 过 黎 曼 提出 来 的 另外 两 个 题目 而 选择 了 它 ， 
是 因为 像 这 样 一 个 深刻 而 新 颖 的 题目 高 斯 自己 已 经 想 过 很 多 而 且 已 经 得 到 一 个 伟 天 的 虽然 尚 
未 被 广泛 赏识 的 贡献 ,他 想 知 道 这 位 年 轻 人 会 讲 些 什么 . 
葡 曼 公开 讲演 是 在 1854 年 6 月 10 日 ,一 个 星期 六 .这 就 是 他 的 著名 的 “就 职 演说 ”. 他 的 大 多 数 听 众 
是 古典 文学 家 ,历史 学 家 , 暂 学 家 一 一 至 少 不 是 数学 家 . 黎 曼 已 经 决定 了 他 要 谈论 有 关 】 维 空间 的 其 率 而 
不 用 书写 任何 方程 , 就 他 这 方面 说 ,这 究竟 是 一 个 谦 偿 的 姿态 ,还 是 一 个 温和 的 马 基 耶 维 利 式 的 权谋 *? 


a 1854 年 春天 ,一 位 年 轻 的 德国 数学 家 各 叫 获 曼 (Bernhard Riemann) 正 在 为 他 的 前 途 和 


* ” 诗 注 : 马 基 耶 维 利 (Niceolo Machiavelli,1469 一 1527, 意 夫 利 政治 家 ,主张 无 所 顾忌 地 运用 术 术 以 达 目 的 . 
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我 们 将 永 不 得 知 .但 可 以 肯定 的 是 即 令 没 有 方程 式 ,高 斯 也 非常 好 地 了 解 了 他 ,因为 讲演 结束 后 
高 斯 在 步行 加 家 的 路 上 怀 着 不 寻常 的 热情 告诉 他 的 同事 韦伯 (Wilheim Weber) “他 对 歼 曼 提出 
的 观念 的 竭力 竺 扬 . ， 

电 斯 的 热情 是 合理 的 . 这 位 年 轻 人 已 经 到 达 的 思想 的 王国 是 如 此 之 新 ,没有 任何 科学 家 能 
号 得 上 . 但 是 他 的 抽象 观念 在 半 个 氛 纪 之 后 通过 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein) 的 工作 同 经 验 的 现 
实 建立 了 接触 . 爱 因 斯 坦 看 到 黎 曼 的 构想 可 以 直接 应 用 于 光 与 引 力 之 间 的 相互 作用 问题 ,从 而 
使 它们 成 为 他 的 广义 相对 论 的 基础 , 它 直至 今日 仍然 统治 着 我 们 的 宇宙 观 .所 

让 我 们 回 到 - 直 年 前 ,并 且 了 解 一 下 1854 年 六 月 的 那 一 天 黎 曼 宣布 的 思想 . 在 到 达 黎 名 的 
观念 之 前 我 们 首先 应 当 擎 握 一 些 更 加 基本 的 背景 知识 . 


每 个 人 都 熟悉 平面 几何 的 原理 , 一 条 直线 是 两 点 间 的 最 短路 线 ; 平 行 线 不 会 相交 ;一 个 三 角 
形 二 内 角 之 和 等 于 两 个 直角 或 180 度 ,以 及 其 他 等 等 , 也 熟悉 画 在 一 个 球 而 上 的 图 形 的 几何 , 它 
服从 稍微 不 同 的 法 则 . 在 球面 上 的 两 点 癌 的 最 短路 线 称 为 “大圆 ;这 是 用 过 这 两 点 稻 球 心 的 平 
而 将 球 分 为 相等 的 两 半 时 所 截 得 的 曲线 . 两 个 大 图 总 是 相交 于 两 点 ;例如 ,地 球 的 两 条 经 线 总 是 
相交 于 南北 两 极 ， 当 三 条 大 贺 弧 段 ( 例 如 ,地 球 赤道 的 四 分 之 一 及 两 条 经 线 的 北 半 部 分 ) 相 交 而 
形成 一 个 “球面 三 角形 ”时 ,三 个 90 度 的 角 相 加 得 270 度 或 三 个 直角 . 这 个 三 角形 与 平 而 上 的 三 
东 形 之 间 的 差异 是 从 下 述 事实 导出 的 :前 者 的 边 是 画 在 弯曲 的 曲面 上 而 后 者 是 平坦 的 ， 

现在 我 们 怎 能 知道 桌子 的 表面 是 平坦 的 而 地 球 的 表 而 是 球面 的 ? 所 有 早期 的 文明 都 把 地 
球 想像 成 如 同一 个 平坦 的 盘子 ,山脉 堆 在 上 而 正如 国王 餐桌 上 的 食物 . 当时 人 们 不 可 能 去 到 月 
球 上 看 看 地 球 ,所 以 人 类 不 能 看 到 地 球 的 真正 形状 , 那么 希腊 天 文学 家 怎么 能 做 出 结论 说 地 球 
是 圆 的 ? 通过 观测 北极 星 在 希腊 要 比 在 埃及 高 , 因此 ,显然 我 们 有 两 个 办 法 可 以 识别 一 个 球面 
征 圆 的 ,或 者 从 很 远 的 地 方 来 看 它 , 例 如 从 月 球 上 看 地 球 ; 或 者 如 果 我 们 站 在 地 球 上 ,就 观测 那 
毕 离 地 球 很 远 的 物体 ,这 样 也 能 识别 出 地 球 是 球形 的 . 

信也 能 够 ,并 且 已 经 用 了 项 种 完全 不 同 的 途径 发 现 地 球 是 加 的. 一 个 途径 是 人 类 的 环球 航 
海 . 人 们 发 现 地 球 的 表面 没有 “被”, 没 有 边缘 ,然而 它 的 面积 是 有 限 的 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 事 
实 : 地 球 的 表 而 是 无 边缘 的 ,但 它 是 有 限 的 . 显然 ,这 个 情况 排除 了 地 球 是 一 个 平 而 的 可 能 性 . 一 
个 平面 的 表 而 是 无 边缘 的 ,但 也 是 无 限 的 , ‘在 普通 的 言语 中 ,我 们 却 把 无 边 和 无 限 这 两 个 词 看 


* 译注 :着 名 的 物理 学 家 ,高 斯 研究 电磁 理论 的 合作 者 . 
** 译注 ;这 个 评论 在 2004 年 仍然 适用 ， 
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成 是 严格 的 同 义 的 一 一 这 是 一 个 实 剑 ,表明 世界 是 球状 的 这 件 事 尚 未 能 被 我 们 的 心智 所 接受 . ) 


像 这 样 , 邯 使 假设 地 球 始终 被 一 个 厚 云 形成 的 天 幕 所 遗 盖 而 无 法 观测 星象 ,人 类 也 该 发 现 地 球 是 
圆 的 . 例如 ,假设 有 什么 原因 妨碍 他 探测 我 们 这 个 行星 . 他 仍然 有 男 外 一 个 办 法 可 能 发 现 他 是 生活 在 
一 个 球面 上 ,这 就 是 用 我 们 曾经 谈 过 的 球面 几何 . 如 果 我 们 来 看 地 球 表面 上 的 一 个 小 三 角形 ,比如 说 
每 边 大 约 30 类 尺 长 . 它 与 一 个 平坦 的 三 第 形 无 法 区 别 开 来 ; 它 的 三 角 之 和 会 超过 180 度 , 但 是 其 差 小 
到 无 法 测量 . 当 我 们 考虑 地 球 表 面 上 越 来 越 大 的 三 角形 时 ,地 球 表面 的 弯曲 将 变 得 越 来 越 重 要 ,并 且 
将 显示 出 三 个 第 之 和 超过 180 度 . 因此 ,通过 发 展 越 来 越 精 确 的 大 地 测量 和 绘制 地 图 的 方法 ,人 类 终 
究 能 够 证 明 地 球 的 球面 性 ,并 且 从 他 们 的 测量 他 们 能 够 求 出 地 球 的 半径 .我 们 马上 就 转向 这 个 问题 , 

除 平面 和 球面 以 外 还 有 许多 类 型 的 曲面 . 考虑 一 个 蛋 . 它 的 一 头 大 一 头 小 . 从 蛋 壳 大 的 那 头 
切 下 圆 的 一 块 ,看 上 去 像 是 从 一 个 球面 上 切 下 来 的 ;从 小 的 那 头 也 切 下 图 的 一 块 ,看 上 去 像 是 属 
于 一 个 半径 比 前 一 个 小 的 球面 ,小 头 的 那 一 片 看 得 出 比 大 头 的 那 一 片 要 客 得 多 . 几何 学 家 定义 
一 个 球面 的 曲率 是 它 的 半径 的 平方 之 倒数 .所 以 半径 越 小 ,曲率 越 大 ,并 且 反 之 亦 然 . 

如 有 果 我 们 从 和 蛋 的 中 部 取 下 一 片 蛋 壳 ,我 们 能 否定 义 它 的 临 率 ?” 这 里 有 一 个 小 小 的 困难 , 因 
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在 一 个 平面 上 和 在 一 个 球面 上 画 出 来 的 三 角形 服从 不 同 的 法 则 ， 在 一 个 平面 
圭一 个 三 角形 内 角 之 和 总 是 等 于 180 度 . 在 右边 那个 球 的 表面 上 的 三 条 太 因 相交 
形成 的 三 个 角 加 起 来 等 于 270 度 . 
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为 这 样 的 一 片 并 不 等 同 于 一 个 简单 的 球面 的 一 部 分 . 问题 解决 如 下 . 假设 我 们 将 这 具有 或 多 或 
少 拉 长 的 椭圆 形状 的 一 片 蛋 壳 放 在 桌面 上 . 它 形成 一 个 相当 平 的 窒 顶 . 这 个 容 顶 的 每 一 错 直 断 
面部 是 一 条 四 向 下 方 的 曲线 , 每 一 铅 直 断面 看 上 去 近似 一 个 圆周 的 一 部 分 ,但 不 是 所 有 的 都 有 
同一 个 半径. 通过 最 罕 狭 部 分 的 断面 具有 最 小 的 半径 ;通过 最 伸 长 部 分 的 断面 具有 最 大 的 半径 . 
证 我 们 称 第 一 个 半径 为 R ,第 二 个 为 Ri. 几何 学 家 于 是 取 一 种 平均 值 , 并 定义 蛋 壳 的 一 小 片 的 
曲率 为 乘积 RRR; 的 倒数 , 你 可 以 看 到 ,如 果 蛋 壳 是 一 个 真正 的 球面 ,我 们 便 回 到 原来 的 定义 . 

在 这 些 定义 的 基础 上 我 们 发 现 , 当 我 们 在 蛋 壳 表 面 上 旅行 时 ,一 小 片 蛋 党 的 曲率 是 变化 的 . 
谈论 闲 个 量 索 上 的 曲率 是 无 意义 的 :我 们 只 能 谈论 一 小 片 的 曲率 ， 

其 次 考虑 一 个 马鞍 面 . 横 割 马鞍 面 的 铅 直 断 面 形 成 一 条 凹 向 下 方 的 曲线 ,而 纵 割 马鞍 面 的 
铅 直 汤 面 形 成 一 条 四 向 上 方 的 曲线 . 这 使 得 一 个 马鞍 面 的 哪怕 是 一 小 片 都 与 一 个 蛋 亮 的 一 小 片 
根本 不 同 , 几何 学 家 说 , 蛋 壳 处 处 有 正 的 曲率 ,而 马鞍 面 处 处 有 负 的 曲率 , 一 个 鞍 形 曲面 的 一 小 
乒 的 曲率 也 可 以 定义 为 乘积 RR; 的 倒数 ,但 这 一 次 还 必须 加 一 个 负 号 . 

还 有 男 外 的 情形 , 考虑 一 个 油 炸 圈 忌 , 如 果 你 比较 表面 的 内 半 部 (朝向 油饼 洞 的 中 心 ) 与 外 
半 部 ,你 将 识别 出 外 半 的 一 小 片 具 有 正 曲 率 , 而 内 半 的 一 小 片 如 网 马 贰 而 的 情形 一 样 具 有 负 曲 
率 . 因此 我 们 不 应 当 认 为 在 整个 给 定 的 曲面 上 曲率 必须 全 是 正 或 全 是 负 ; 当 我 们 在 曲面 上 从 _- 
点 旅行 到 另 一 点 时 曲率 不 仅 能 变 大 或 变 小 , 它 还 能 改变 符号 . 

请 记 住 在 黎 遇 时代 之 前 我 们 对 曲面 的 曲率 的 认识 是 采用 了 乌 贱 观点 . 上 面 我 们 所 看 到 的 一 
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一 个 蛋 有 弯曲 的 表面 , 它 看 上 去 好 像 其 大 的 一 端的 表面 属于 一 
个 球面 而 小 的 一 端的 表面 属于 另 一 个 球 画 . 其 中 部 有 不 同 的 曲率 . 
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半 个 蛋 放 在 桌面 上 并 且 用 铅 直 断 面 切割 ,得 到 的 断面 为 止 向 下 
方 的 曲线 .这 些 曲线 奢 上 去 像 具 有 不 同 的 半径 的 圆周 的 部 分 . 


切 ,18 世纪 的 富有 想像 力 和 高 产 的 瑞士 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler) 都 已 经 看 到 了 ,并 被 当时 出 
拿破仑 新 建立 的 巴黎 工科 学 校 (Eeole Polytechnique) 的 一 批 法 国 几 何 学 家 所 发 展 . 然后 于 1827 
年 笋 曼 的 主要 考官 高 斯 为 这 个 主题 添加 了 许多 推广 化 和 精确 性 , 他 发 表 了 一 篇 论 弯曲 烛 面 的 论 
文 , 它 是 如 此 的 晶莹 无 环 甚 至 今天 你 可 以 拿 它 作为 大 学 课程 之 用 *， 

高 斯 从 地 理学 家 用 经 线 和 纬 线 来 在 地 球 上 确定 一 个 城市 的 位 置 这 一 事实 出 发 . 他 们 画 出 经 
线 ( 比 如 ,联结 所 有 在 通过 格林 尼 治 的 南北 大 圆 西边 85 度 的 地 球 上 的 点 的 那 条 经 线 ) 还 有 平行 
的 纬 线 . 我 们 可 以 说 经 线 “ 族 ”和 纬 线 “ 族 ” 为 了 指定 在 任意 一 个 数学 上 给 定 的 湖面 上 一 点 的 位 
置 ,高 斯 想像 我 们 在 曲面 上 画 两 族 贡 线 , 称 为 p 曲线 各 9g 曲线 , 我 们 采取 适当 的 预防 措施 使 得 本 
面 上 每 一 点 只 要 指定 它 的 p 坐标 和 g 坐标 便 将 被 精确 地 确定 . 

这 就 是 高 斯 的 伟大 的 洞察 力 , 在 一 个 绝对 平 则 的 曲面 上 ,如 果 我 们 问 一 个 方向 旅行 了 三 英 
里 ,然后 向 左 转 启 垂 可 方向 旅行 四 英里 ,我们 知道 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,我 们 离 家 五 英里 . 但 是 高 
斯 推导 说 ,在 一 个 弯曲 的 曲面 上 ,无 论 蛋 壳 ,或 者 蕊 鞍 面 ,或 者 你 有 的 任何 曲面 ,这 个 距离 会 不 


* 译注 :这 篇 文章 题 为 “关于 曲面 的 一 般 研究 ”(1828). 它 与 获 丰 的 就 职 演说 " 论 作 为 几何 基础 的 惧 
设 "(1854),; 同 扁 现代 数学 最 重要 的 莫 基 性 的 经 典 之 作 之 列 . 
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辐 . 首先 , 疡 曲线 与 9 有 曲线 将 不 是 处 处 相交 成 直角 ,这 便 要 在 毕 达 哥 拉 斯 等 式 & 十 六 三 的 两 个 
平方 和 中 增加 了 第 三 项 . 此 外 ,如 果 我 们 具体 化 两 族 有 曲线 想像 为 一 种 渔网 紧 蒙 在 整个 曲面 上 ,; 当 
我 们 从 曲面 的 一 个 区 域 旅 行 到 另 一 个 曲率 不 同 的 区 域 时 ,网 眼 的 边 和 和 角 会 逐渐 地 下 化 . 

高 斯 用 一 个 著名 的 数学 等 式 表示 他 的 推 弄 . 在 一 个 弯曲 的 晶 面 上 一 个 给 算 点 朗 和 有 … 条 上 p 
曲线 和 一 -条 gg 则 线 通 过 .点 M 的 “ 报 经 度 ”p 和 *“ 拟 纬度 ”gq 有 指定 的 值 . 我 们 在 曲 而 上 从 点 M 移 
到 邻近 一 点 .我们 先 将 5 之 值 增加 一 个 小 量 , 市 让 g 之 值 保 持 不 变 . 高 斯 用 ap 作为 户 的 一 个 
任意 小 的 增 胡 的 符 寻 . 于 昆 我 们 得 到 一 点 NN, 经 度 为 p 十 dp 日 纬度 为 gq. 我们 然后 将 gy 之 值 增加 
一 个 小 痢 cg ;i 十 dp 保持 不 变 . 我们 从 市 到 达 一 点 卫 , 经 度 为 p 十 dp 里 纬度 为 g 十 cg. 我们 希 
望 知道 从 点 MM 到 点 局 的 距离. 因为 这 个 距离 是 任意 小 的 ,高 斯 用 符号 ds 表示 -在 向 斯 的 记号 
中 ,距离 cs 的 平方 将 表示 为 二 项 之 利 : 

ds = Edp:+?Fdpadgt+Gdg. 

这 个 等 式 是 整个 数学 和 物理 的 制 黄 点 之 一 -- ”一 座 我 们 应 当 怀 着 肯 轩 之 心 向 它 并 苦 的 山顶 ， 
好 像 浮 士 德 突然 看 到 了 大 宇宙 的 符号 而 高 呼 :“ 谁 写 下 了 这 些 符号 ,他 是 上 帝 始 ?” 从 高 斯 的 等 式 出 
发 将 我 们 带 人 广义 相对 论 的 国度 只 需要 再 走 两 步 ,第 一 步 由 黎 紧 完成 , 另 -… 步 由 爱 因 斯 担 完 成 


在 我 们 的 任何 曲面 上 的 任 一 点 M, 这 个 等 式 与 欧 拖 里 得 几何 中 关于 任意 三 角形 三 个 边 的 平 
方 的 一 个 定理 设 有 区 别 , 这 三 个 边 两 个 为 dp,dg, 第 二 边 为 ds. 这 是 因为 在 一 点 的 很 近 的 邻 域内 
这 个 曲面 非常 接近 于 一 个 平面 .但 是 这 里 有 新 的 内 容 :高 斯 引入 了 峭 数 玉 ,F 和 怠 , 它 们 的 数值 当 
我 们 从 曲面 上 一 点 移 到 另 一 点 时 连续 地 变化 . 高 斯 看 出 ,EF,F,G 是 两 个 任意 量 即 点 M 的 氢 经 度 
和 拟 纬 度 p 和 4g 的 函数 . 在 一 个 平面 上 我 们 可 以 两 p 线 和 9g 线 将 平面 分 成 相等 的 小 正方 形 如 象 
噶 扣 一样 :我 们 于 是 有 ds* 二 dp: 十 dq* ,因而 在 整个 平面 上 已 便 等 于 1,F 值 等 于 0 和 而 @ 恒 等 于 
T 但 是 在 一 个 弯曲 的 曲面 上 ,E, 玉 和 G 是 变动 的 ,而 可 用 一 个 抽象 而 精确 方法 来 将 其 变化 用 曲 
面 的 曲 康 表示 , 正 是 那些 变化 造成 每 一 点 与 男 外 的 点 有 区 别 . 

局 斯 现在 证 明了 这 个 卓越 的 定理 :只 要 你 知道 也,F 和 G 在 该 点 之 值 以 及 在 很 近 的 邻 域 
里 它们 是 如 何 变 化 的 ,就 立刻 可 求 得 任意 点 曲面 的 曲率 . 为 什么 这 个 定理 是 卓越 的 ? 因为 如 时 
我 们 虚构 一 个 被 云层 覆盖 的 地 球 , 这 回 不 是 球面 的 地 而 是 任 一 形状 的 地 ,所 以 称 为 地 球 已 经 有 
所 勉强 很 设 人 类 就 生活 于 其 上 , 则 地 球 上 任何 民族 的 测绘 师 ,只 要 知道 这 个 定理 ,就 能 够 不 用 
看 星斗 也 不 用 去 月 球 而 得 到 有 关上 ,下 和 6G 的 全 部 信息 . 因此 从 曲面 自 身 的 测量 中 他 们 能 够 计 
入 出 他 们 的 地 球 在 每 一 点 的 曲率 ,并 求 出 他 们 国家 的 曲面 是 弯曲 得 像 一 个 蛋 况 ,还 是 像 一 个 马 
鞍 还 是 像 一 个 油 炸 圈 镁 的 一 部 分 , 
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一 个 马鞍 面 沿 长 的 方向 的 馈 直 断面 形成 加 向 上 方 航 页 线 , 和 同时 沿路 的 方向 的 输 
真 断 面 形成 四 向 下 方 的 曲线 具有 较 短 的 曲率 半径 . 一 个 马鞍 面 被 认为 具有 负 的 曲率 . 

在 科学 家 喜欢 去 解决 的 所 有 可 笑 的 和 无 用 的 难 解 之 谜 中 ,这 一 个 你 可 能 认为 的 确 应 该 得 彩 
了 . 为 什么 数学 家 要 认为 描写 一 个 虚构 的 世界 里 的 想像 的 人 们 的 行为 是 重要 的 ?因为 最 好 的 理由 
是 :这 些 人 就 是 我 们 白 己 . 只要 做 一 点 小 小 的 说 明 就 会 使 你 明白 我 曾经 讲 到 的 人 就 是 你 和 我 . 

让 我 们 设想 在 一 个 大 的 光滑 球面 上 的 几 片 不 同 的 不 规则 形状 的 纸 块 . 这 些小 纸 块 是 活 的 会 
动 的 ;它们 就 是 那个 世界 的 人 民 , 只 不 过 他 们 的 身体 不 是 由 曲面 包围 的 体 而 是 由 曲线 包围 的 曲 
面 . 这 些 人 民有 绝对 平 的 身体 而 无 厚度 ,不 能 形成 高 于 或 低 于 他 们 的 空间 福 念 . 他 们 自己 只 是 曲 
面 的 一 部 分 ,是 二 维 的 生物 . 他 们 的 感觉 能 给 他 们 以 关于 他 们 的 二 维 世 界 的 环境 的 信息 . 但 是 关 
于 这 个 世界 之 外 是 否 天 外 有 天 ,他 们 没有 任何 经 验 ;所 以 他 们 想不到 第 三 维 . 

然而 他 们 是 有 智慧 的 ;他 们 已 经 发 现 了 数学 和 物理 . 他 们 的 几何 学 由 两 部 分 组 成 一 - 线 的 
几何 和 面 的 几何 . 在 物理 学 中 如 果 他 们 要 阐述 -个 变量 的 问题 就 用 一 条 线 上 的 图 ; 一 个 变量 的 
问题 就 用 曲面 图 . 三 元 的 ,四 元 的 或 更 多 元 的 问题 ,他 们 就 用 代数 来 解决 ,这 太 精 了 ”, 他 们 说 ， 
“有 关 这 些 , 图 对 我 们 没有 帮助 ” 

在 19 世纪 (他 们 的 19 世纪 ) 上 半 一 个 想法 在 他 们 中 的 几 位 的 脑子 时 浮现. 他 们 说 ,“ 我 们 想 
像 不 出 第 三 个 维 数 ,但 我 们 可 以 掌握 三 个 变量 x,y,z 的 物理 问题 . 为 什么 我 们 不 能 谈论 有 关 一 
个 三 维 的 空间 ? 纵然 我 们 不 能 看 见 它 ,能 谈论 在 那个 空间 里 的 点 , 线 和 面积 可 能 是 有 好 处 的 . 这 
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可 能 会 带 来 什么 好 处 ?至 少 试 一 试 没 坏 处 , "然后 他 们 就 这 样 试 起 来 了 ， 

我 们 无 需 将 这 篇 寅 言 再 往 下 发 展 了 ; 它 的 视 意 已 足够 清楚 了 . 我 们 正 像 这 些 人 民 , 只 不 过 我 
们 的 身体 有 三 维 并 且 在 一 个 三 维 世 界 里 移动 . 无 论 你 和 我 都 不 能 看 见 一 个 第 四 维 ; 然 而 我 们 能 
够 掌握 空间 中 运动 的 粒子 ,而 这 是 一 个 四 个 变量 的 问题 :zs 作为 空间 ,tt 作为 时 间 , 我们 也 能 
掌握 电磁 场 的 问题 ,好 了 ,在 每 一 点 (x,y,x) 的 电场 向 量 玉 有 三 个 射影 E, ,EE,,E. ,并且 它 随 空间 
和 和 时间 变化 ;这 成 了 七 个 变量 . 如 上 另外 三 个 作为 它 的 挛 生 兄弟 的 磁场 B, 我 们 有 10 个 变量 . 这 
看 上 去 好 像 数 学 物理 学 家 能 很 好 地 运用 四 维 或 10 维 或 任意 维 . 


黎 曼 的 演讲 中 一 开始 就 假设 从 任意 多 维 数 的 空间 开始 . 现在 一 位 不 那么 伟大 的 几何 学 家 也 
会 发 现在 这 空间 中 的 邻近 的 两 点 定义 距离 是 直截了当 的 . 难道 
我 们 不 知道 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 在 一 个 平面 上 那个 距离 之 平方 
ds 是 等 于 两 个 平方 之 和 de 一 dz: 十 dy 吗 ? 好 ,于 是 显然 在 - 
个 ? 维 空间 中 必 : 应 当 是 ”个 平方 之 和 ,我 们 可 以 找到 一 个 每 项 
都 类 似 于 dz: 的 和 , 一 个 非常 方便 的 缩写 用 来 表示 “类 似 的 各 项 
之 和 ”是 希 腊 大 写字 母 也 . 因此 一 个 头脑 简单 的 几何 学 家 也 会 写 
下 4 一 可 dx 但 是 生灵 看 得 更 远 . 他 对 他 的 老师 高产 1827 年 。 现下 病案 由 办 轴 
的 论文 想 过 很 多 . 他 推断 说 ,如 果 我 们 假设 ds 一半 dx ,我 们 一 
开始 便 失败 了 , 因为 毕 达 哥 拉 斯 定理 只 在 一 个 像 棋 笑 一样 划 分 (黑色 部 分 } 为 负 曲率 
为 相等 的 小 正方 形 的 平面 上 才 成 立 . 实际 上 ,我 们 需要 推广 的 是 高 斯 的 等 式 , 它 对 包括 平面 在 内 
的 任何 弯曲 的 曲面 都 成 立 . 高 斯 已 经 给 毕 达 哥 拉 斯 公式 加 了 两 个 东西 (1) 给 dp 和 dg 的 平方 他 
加 进去 了 这 两 个 量 的 乘积 dpada;(2) 他 给 这 三 项 的 每 一 项 乘 上 各 自 的 一 个 系数 ,并 假设 这 些 系 
数 瑟 ,FF,G 在 整个 曲面 上 从 一 点 到 另 一 点 是 变化 的 ， 

现在 我 们 来 对 一 个 三 维 的 " 超 曲面 做 同样 的 事 , 只 要 能 做 . 我 们 在 整个 超 曲面 上 展开 三 个 
曲面 族 p,g,r，* 或 者 更 方便 地 记 为 ri ,zz,zi: 两 点 间距 离 之 平方 ds: 应 当 不 仅 由 dzi ,ars ,dx 的 
直方 组 成 ,而 且 也 有 它们 的 两 两 之 梯 积 :dzsdzs ,dridzr 和 dzxidxs. 这 形成 了 六 项 之 和 并 日 我 们 
必须 给 它们 六 个 系数 . 我 们 用 字母 g 带 上 适当 的 下 标 来 表示 这 些 系数 . 我 们 于 是 应 当 写 下 ,dz 一 
gudzxi+ gudri+gsdzr; +2gudrdrs -2g drdr, + 2pgdr dr,. 〈 困 子 2 不 是 不 可 少 的 ,不 过 
是 使 代数 学 家 得 到 美学 上 满足 而 已 , 并且 当 一 位 年 轻 的 柏林 教授 狂 利 克 雷 用 语 不 当 , 在 他 所 写 
的 一 篇 论文 里 没有 因子 2 ,高 斯 为 此 大 发 脾气 . ) 于 是 这 就 是 三 维 超 曲 面 上 dsz 的 正确 形式 ,而 六 
个 系数 一 般 来 说 在 整个 超 曲 面 上 从 一 点 到 另 一 点 是 变化 的 . 
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我 们 曾经 说 过 , 黎 曼 一 开始 就 假设 他 讨论 的 是 # 个 变量 ,而 不 是 一 个 特定 的 数 如 三 或 四 个 
发 项 , 他 需要 为 他 考虑 的 那 一 类 几何 对 象 起 一 个 和 名字, 他 注意 到 两 件 事 . 首先 ,一 个 粒子 (理论 
上 自由 地 从 一 条 直线 或 曲线 上 -点 连续 地 和 光滑 地 移动 到 另 一 点 ; 它 同样 可 以 连续 地 从 曲 而 
上 上 或 宣 间 中 - -点 移动 至 另 一 点 . 其 次 ,在 学 习 平面 几何 时 ,我 们 不 想 别 的 ,只 想 着 面 在 平面 上 的 
一 个 图 月 ;正如 逻辑 学 家 所 说 ,该 平面 在 当时 就 是 我 们 的 整个 " 论 及 的 字 宙 ”甚至 到 了 第 年 
当 我 们 学 习 立 体 几何 时 .我 们 想 的 也 是 空间 中 带 有 任意 定向 的 平面. 每 一 个 这 种 平面 都 可 能 是 
去 年 论 及 的 字 害 的 平面 几何 中 的 那个 平面 . 无 论 这 个 平面 是 自在 的 或 者 是 像 我 们 现在 所 说 的 
“ 艇 人 ”在 二 维 空间 中 的 ,这 对 于 平面 几何 本 产生 区 别 ， 

将 这 些 说 法 合 到 一 起 , 黎 曼 为 在 其 中 一 个 点 可 忆 
在 其 中 连续 地 漫游 的 任意 维 数 的 几何 对 象 创造 了 _ 个 
和 名称“ 连续 统 "例如 ,一 条 直线 是 … 个 一 维 的 连 统统 ， 
并 量 无 论 这 个 一 维 连续 统 是 自在 的 还 是 柑 人 在 -个 平 
而 中 ,三 维 空间 中 或 者 一 个 任意 维 数 的 空间 中 ,都 不 公 
对 该 直线 的 点 和 线段 的 几何 学 造成 区 别 . 一 个 球面 或 
着 一个 马 通 面 如 我 们 所 知 是 一 个 一 维 连续 统 ; 同 梳 , 大 
沦 我 们 认为 它 是 自在 的 或 者 庶 人 于 任意 维 的 空间 中 
”不 会 造成 区 别 

oe 人 现在 我 们 的 空间 是 -个 三 维 连 续 统 , 而 我 们 注定 
曲线 疾 中 各 给 一 个 从 标 而 括 定 二 间 及 在 我 们 的 空间 中 的 几何 是 同一 个 ,无 论 我 们 认为 这 个 
画 的 蝎 商 上 这 此 曲线 并 不 要 十 fi 文 ” ”空间 是 自在 的 ,或 者 误 信 在 一个 四 维 , 五 维 或 任何 维 数 

的 空间 蛙 ， 我 们 不 能 具体 看 见 这 意 昧 着 什么 . 这 都 没有 
关系 ,我 们 可 以 沿 着 这 条 道路 走 下 去 ,并 且 看 看 欣 辑 将 把 我 们 带 向 们 处 


上 而 那些 想必 是 1850 年 左右 年 轻 的 歼 受 的 思想 . 我 们 现在 必须 尝试 稍微 说 一 说 ,他 共 那 上 多 
前 进 了 多 远 , 即 他 1854 年 的 讲演 包含 着 什么 内 容 . 

基 头 一 届时 ,会 感觉 到 黎 曼 的 努力 所 获得 的 卓越 结果 是 他 成 功 地 定义 了 超过 -一 维 的 连续 统 
的 上 曲率 ， “个 一 维 的 连续 统 是 一 个 由 面 , 我 们 已 经 看 到 它 的 时 率 对 于 围绕 央 面 任 一 点 的 -个 小 
区 城 定义 为 一 个 单独 的 数 ,对 于 一 个 蛋 壳 形 的 天 面 为 正 , 对 于 一 个 刍 远 形 曲 尊 为 负 , 如 果 这 个 曲 
率 在 每 -点 是 零 ,这 个 曲面 为 一 平面 ,并 日 反之 亦 然 . 系 曼 证 骨 了 曲率 概念 能 被 推广 到 1 维 连 续 
统 的 情形 . 人 让 不 再 是 单个 数 ;为 定义 三 维 连 续 统 的 明 率 需要 二 个 数 -组 ,为 定义 四 维 连续 统 的 
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曲率 需要 六 个 数 一 组 ,等 等 . 黎 曼 只 是 叙述 了 这 些 结果 并 皇 把 它们 处 理 得 看 上 去 数学 上 是 合理 
的 ;它们 的 证 明 及 细节 将 需要 一 篇 长 的 论文 或 花费 好 几 周 的 讲演 . 

这 些 考 虚 似 乎 是 纯粹 抽象 的 一 -一 个 没有 约束 的 数学 的 空洞 的 游戏 . 然而 , 黎 曼 讲演 的 主 
要 目标 是 使 我 们 明白 ,他 谈论 的 不 仅 是 关于 抽象 的 数学 概念 ,而 是 关于 一 个 物理 问题 , 它 可 由 实 
验方 法 来 肯定 . 

让 我 们 加 到 那些 生活 在 一 个 大 的 曲面 上 的 完全 平坦 的 生物 . 高 斯 的 " 极 妙 定理 ”证 明了 这 个 
二 维 宇宙 的 二 维 生 物 如 果 懂 得 足够 的 数学 ,就 能 够 求 出 他 们 的 宇宙 的 任意 小 区 域 的 曲率 , 这 些 
人 怎么 能 够 想像 一 个 曲面 是 弯 晶 的, 如果 他 们 看 不 到 一 个 三 维 空 间 ? 竺 案 是 这 正 是 数学 之 力量 
所 在 ,这些 人 民 会 熟悉 弯曲 的 道路 的 概念 ,对照 而 言 一 条 * 直 ”路 是 两 点 间 最 短 的 道路 . 于 是 如 果 
他 们 之 中 也 有 某 个 黎 曼 用 纯 代数 的 办 法 推广 了 这 个 概念 成 为 二 维 连续 统 的 曲率 理论 * ,他 们 的 
测量 员 将 能 从 黎 上 癌 给 的 一 个 公式 计算 由 一 个 确定 的 数 ,他 们 会 发 现 这 个 数 从 一 个 国家 到 另 一 个 
国家 是 变化 的 .从 而 他 们 将 能 测量 出 他 们 的 二 维 衬 宙 的 曲率 而 无 需 能 侣 用 任何 方式 亲眼 目睹 那 
会 是 一 个 什么 东西 . 

当然 ,这 正 是 我 们 关于 我 们 自己 的 宇宙 的 曲率 的 情况 ,我 们 必须 回 到 黎 紧 的 ,看 一 看 他 是 如 
和 何 进一步 定义 某 些 观念 的 . 

黎 曼 建议 ,如 果 定 义 一 个 n 维 空间 的 曲率 的 所 有 数 都 是 零 , 这 个 空间 应 当 称 作 平 坦 的 ,因为 
我 们 正 荐 称 一 个 曲率 为 零 的 曲面 是 平坦 的 , 现在 如 果 
我 们 将 一 个 三 维 空间 剖 分 为 相等 的 小 正方 体 , 如 同一 
个 棋盘 被 前 分 为 相等 的 小 正方 形 一 样 , 于 是 ds: 就 是 
和 dx 十 dy: 十 dz ,其 中 dx,dyydz 表示 每 个 小 正方 体 
的 边 之 长 .那个 空间 是 平坦 的 ,正如 一 个 平面 是 平坦 
的 曲面 一 样 . 换 句 话说 ,我 们 的 直观 告诉 我 们 的 是 , 那 
个 空间 是 平坦 的 一 一 在 黎 曼 为 这 个 词 所 给 的 意义 之 
下 . 


我 们 的 空间 真 的 是 这 样 的 吗 ? 在 我 们 附近 的 空 在 具有 任意 曲率 的 一 个 曲面 上 从 一 
间 的 一 小 部 分 应 该 表现 出 是 平坦 的 这 只 是 我 们 的 期 ”全 人 到 务 一 总 村 的 距离 不 能 由 昔 达 哥 拉 
望 而 已 . 可 能 那 空间 不 仅 在 我 们 附近 而 且 在 远 到 最 远 。 区 竺 则 决定 .高 斯 定义 它 为 确定 点 的 位 着 


的 星云 的 领域 都 确实 是 平坦 的 , 在 另 一 方面 ,同样 可 ”的 相交 四 线 族 之 坐标 的 函数 ,并 且 曲 率 在 
出 面 上 从 一 点 到 另 一 点 是 变化 的 . 


* 详 注 :原文 是 ”= 维 连续 统 的 曲率 理论 ,并 不 是 销 了 . 但 改 为 “一 维 ” 似 与 下 文 更 加 协调 . 
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能 的 是 那 空间 姑 终 是 有 点 弯曲 . 我们 怎么 能 知道 呢 ? 黎 闸 的 管 案 是 :根据 经 验 . 这 就 是 他 非常 平 
静电 但 又 韭 常 皮 定 邮 党 给 科学 世界 的 革命 性 的 信息 . 

欧 几 里 得 和 康德 曾经 无 意识 地 接受 空间 十 平坦 的 直觉 概念 . 获 曙 宜 称 ,这 个 命题 不 应 当 是 
不 证 自明 的 ; 它 只 是 一 -个 假设 , 折 候 由 经 验 去 检验 .首先 ,我 们 可 以 做 三 个 有 关 我 们 空间 的 假设 : 
世 有 正 苞 肌 率 ,或 珊 常 曲 涂 或 根本 没有 曲 兴 ( 淮 确 些 说 足 等 由 率 * . 即 它 是 平坦 的 ,或 如 我 们 现在 
质 赔 欧 氏 的 ) 这 些 息 设 中 何者 是 正确 的 ,留待 天 文学 家 和 物理 学 家 去 解答 . 这 就 是 黎明 的 那个 
外 经 非常 愉 当 地 晚 起 高 斯 的 好 奇 心 的 令 人 费解 的 标题 “ 论 作 为 几何 基础 之 假设 "的 意义. 

在 黎 曼 的 进 泪 中 还 有 许多 其 他 重要 的 事情 ,例如 一 个 关于 我 们 可 能 最 终 采 纳 的 非常 清晰 的 
判断 , 即 空间 的 鞭子 理论 是 可 能 的 一 -- 这 止 症 目前 我 们 的 物理 学 家 正在 相当 小 心 谨 慎 地 尝试 着 
的 事情 . 位 是 我 们 在 这 里 已 经 提出 的 要 点 -一 为 求 出 空间 之 可 能 的 曲率 而 求助 于 实验 -一 我 们 
相信 这 是 最 重 昌 的. 

黎 曼 明和 色 地 个 去 建议 应 该 做 什么 样 的 特别 实验 . 从 我 们 现在 的 后 爱 因 斯 坦 的 知识 的 制高点 
来 间 顾 ,我 们 认识 到 人 人 们 很 难 发 现 这 种 实验 , 你 可 能 曾经 期 望 ,人 们 可 以 于 在 经 典 天 文学 里 , 测 
量 了 星球 之 癌 角 度 这 个 小 天 地 里 睡懒觉, 然 测 那 行 不 通 , 爱 因 斯 坦 指出 引力 很 值得 研究 ,而 必须 
放弃 袭 曼 有 关 常 曲率 空间 的 临时 性 假 设 , 而 代 之 以 随 善 地 点 而 变化 (例如 ,太阳 或 天 狼 星 的 邻近 
的 曲率 要 比 空间 的 星际 之 间 的 空间 的 要 大 些 ). 他 还 指出 时 间 必 须 参加 进去 ; 换 句 话说 ,应 当 用 
实验 米 全 究 一 个 四 维 的 时 空 , 从 而 在 1920 年 得 到 了 有 美 爱 因 斯 坦 理 论 的 三 个 实验 检验 ;空间 ， 
时 间 和 下 力 被 证 明 是 不 可 分 地 混在 一 起 的 . 

黎 认 为 宇宙 的 几何 是 物理 的 一 章 并 同 其 余部 分 一 样 要 由 理论 和 实验 的 密切 合作 来 加 以 
发 展 ,这 一 论点 已 经 完全 得 到 证 实 . 歼 曼 对 他 老师 高 斯 的 信仰 也 同样 得 到 证 实 . 我 们 请 凝 锡 黎 芭 
的 和 爱 因 斯 坦 的 真正 宏伟 的 思想 之 金字 塔 , 我 们 就 愈 先 美 由 高 斯 于 1827 全 写 下 的 材 泰 而 简短 
的 公式 中 无 形 地 包含 着 多 么 站 富 的 内 容 . 


* 译注 :这 几 个 字 是 译 者 加 的 . 


bb 
拓扑 学 


塔 克 [A 和 lbert 二 . Tucker) 和 贝 利 CHerbert S. Bailey, jr. ),1950 年 1 月 号 


他 杀 了 高 贵 的 稳 觉 基 维 斯 ， 
用 皮 制 作 了 -- 双 手套 ， 

| 把 毛 的 那 面 放 在 里 ， 
把 皮 的 那 面 放 让 外. 
| 他 为 使 星 的 那 面 放 在 里 ， 

而 把 里 面皮 的 那 面 放 在 外 
他 为 使 冷 的 那 面 放 在 外 ; 
| 而 把 暖 的 那 面 毛 的 那 面 放 在 星 ， 
| : 这 就 是 为 什么 他 把 毛 的 那 面 放 在 里 ， 

为 什么 他 把 皮 的 那 面 训 在 外 ， 
| 总 之 是 翻 来 翻 去 里 里 外 外 . 

一 一 摘自 威 尔 斯 (Carolyn Wells) 编 《幽默 诗集 》 

| 全 呵 ! 这 位 贫穷 的 印度 人 遇 到 了 一 个 拓扑 学 问题 ,并 且 由 里 翻 到 外 ,由 外 翻 到 里 解 次 了 
son nse nnn 昌 然 这 个 问题 与 数学 之 问 的 
| 4hVN 联系 可 能 并 不 明显 ,但 实际 上 是 一 个 拓扑 推理 的 练习 ,使 你 能 预测 把 一 双手 套 的 里 面 


| 秽 到 外 而 会 把 那 支 右手 套 变 为 左手 套 , 同 时 把 左手 塞 变 为 右手 套 . 内 部 性 和 外 部 性 是 现代 数学 
最 活 哮 分 支 之 一 的 拓扑 学 的 基本 概念 . 
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二 
a 
一 


一 个 内 胎 可 以 被 翻 成 里 朝 外 ,如 果 假 设 它 是 由 阐 
性 非常 好 的 橡胶 制 成 的 ,使 其 能 够 尽量 伸缩 . 在 上 左 图 
中 是 一 个 内 胎 (A) 带 有 一 个 安 气 六 的 洞 .为 了 看 得 清 
楚 起 见 把 洞 稍微 放大 了 一 点 .首先 这 个 洞 被 极 大 地 扩 
大 到 以 致 橡皮 内 胎 变 成 两 个 条 带 {8,C 及 DD) ,然后 将 
两 个 相连 的 环 带 各 作 一 半 扭 转 ,再 把 前 面 的 过 程 道 回 
去 (E,F, 合 ,H 及 由 ,注意 橡皮 上 的 纹理 ,假设 它 有 纹 
理 ,原来 沿 詹 长 方向 的 纹理 现在 变 成 沿 横向 的 了 . 


拓扑 学 是 讨论 当 大 小 和 和 形状 都 变化 时 不 受 


”影响 的 位 置 性 质 的 一 门 数学 分 支 . 它 的 对 


象 是 曲面 , 扭 结 , 网 络 及 许多 其 他 图 形 . 也 
许 最 容易 来 定义 拓扑 性 质 的 办 法 是 说 它们 
是 在 伸缩 或 计 曲 之 下 保持 不 变 的 几何 性 
质 . 拓扑 学 充满 着 显而易见 的 悖 论 和 不 可 
能 性 ,而 且 可 能 比 任何 其 他 数学 分 支 都 更 
有 趣 . 

本 文中 作为 例子 而 谈 到 的 问题 可 能 只 
是 引起 读者 的 好 奇 心 而 已 . 而 拓扑 学 家 们 
研究 的 新 的 拓扑 性 质 使 这 个 课题 变 得 很 有 
趣 并 且 有 时 很 奇怪 而 难 懂 ,如果 本 文 给 读 
者 留 下 的 印象 是 拓扑 学 只 不 过 是 一 大 堆 中 
国 坟 的 难 解 之 证 ,那么 本 文 的 目标 就 失败 
了 -. 拓扑 学 是 数学 的 最 基本 的 分 支 之 一 . 可 
以 把 它 描述 为 后 备 军 的 数学 . 其 作用 是 为 
其 他 数学 分 支 解决 阿 题 , 即 某 些 解 是 否 存 
在 ,或 者 某 些 条 件 是 否 可 能 . 它 通常 并 不 告 
诉 你 如 何 去 求解 . 因此 拓扑 学 在 科学 和 技 
术 的 日 常 问 题 中 还 没有 很 多 应 用 ;然而 它 
在 实际 事务 中 有 重要 的 间接 的 影响 * , 因 
为 它 是 支撑 那些 直接 应 用 的 数学 分 支 的 结 
构 的 基本 部 分 之 一 . 

下 面 想 一 个 典型 的 拓扑 问题, 类似 于 
那个 印度 人 的 手套 但 是 更 为 微妙 :能 否 将 
一 个 肉 胎 的 里 面 翻 到 外 面 来 ? 对 于 一 个 非 
拓扑 学 家 来 说 ,这 是 一 个 不 容易 的 问题 . 这 


* 译注 ;本 文成 于 半 亿 纪 前 . 现在 只 能 说 拓扑 学 在 物理 科学 .生命 科学 .……- 各 方面 的 直接 应 用 已 经 


十 分 广泛 ,而且 迅速 增长 . 
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个 问题 的 答案 是 可 以 ,并 日 上 一 页 画 的 一 系列 网 而 可 以 说 是 “将 内 胎 的 里 而 贡 成 外 面 的 说 明 
书 ”… 我 们 假设 橡皮 能 随 你 的 意 拉 伸 ,内 胎 上 有 一 个 洞 ,通常 是 安装 气 闪 之 用 .我 们 不 建议 读者 去 
符 迅 月 翻 一 个 真 的 启 胎 ; 那 要 求 做 被 大 的 拉 伸 ,你 开始 把 一 个 指头 伸 到 那个 洞 里 ,然后 把 洞 扩 得 
越 来 越 大 ,直到 内 胎 变 成 两 条 两 头 粘 合 在 一 起 成 为 两 个 相连 的 环 带 长 纸 条 (如 图 上 的 D). 将 这 
两 个 环 带 均 旋 转 半 周 ; 这 效果 正 是 将 曲面 的 内 部 翻 到 外 面 , 再 将 两 个 橡皮 带子 拉 伸 回 内 验 的 形 
状 - 注意 ,如 果 你 很 设 橡皮 上 有 纹理 ,纹理 方向 已 经 改变 了 ;如 果 它 原来 沿 着 内 胎 的 纵 长 方向 走 ， 
现 全 它 沿 着 内 胎 的 模 向 走 了 . 你 已 经 将 这 个 内 胎 翻 成 里 朝 外 了 . 拓扑 地 说 其 图 形 在 所 有 这 些 扭 
曲 后 都 是 一 样 的 ,因为 除了 拉 伸 收缩 以 外 什么 也 没 干 . 拓扑 地 说, 而 条 是 实际 地 说, 那个 内 胎 在 
每 一 步 又 都 始终 是 同一 个 内 胎 . 

类 似 这 种 问题 使 拓扑 学 变 得 很 有 趣 , 并 且 有 许 许多 多 不 同 侧面 的 为 人 熟知 的 图 例 . 最 著名 
的 有 者 比 乌 斯 带 , 苛 尼斯 堡 七 桥 和 四 色 问 题 . 


麦 比 乌 斯 带 是 拓扑 学 很 喜欢 的 玩具 . 1858 年 德国 数学 家 毒 比 乌 斯 (A. F. Moebius) 发 现 如 果 
你 拿 一 长 纸 条 扭转 半 赔 后 将 两 端 连结 得 到 一 环 , 你 会 发 现 一 个 似 平 不 可 能 的 事 一 一 一 个 只 有 有 一 
个 侧面 的 东西 . 随 你 怎样 制 转 或 涂 画 ;你 将 发 现 它 只 有 一 个 连续 的 表面 . 一 个 四 岁 的 孩子 会 把 一 
个 普通 的 纸 环 一 面 涂 成 蓝 的 另 一 面 涂 成 红 的 ,但 是 在 一 个 龙 比 乌 斯 带 上 其 至 毕加索 都 做 不 到 这 
样 的 事 . 进而 考虑 如 果 沿 中 线 剪 开会 得 到 什么 . 你 沿 着 中 线 前 一 周 回 到 起 点 . 虽然 你 已 经 将 纸 带 
前 成 “两 半 ”, 但 它 仍然 是 连 成 一 片 (参见 225 页 之 上 图 ). 这 是 所 谓 的 “ 环 割 >, 而 且 我 们 马上 还 要 
考虑 它 的 某 些 迷 人 的 变形 , 

丸 一 种 单 侧 的 曲面 是 克 菜 因 瓶 ,于 1882 年 由 德国 大 数学 家 上 . 克 莱 因 (Felix Klein) 发 明 ， 
最 容易 的 办 法 是 这 样 来 看 ,设想 把 一 个 内 胎 割 开 弄 直 成 圆柱 面 ,一 端 伸 大 面 形成 一 个 基底 , 另 _ 
将 缩 管 面 成 一 个 瓶颈 ;然后 座 端 弯 扭 下 来 推 人 气 内 孔 内 ,最 后 将 它 变 阀 与 基底 处 的 开口 端 粘 合 
(参见 225 页 中 图 ). 这 可 羽 称 作 一 个 “有 乱 ” 克 莱 因 瓶 ,内 胎 之 洞 成 为 瓶子 的 开 孔 . 为 了 拓扑 学 的 
目的 ,通常 假设 实际 上 没有 洞 ,因此 这 个 单 侧 曲面 穿 过 了 自身 . 这 当然 在 物理 上 是 办 不 到 的 ,但 
全 拓扑 学 家 自由 地 运用 这 类 神奇 性 质 . 一 个 克 莱 因 般 可 以 想 成 一 对 宪 比 乌 斯 带 将 它们 的 边缘 站 
起 来 ;225 页 的 下 图 显示 一 个 克 莱 因 瓶 如 何 能 分 成 两 半 并 目 打开 来 得 到 两 个 才 比 乌 斯 带 . 

麦 比 乌 斯 带 和 克 葬 因 眶 的 这 些 性 质 可 以 总 结 成 两 段 打 油 诗 ， 


麦 比 鸟 斯 法 力 大 ， 
他 的 皮带 江天 机 ， 
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沿 腰 一 前 成 两 半 ? 
会 心 一 笑 仍 相连 ， 


克 莱 因 大 炳 上 了 会 ， 
微笑 称 鞠 你 真 行 ， 
“我 把 两 半 骨 相连 ， 
奉 还 一 只 我 的 宝 瓶 .” 


任何 一 个 普通 的 如 同一 张 纸 -~… 样 的 平坦 的 曲面 都 可 以 看 作 一 个 罕 了 筷 的 球面 经 过 伸缩 和 
展 平 至 一 张 纸 上 或 一 个 圆 盘 里 面 . 拓扑 学 家 习惯 于 从 如 此 篇 单 的 图 形 出 发 到 达 昔 为 复杂 的 曲 
呈 , 而 生 他 们 把 他 们 在 二 维和 三 维 中 的 发 现 推 广 到 包括 四 维 五 维 直 到 维 的 图 形 上 ,但 是 这 里 
我 们 只 能 限于 简单 的 曲面 . 

因为 当 内 胎 或 殉 荣 因 撼 拉 健 变形 太 厉 害 时 就 很 蕉 识别 其 本 来 面目 ,所 以 我 们 希望 用 简单 的 
不 变量 来 刻画 曲面 的 每 一 个 拓扑 型 . 曲面 的 一 个 明显 的 不 变量 是 边 数 . 现在 我 们 只 考虑 有 一 条 
边 的 曲 曾 , 为 一 个 明显 的 不 变量 是 侧 数 : 单 侧 还 是 双 侧 . 麦 比 乌 斯 带 或 有 筷 的 克 芋 因 找 是 单 侧 曲 
面 的 例子 ; 贺 盘 或 者 内 胎 则 有 两 侧 . 第 三 个 明显 的 不 变量 是 贝 带 数 .这 是 一 个 外 行 不 熟悉 但 是 数 
学 上 很 重要 的 不 变量 ,并 是 不 难 掌握 . 它 就 是 在 一 个 则 面 上 最 多 可 以 前 几 个 割 日 而 不 把 曲面 制 
开 时 割 日 的 数目 . 甘 口 可 想 乔 成 用 剪 力 来 前 ,但 要 求 从 边 上 开始 前 ,并 前 到 边 上 结束 , 这 种 割 口 
称 为 交割 .图 盘 上 前 一 交割 口 就 分 成 两 块 , 因 此 规定 一 盘 的 贝 葛 数 是 零 . 麦 比 乌 斯 带 的 员 蓝 数 是 
1 对 于 死 革 因 瓶 或 内 胎 来 说 贝蒂 数 是 2. 

环 齐 提供 了 寻求 遇 面 贝蒂 数 的 另 一 办 法 . 环 制 是 在 曲面 上 完全 各 开 边 缘 从 一 点 开始 前 并 结 
束 于 该 扩 , 数 一 数 不 会 把 一 个 有 一 条 边缘 的 曲面 分 着 成 两 块 以 上 (或 者 一 个 有 m 条 边 的 曲面 分 
割 成 关 十 1 块 以 上 ) 的 最 大 环 割 数 ,我 们 又 一 次 得 到 曲面 的 页 蒂 数 , 交 制 与 环 割 被 德国 数学 家 黎 
曼 于 1857 年 用 来 定义 曲面 的 连通 度 , 歼 曙 称 一 个 圆 盘 为 “ 单 连通 ”, 一 个 夭 或 一 个 平 环 为 “ 双 连 
通 ,等 等 ,他 的 连通 数 总 比 由 蒂 数 多 1. 

检验 226 页 的 左 图 后 ,你 会 发 现 每 个 环 荐 与 一 个 而 且 只 与 一 个 交 蔬 相交 . 这 种 配对 说 明了 
一 个 称 为 对 偶 律 的 基本 关系 , 当 推广 到 n 维 时, 它 就 成 了 普林斯顿 大 学 的 某 弗 西 茨 (S. Lefs- 
chetz} 1927 年 提出 的 "对偶 定理 ?的 内 容 , 这 是 现代 拓扑 学 研究 的 重大 成 就 之 一 . 

因此 二 维 曲面 的 内 昔 的 拓扑 不 变量 有 :1) 边 缘 数 ,2) 侧 数 ,3) 贝 莫 数 . 不 管 这 些 曲 和 面 如 何在 
三 维 空间 中 拉 伸 或 变形 ,只 要 不 据 破 或 焊接 ;这些 不 变量 都 将 保持 不 变 . 将 这 些 内 蕴 不 变量 放 在 
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一 个 麦 比 马 斯 带 可 以 用 一 个 普通 的 纸 带 ( 左 ) 伍 它 扭转 半 周 再 将 两 端 粘 连 来 构 作 ， 
所 得 图 形 { 中 ) 只 有 一 侧 而 非 两 侧 , 如 果 用 剪刀 沿 中 线 前 开 , 它 不 会 像 你 可 能 期 望 的 那样 
变 成 两 片 , 它 将 变 成 一 个 双 仙 的 有 两 次 全 扭转 的 带子 


一 个 友 某 因 瓶 不 像 麦 比 乌 斯 带 那 样 容易 枸 作 ,只 能 在 想像 之 中 做 出 来 . 如 打假 设 如 
间 第 135 页 中 内 胎 的 橡皮 那样 ,把 玻璃 拉 伸 和 收编 事情 就 好 办 了 . 同 表 比 乌 斯 带 一 样 ， 
所 得 图 形 只 有 一 侧 . 如 打假 设 没 有 涧 , 它 就 没有 边 . 右边 有 孔 的 克 莱 因 瓶 有 一 一 个 孔 和 一 


当 把 瓶子 切 成 两 半 时 便 发 现 带 子 和 瓶子 有 亲密 的 血缘 关系 .左边 是 一 只 完整 的 克 革 因 
瓶 ,中 间 的 图 形 旦 示 了 如 果 这 个 郊 被 从 上 到 下 切 开 它 的 一 半 是 什么 么 样子 . 如 果 再 假设 玻璃 
能 被 拉 伸 和 收缩 , 半 个 克 莱 因 瓶 可 以 形 爸 为 一 个 麦 比 乌 斯 带 . 右边 的 图 完 成 了 这 个 过 程 
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心 上 , 考 虑 由 一 条 纸 带 扭 了 三 个 半 转 后 将 两 端 连结 而 得 的 一 个 麦 比 乌 斯 带 . 这 样 一 个 带 只 有 ~- 
个 边缘 和 一 侧 , 并 且 因 为 只 能 做 一 个 交割 放 忠 蒂 数 为 一 . 内 蕴 地 说 ,这 间 只 扭 了 一 个 半 转 的 通常 
的 豆 比 乌 斯 带 是 一 样 的 . 但 是 其 区 别 存 于 放置 在 三 维 空间 中 的 方式 不 同 :带子 的 边缘 打 成 了 一 
个 纽 结 , 而 -- 个 通常 的 才 比 乌 斯 带 的 边缘 是 一 个 不 打 结 的 曲线 (参见 225 页 之 右 图 )， 


交 利 | 实 线 )} 从 边缘 开始 到 边缘 结束 . 环 割 [虚线 } 则 避 开 边缘 
一 个 隐 盘 的 贝蒂 数 是 等 ( 双 侧 ,一 个 边缘 ) ,一 个 麦 比 乌 斯 带 的 贝蒂 
数 是 一 ( 单 侧 , 一 个 边缘 ) ,一 个 内 胎 的 贝蒂 数 是 二 { 双 侧 ,一 个 边 
绿 ) 而 一 个 有 孔 的 克 莱 因 瓶 的 贝蒂 数 是 二 { 单 侧 , 一 个 边缘 】. 


三 陡 结 {下 } 可 以 
比照 一 个 担 了 三 个 半 
转 的 麦 比 乌 斯 {上 ) 由 
国 出 它 的 边缘 而 得 ， 
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内 区 地 说 纽 结 都 是 相同 的 ;它们 都 恰 是 一 个 环 路 或 者 一 个 圆周 . 用 适当 的 一 组 不 变量 来 将 它 
们 分 类 的 问题 至 今 还 林 解 决 . 然而 具有 一 -个 边缘 的 曲面 提供 了 很 好 的 方法 来 研究 纽 结 . 例如 , 往 石 
或 往 左 捏 _ 个 半 转 的 麦 比 乌 斯 带 可 得 不 同 的 纽 结 , 一 个 向 法 得 右手 三 叶 结 , 另 一 个 得 左手 三 叶 结 ， 
其 中 任何 一 个 都 不 能 经 拉 促 或 变形 而 得 男 一 个 . 给 任何 纽 结 配 上 一 个 只 有 一 条 边 的 双 侧 的 具有 最 
小 贝蒂 数 的 曲面 使 其 边缘 形成 该 纽 结 , 则 有 关 任 一 纽 结 的 大 多 数 已 知性 质 可 以 很 方便 地 导出 一 一 
这 是 1934 年 由 海 得 堡 移 沙 爱 弗 (Herbert Seifert) 引 进 的 一 个 方法 . 假若 纽 结 的 分 类 问题 能 够 由 一 个 
适用 于 所 有 情形 的 一 般 原 则 来 解决 ,这 将 是 在 相关 的 拓扑 领域 里 取得 许多 进展 的 -条 康 庄 天 道 . 

因为 拓扑 学 允许 形状 上 作 很 大 的 拉 伸 或 变形 ,通常 用 一 根 绳子 打 的 结 拓扑 学 家 没有 兴趣 . 
每 个 这 种 结 能 够 形变 为 一 条 直线 . 在 拓扑 学 里 真正 的 纽 结 只 是 那些 打 林 开 铺 并 有 旦 不 是 可 解 结 
的 ,因此 拓扑 学 家 可 以 合理 地 提出 这 样 的 问题 ,“ 这 个 纽 结 是 不 是 一 个 纽 结 ?" 拓 扑 学 家 已 经 知道 
讨论 各 种 程度 的 纽 结 性 、 打 结 性 和 被 扭 性 等 等 . 


网 络 不 同 于 纽 结 , 它 也 有 内 在 的 拓扑 兴趣 . 可 尼斯 保 桥 问题 是 拓扑 学 中 最 十 老 的 问题 ,需要 
研究 由 四 个 点 和 七 条 线段 组 成 的 一 个 特别 的 网 络 的 一 个 内 将 性 质 . 可 尼斯 侣 这 个 德国 城市 , 现 
在 是 苏联 的 一 部 分 * ,其 中 心 在 普 雷 格 尔 河中 一 个 岛 上 . 在 17 世纪 这 个 岛 与 普 尖 格 尔 河 两 岸 各 
用 两 座 桥 连结 ,也 用 一 座 桥 与 邻近 一 总 相连 ,而 那个 邻近 的 岛 又 与 每 个 岸 用 一 桥 相连 (参见 228 
页 图 ). 哥 尼斯 堡 的 老 章 姓 音 欢 在 桥 上 散步 ,于 是 提出 了 以 下 问题 ,你 能 否 走 过 所 有 七 座 桥 而 任 
何 一 座 都 不 能 漏 走 或 重 走 ? 读者 经 过 几 次 尝试 后 便 可 能 确信 闭 是 不 可 能 的 

在 1736 年 伟大 的 瑞士 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler) 对 所 有 这 类 网 络 的 问题 找到 了 一 般 原 
则 而 解决 了 这 个 问题 , 设 我 们 将 陆地 换 成 点 , 间 时 用 点 之 间 的 联 线 表示 桥 . 点 被 称 为 顶点 , 一 个 
有 膏 数 条 道路 联结 它 的 称 为 奇 硕 点 ;有 偶数 条 道路 联结 它 的 称 为 偶 硕 点 . 那个 一般 原则 是 .在 _- 
个 连通 的 网 络 上 旅行 的 次 数 必 等 于 奇 顶 点 数 之 一 半 . (不 可 能 构 作 一 个 可 以 一 次 走 完 的 网 络 具 
有 彰 数 个 奇 顶点 ,因为 每 一 条 线 都 始 于 一 顶点 而 终于 一 顶点 . ) 著 顶点 均 为 俩 的 ,或 者 若 奇 顶 点 
数 不 大 于 2 , 则 可 以 用 一 次 旅行 走 遍 所 有 道路 而 不 重复 , (在 1935 年 本 文 作 者 之 一 ( 塔 克 ) 实 际 走 
明了 哥 尼 斯 堡 桥 而 不 重复 任何 一 座 , 因 为 那 时 第 八 座 桥 已 经 造 好 . ) 

一 个 没有 环 上 路 的 连通 网 络 被 称 为 一 个 “ 树 ”. 这 样 的 网 络 总 可 以 从 一 个 顶点 开始 交替 地 添加 
线 和 顶点 而 构 作 出 来 . 每 次 一 条 新 线 都 连 到 某 个 已 有 的 顶点 上 ,而 其 终点 则 作 为 一 个 新 的 顶点 
而 引信 ,否则 这 条 线 的 终点 将 是 一 个 老 顶 点 因而 产生 了 -一个 环 路 . 因 些 一 个 树 的 顶点 数 等 于 连 


* 译注 ; 今 属 俄罗斯 ,改名 为 加 里 宁 格 斯. 
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情 孝 斯 堡 桥 是 拍 扑 学 中 一 个 经 典 问题 ,问题 是 试图 步行 走 过 连 结 两 岛 和 商 岸 的 所 有 七 
座 桥 而 任何 一 凑 桥 都 不 能 走 两 次 .此 问题 仅 当 第 八 座 桥 被 建成 {左上 ) 后 才能 解决 . 


线 数 加 一 .一 个 不 是 树 的 连通 网 络 可 用 去 掉 儿 条 连 线 而 不 去 掉 任何 顶点 的 做 法 约 化 为 男 一 个 
树 . 如 果 这 个 网 络 开始 有 V 个 顶点 和 上 条 线 , 去 掉 B 条 线 得 那个 新 树 , 则 对 于 这 个 新 酝 有 Y= 
1 十 (L 一 B), 所 以 B 二 1 十 L 一 V. 这 个 B 就 是 这 个 网 络 的 贝 莫 数 . 它 可 以 定义 为 从 网 络 上 能 够 去 
掉 的 连 线 的 最 次数 使 得 所 有 顶点 及 余下 的 连 线 仍 连 成 一 片 . 例如 , 哥 尼 斯 堡 桥 网 络 的 贝蒂 数 是 
4. 一 企 网 络 的 贝蒂 数 和 一 个 曲面 的 贝蒂 数 的 定 尽 有 了 明显 的 相似 之 处 当然 是 不 足 为 奇 的 . 

贝蒂 数 有 一 个 长 而 有 趣 的 历史 ,虽然 直到 1895 年 它 才 被 人 这 样 称 呼 , 德国 物理 学 家 克 养 替 
夫 (G. R.KirchhofpD 在 他 的 1847 年 的 一 篇 引 人 两 个 著名 的 电路 网 络 定律 的 文章 中 ,用 了 贝蒂 数 
概念 去 刻画 在 一 个 网 络 中 确定 电流 分 布 时 用 到 的 独立 的 环 路 方程 的 数目 这 个 概念 被 英国 物理 
学 家 麦克 斯 韦 学 得 ,他 在 他 的 1873 年 出 版 的 著名 的 教科 书 ¢ 电 磁 通 论 ) 中 称 它 为 “ 圈 数 ”. 因此 ， 
这 两 位 物理 学 家 使 用 贝蒂 数 的 思想 要 比 庞 加 莱 (Henri Poincaré) 这 位 法 国 数学 家 于 1895 年 在 数 
等 中 确立 它 要 时 整整 一 代 人 .被 认为 是 现代 拓扑 学 之 父 的 许 加 莱 用 一 位 意大利 数学 物理 学 家 山 
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蒂 (Enrico Betti) 的 名 字 命 名 贝蒂 数 , 因 为 贝蒂 于 1871 年 推广 了 黎 曼 的 连通 度数 . 


我 们 现在 转向 画 在 某 个 曲面 上 的 网 络 , 网 络 中 的 联 线 要 求 相交 于 顶点 , 对 于 一 个 画 在 球面 
上 的 连通 网 络 , 有 一 个 著名 公式 也 是 用 解决 哥 尼 斯 保 桥 的 伟大 的 欧 拉 的 名 字 命 名 的 . 这 公式 就 
是 Y 一 工 十 4 三 2.Y 和 上 还 是 网 络 中 的 顶 数 和 线 数 ,A 是 曲面 被 网 络 分 成 的 区 域 数 . 欧 拉 只 限于 
研究 凸 曲 而 多 面体 的 顶 , 线 和 面 , 但 是 当然 其 性 质 与 一 个 球面 上 的 相同 . 因为 一 个 多 面体 此 曲面 
能 够 拉 伸 并 且 磨 圆 而 成 为 球形 . 在 球面 网 络 的 -- 个 区 域 的 中 间 穿 一 个 孔 ,并 将 穿孔 球面 展 平 到 
一 个 圆 盘 内 , 则 一 个 球面 网 络 可 以 变 成 一 个 平面 上 的 网 络 , 对 于 平面 网 络 V 一 LL 十 A 二 1, 因 为 通 
过 穿孔 , 少 掉 了 一 个 区 域 . 把 此 式 改 写成 为 4 一 1 十 工 一 V, 读 者 可 以 看 出 在 一 个 连通 平 而 网 络 中 
售 人 的 区 域 数 等 于 这 个 网 络 的 贝蒂 数 ， 

但 是 有 些 网 络 不 能 画 在 一 个 平面 上 而 使 它们 的 联 线 不 相交 于 新 的 我 们 不 希望 要 的 顶点 上 . 考 
虑 下 述 问题 ,由 它 的 措辞 可 以 想见 它 是 很 古老 的 :你 能 将 三 间 农 舍 的 每 一 闻 与 一 个 锣 机 ,一 口水 井 
和 一 个 草 才 用 互 不 相交 的 小 路 联结 起 来 吗 ? 稍 许 尝试 一 下 你 就 可 能 相信 这 个 问题 是 不 能 解决 的 
(参见 230 页 之 上 图 ), 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Casimir Kuratowski) 在 1930 年 证 明了 六 个 点 不 能 
那样 联结 起 来 . 同样 ,五 个 点 也 不 能 全 部 互相 联结 起 来 ;但 是 除了 上 述 两 种 情形 之 外 ,每 个 网 络 都 
能 够 画 在 一 个 平面 上 . 不 过 ,在 一 个 麦 比 乌 斯 带 上 六 个 点 能 够 全 部 扎 相 联结 起 来 ,并 且 在 一 个 内 胎 
上 七 个 点 能 够 爹 部 联结 起 来 . 在 三 维 空间 当然 有 充分 的 自由 使 得 任何 网 络 能 够 不 相交 而 面 出 . 

在 我 们 离开 网 络 课题 之 前 必须 谈 谈 著名 的 四 色 问 题 . 虽然 它 看 上 去 似乎 如 此 简单 ,几乎 所 
有 的 人 者 感到 他 能 很 容易 解决 它 , 然而 还 没有 一 个 人 解决 了 它 , 也 还 没有 一 个 人 能 证 明 它 是 不 
可 解 的 . 其 规则 是 一 个 地 图 必须 染 成 使 得 每 个 国家 的 颜色 与 其 每 个 有 共同 边界 的 国家 的 颜色 都 
不 同 (点 接触 不 算 有 共同 边界 ) ,并 且 要 用 最 少数 目的 不 同 颜色 , 问题 是 去 证 明 或 者 四 种 颜色 足 
够 染 球面 上 或 平面 上 的 任 一 地 图 ,或 者 去 物 作 某 一 个 地 图 需要 五 种 颜色 . 比利时 数学 家 德 巴克 
(S, M, de Backer) 在 1946 年 证 明了 四 种 颜色 对 于 国家 总 数 不 多 于 35 个 的 任何 一 个 地 图 是 足够 
的 , 面 西 弗 吉 尼 亚 大 学 的 雷诺 兹 (C. N, Reynolds) 曾 经 通报 我 们 他 最 近 把 国家 的 数目 提高 到 83， 
但 尚 无 人 建立 一 个 涵盖 所 有 可 能 情形 的 原则 . 许多 地 图 仅 要 求 三 种 颜色 . 美国 地 图 在 肯塔基 州 
的 边界 上 要 求 四 种 颜色 (参见 230 页 之 下 图 ). 四 色 问 题 仅 针对 平面 或 球面 ;对 其 他 曲面 可 以 提 
出 不 同 的 问题 . * 


* 译注 :四 色 问 题 已 上 月 了 一 个 用 计算 机 辅助 的 证 明 , 它 是 由 阿 佩 尔 (CK, I Appel) 和 哈 肯 (CW. Haken) 
于 1977 年 提供 的 . 
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三 农 会 产生 了 一 个 雁 类 似 于 哥 尼斯 堡 桥 的 问题 ,现在 的 问题 是 将 每 一 
间 农 会 与 一 个 蚀 棚 ,一 口水 井 和 一 个 草 吉 用 互 不 相交 的 小 路 连接 起 来 . 正 
如 图 中 左 土方 一 条 未 完成 的 小 路 所 示 , 这 个 问题 无 法 解决 ， 
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四 色 的 地 图 提出 了 四 色 问 题 .四 种 颜色 用 四 种 纹理 来 表示 , 问题 的 规 
则 是 每 一 州 要 染 成 与 所 有 相 邻 州 有 不 同 颜 色 . 问题 是 证 明 或 者 四 种 颜色 
足够 ,或 者 找到 一 张 地 图 需要 五 种 颜色 ， 
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在 一 个 麦 比 乌 斯 带 上 能 够 作出 六 色 地 图 .上 边 与 下 边 按照 A 与 及 
以 受 日 与 日 相连 而 粘 合 .其 颜色 都 假设 已 浸透 了 纸张 .左上 的 首都 与 右 
下 的 是 同一 个 .上 中 偏 右 的 首都 与 下 中 偏 在 的 是 同一 个 . 


下 面 烈 出 了 一 组 关于 球面 的 拓扑 性 奈 的 有 关 定 理 . 每 个 定理 傣 竹 是 一 丁点 小 珍品 ,叙述 这 
一 个 古怪 事 只 是 因为 它 有 点 古怪 . 然而 ,这 些 定理 是 数学 知识 的 一 个 重要 部 分 的 解说 ,它们 不 但 
有 理论 意义 ,而 且 对 某 些 实际 问题 也 很 重要 ,“ 并 且 虽 然 这 里 给 出 的 讨论 极为 简略 ,我 们 希望 它 
们 会 给 读者 提供 对 拓扑 学 其 他 方面 的 基 种 领悟. 

1. 在 地 球 上 不 能 同时 处 处 刮 风 . 在 每 一 个 瞬间 在 地 球 表面 上 至 少 有 一 点 是 无 风 的 .但 是 , 除 


* 译注 :这 和 甸 话 是 详 者 加 的 . 
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一 个 点 ,比方 说 南极 ,处 处 都 刮 风 是 可 能 的 . 
2, 如 果 在 某 一 朋 间 北半球 处 处 都 刮 凤 , 则 在 开道 上 必然 按 风 姐 仪 的 每 个 方向 都 刮 网 . 这 就 
在 培 ,对 于 罗 和 给 仪 上 任 一 给 定 方向 ,如 说 东北 方向 ,在 东道 上 必 有 某 一 地 点 在 刮 着 该 方向 的 风 即 
东北 风 . 
3. 在 同样 条 件 下 ,还 在 赤道 上 上 必 至 少 有 一 对 在 同一 直径 上 的 相对 点 ,在 这 两 点 处 风 歇 的 方 
问 恰 是 罗 极 仪 上 的 相反 方向 . 
4, 入 得 一 个 给 定 的 瞬间 ,在 地 球 表 面 上 至少 有 一 对 对 径 点 有 相同 的 温度 和 相同 的 湿度 . 
5, 如 果 三 个 帝国 瓜分 了 整个 地 球 表面 ,包括 陆地 和 水 域 ， 
则 至 少 有 一 个 帝国 能 够 自 夺 地 宣称 它 是 日 不 落 帝国 , 因为 至 少 
三 帝国 中 之 一 在 其 国界 之 内 包含 有 一 对 对 径 点 . 
当然 ,这 些 事实 与 其 说 是 物理 现实 弛 宇 说 是 数学 定理 . 所 
说 的 风 是 理想 的 没有 间断 性 的 风 . 并且 限于 其 表面 分 量 ,而 温 
度 和 湿度 都 假设 是 连续 变量 . 
定理 1 和 定理 2 只 是 一 个 由 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 (L. E.J. 
Brouwer) 于 1912 年 证 明 的 对 n 维 提出 的 一 般 “ 不 动 点 ”定理 的 
简单 推论 ”. 定理 3 和 定理 4 则 是 一 个 由 波兰 数学 家 波 尔 苏 克 
(Karol Borsuk) 和 乌拉 姆 (S,， M. Ulam) 于 1933 年 对 n 维 情况 提 
出 的 一 般 * 对 径 点 "定理 的 简单 推论 . 定理 5 是 从 由 苏联 数学 家 
刘 斯 转 尔 尼克 {L. Lusternick) 和 序 尼 列 尔 蝇 {I.. Schnirelmann) 
于 1930 年 提出 的 一 个 一 般 的 n 维 定 理 推出 的 . 如 果 假 设 有 一 个 
行星 是 环 状 的 , 则 在 其 上 上 这 五 个 定理 都 不 成 立 . 
这 五 个 定理 涉及 球面 的 如 此 不 同 的 性 质 ,很 难看 出 它们 互 
相 之 间 是 如 柯 关 联 的 . 除了 第 一 个 以 外 都 能 够 用 下 述 很 简单 的 
普林斯顿 大 学 的 一 座 壁 炉 问题 的 普遍 解法 来 解决 :能 不 能 在 一 个 正方 形 中 摆 上 扑克 牌 ， 
旁 的 石狮 子 展示 了 一 个 麦 比 乌 使 得 任何 相 邻 一 不 论 是 铝 直 方向 ,水 平方 向 还 是 对 角 线 方 
斯 带 , 在 其 上 有 一 只 苍蝇 能 够 问 一 -的 两 张 牌 都 是 不 同 辣 色 的 ,除非 它们 是 同 花 的 ,同时 使 
不 跨越 边 绢 而 疏 遍 各 处 . 得 在 边 行 任何 一 双 相 对 的 牌 是 同色 而 不 同 花 的 吗 ? 管 案 为 否 . 
‘拓扑 学 家 曾经 向 非 拓扑 学 家 挑战 去 解决 它 而 且 赌 启 了 . ) 为 付 


一 一 一 


* 译注 ,参看 本 书 第 21 章 不 动 点 定理 ， 
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么 这 梓 一 个 简单 的 “有 秩 戏 ”, 一 个 在 诗 玩 不 成 的 牌 厂 , 会 显现 出 拓扑 问题 ? 为 什么 这 个 一 般 的 定 
理 , 它 涪 这 件 事情 解决 不 了 ,会 有 助 于 解决 许多 其 他 问题 ? 

为 了 埋 解 这 个 似 非 而 是 的 论断 ,你 必须 注意 ,从 根本 上 讲 这 个 间 题 很 不 同 于 这 里 讨 论 的 大 
多 数 其 他 问题 . 其 他 问题 涉及 完整 的 体 , 区 域 或 曲面 ;这 个 定理 涉及 :个 模式 ,可 以 用 它 来 逼近 
方块 中 的 点 要 多 近 都 可 以 . 于 是 这 个 玩 牌 的 问题 显示 了 一 个 方块 (或 者 贺 盘 ,或 者 其 他 简单 区 
域 ) 的 微观 特征 与 宪 观 特 入 之 间 的 由 三 作用 . 这 个 定理 被 推广 到 ?# 维 , 它 可 才 以 证 明 某 些 类 似 的 
关 染 是 省 人 六 硅 , 因此 这 个 玩 牌 的 问题 有 非常 深刻 的 拓扑 意义 . 


从 坟 昕 说 过 拓扑 学 一 词 的 老百姓 日 稼 也 使 用 许多 较为 简单 的 拓 扩 概念 . 拓扑 学 的 基本 概念 
是 入 此 之 基本 , 当 我 们 还 是 小 核子 的 时 候 就 学 到 了 许多 , 内 部 性 和 外 部 性 , 右 旋 性 和 左旋 性 , 环 
绕 性 和 不 环绕 性 等 慨 念 我 们 很 小 的 时 候 就 学 会 了 . 

最 近 这 十 午间 应 用 数学 家 和 工程 师 开 娘 认 误 到 拓扑 学 在 解决 某 些 类 型 的 问题 ,特别 非 线 性 
微分 方程 中 的 那些 问题 时 的 用 处 .大 多 数 物 理 现象 数学 上 可 以 用 微分 方程 即 有 关 变 化 率 的 方程 
米 搬 写 . 过 去 通常 假设 效应 是 线性 的 , 即 正比 于 起 加; 因此 弦 的 振动 是 假 设 遵循 刘 丰 定律 ,应力 
正比 于 庶 变 ,并 且 在 计算 放大 莫 之 增益 时 真空 管 之 电流 是 假设 止 比 于 电网 中 之 电压 的 . 做 出 线 
性 的 假设 是 因为 非 线性 短 分 方程 的 计算 极 问 困难 ,甚至 是 不 可 能 的 话 . 日 然 界 中 “线性 问题 " 即 
令 说 有 ,也 是 极 罕见 的 :并 且 对 于 许多 更 代 应 用 前 言 , 例 如 在 电子 党 和 起 音速 空气 动力 学 中 的 某 
些 问 题 , 线 性 的 假 没 纯粹 是 误 入 歧途 . 

拓扑 学 正 应 用 于 证 明 某 些 非 线 性 微分 方程 的 哪些 类 型 的 解 是 可 能 的 . 管 案 是 定 人 性 的 而 非 定 
量 的 . 拓扑 学 可 以 告诉 一 个 工程 师 什 么 样 的 一 般 类 型 的 电路 能 够 满足 他 的 要 求 , 但 不 告诉 他 这 
个 电路 元 件 的 数值 ;这 些 将 用 另外 的 方法 去 闷 定 . 然而 ,如 果 没 有 拓扑 学 的 帮助 ,这 位 工程 师 可 
能 在 导 求 所 需要 的 一 般 类 豆 的 电路 时 就 会 失 政 ， 

拓扑 学 作为 数学 的 一 个 分 支 是 年 轻 的 . 虽然 拓扑 学 的 较为 简单 的 概念 每 位 儿童 由 经 验 就 学 
会 了 ,但 它 的 筷 度 复杂 的 发 展 逊 只 有 一 个 世纪 ,并 且 其 最 活 竖 的 发 展 是 从 庞 奸 莱 的 贡献 以 来 的 
近 五 十 年 间 . 拓扑 学 的 许多 定理 还 末 充 分 与 数学 的 其 他 分 支 联 系 起 来 .许多 外 表 看 似 简单 的 问 
题 仍 有 等 解决 ,但 十 拓扑 学 正在 迅速 向 前 迈进 ,和 而且 拓扑 学 家 满怀 信心 ,在 下 一 个 五 十 年 间 的 成 
就 将 会 同 20 忆 纪 的 前 半 志 纪 的 发 展 一 样 的 重 费 ， 


哥 尼 斯 堡 检 


欧 拉 (Leonhard Euler)， 
纽 柬 (James 及 . Newman) 编 辑 ,1953 年 7 月 号 


过 虚 越 的 瑞士 科学 家 欧 拉 (Ieonhard Euler) 是 18 世纪 的 一 位 天 才 数 学 家 ,他 在 几乎 所 有 
Hi 了 数学 ,并 且 他 的 能 力 至 少 与 他 的 天 才 问 样 普 名 ， 法 国 天 文学 家 和 物理 党 家 
阿拉 哥 CFrancols Arago) 写 道 ,“ 欧 拉 计 算 起 来 终 奏 不 费力 气 ,就 像 人 们 在 呼吸 ,或 者 就 
像 老 腐 在 风 中 拷 翔 ” 大 们 说 欧 拉 "在 第 -- 次 和 第 二 次 催 他 旋 饭 之 同 的 半 个 小 时 能 赶 写 完 一 篇 论 
六 ”根据 数学 史学 家 贝尔 (Eric Temple Bell) 的 说 法 ,他 "常常 怀 抱 着 一 个 要 多 写作 他 的 论文 ， 同 
时 稍 大 一 点 的 孩子 们 在 他 周转 嬉戏 老 ”而 欧 拉 的 孩子 多 达 13 个 .他 在 28 岁 时 花 了 三 天 就 解决 
了 一 不 很 难 的 天 文 问题 ,而 天 文学 家 原 以 为 他 将 花 上 几 个 上 的 芳 动 , 这 个 惊人 的 伟 绩 是 如 此 过 分 
地 消耗 了 他 的 视力 使 他 一 只 眼睛 失 明 并 且 最 终 变 为 全 上 . 然而 他 的 残疾 既 没 有 碱 少 他 的 数学 成 嘻 
的 数量 也 没有 降低 质量 . 握 估 计 , 当 他 的 全 集 编辑 完成 时 ,他 的 作品 将 充满 60 至 80 大 四 开本 着. 

下 面 发 表 的 论文 是 欧 拉 本 人 的 有 关 他 的 最 重要 成 就 之 一 的 叙述 :他 关于 者 所 的 哥 尼 斯 堡 桥 
问题 的 解答 . 全 个 辣 题 是 称 为 拓扑 学 的 数学 分 支 的 一 个 古代 练习 (参见 塔 克 和 上 贝 利 的 文章 招 和 
学 ”, 本 书 第 19 章 ). 二 扑 学 是 变形 的 几何 学 ; 它 研究 一 个 对 象 在 拉 伸 ,扭转 ,过 由 或 其 他 改 可 于 
形状 变化 下 保持 不 变 的 性 质 . 哥 尼 斯 堡 之 淡 是 拓扑 学 中 的 一 个 所 谓 网 络 问 题 . 

在 可 尼斯 堡 城 (哲学 家 康德 (Immanuel Kant) 出生 于 此 )38 世纪 时 有 七 座 桥 跨 在 普 列 格 尔 河 


x ”译注 ;译文 引 自 E. T. Bell 著 * 数 学 精英 (Men of Marthematics ) , 徐 源 详 ;,1991 年 商务 印 书 馆 出 版 ， 
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上 .它们 将 河中 两 个 岛 与 两 岸 相互 连结 , 城中 居民 长 期 来 自 娱 的 一 个 问题 是 :是 否 可 能 在 一 次 连 
续 的 散步 中 跨 过 这 七 座 桥 而 既 不 遗漏 也 不 重复 任何 一 座 ? 当 这 道 难 题 受到 欧 拉 注意 时 ,他 认识 
到 其 中 隐藏 着 一 个 重要 的 科学 原理 , 他 集中 自己 的 注意 力 于 发 括 这 个 原理 并 很 快 提出 了 他 的 简 
单 耐 机智 的 解答 . 他 提供 了 -个 数学 证 明 , 而 某 些 启 民 则 是 满足 于 通过 反复 试验 的 办 法 证 明 这 
契 椒 可 能 的 . 他 同时 找到 一 个 法 则 解答 了 不 论 有 多 少 座 桥 的 一 般 问 题 . 

哥 尼 斯 堡 之 亦 与 人 们 熟悉 的 一 笔画 有 关 , 所 谓 一 笔画 就 试 着 在 纸 上 描 一 个 给 定 的 图 ,而 既 不 
让 铬 笔 提 起 又 不 让 它 重 描 , 哥 尼 斯 堡 图 式 在 236 页 之 左 图 用 图 论 的 方式 给 出 ， 检验 会 说 明 用 铅笔 一 
笔画 这 个 图 式 是 不 可 能 的 . 但 是 如 果 有 八 座 桥 , 其 图 式 如 右 图 ,那么 这 就 可 以 由 一 笔 晤 . 

欧 拉 的 论文 给 出 了 这 个 原理 的 一 个 漂亮 的 解释 ,并 且 提 供 了 一 个 极 佳 的 例子 ,说 明 拓扑 学 
问题 看 亿 简 单 其 实 不然 ， 

一 一 纽 驾 (James R, Newman) 


世 其 Ey 


和 


这 个 问题 据 我 了 解 是 为 人 所 熟知 的 ,陈述 如 下 ,在 普 重 士 泵 尼斯 经 城 有 一 个 岛 A, 称 为 大 和 
夫 岛 (Kneiphof) ,一 条 称 为 普 雷 格 尔 (Pregel) 的 河 的 两 条 支流 绕 它 流 过 . 那里 有 七 康桥 ,a,5b, 。 
227 和 g 跨 过 两 支流 (参见 238 页 上 图 ). 问题 是 一 个 人 能 否 计划 一 次 步行 ,使 得 每 一 座 桥 他 者 
将 越过 一 次 而 且 仅仅 一 次 . 我 昕 说 有 些 人 否认 这 种 可 能 性 ,另外 的 人 则 有 些 怀疑 ,但 没有 一 个 人 
主张 那 是 实际 可 能 的 . 基于 以 上 所 述 ,我 为 自己 提出 了 下 述 非常 普遍 的 问题 :证 该 河 及 其 支流 具 
有 任意 形状 ,并 有 任意 多 座 恬 ,确定 是 否 可 能 做 到 越过 每 座 桥 正好 一 次， 

哥 尼 斯 堡 七 桥 这 个 特别 间 题 可 以 解决 如 下 :仔细 列 出 所 有 可 能 的 道路 ,然后 检验 以 确认 其 
“何者 ,如 果 作 在 的 话 , 符 合 要 求 , 然而 ,这 个 解决 的 方法 实在 是 太 乏 昧 了 并 且 也 太 难 了 ,因为 其 
可 能 的 组 合 之 数 很 大 ,而且 当 在 另外 的 问题 中 涉及 更 多 的 桥 时 它 将 根本 无 法 应 用 了 . 因此 我 放 
弃 它 并 导 求 男 外 一 个 范围 受到 限制 的 方法 ; 即 这 个 方法 只 告诉 我 们 是 否 有 可 能 发 现 -个 满足 所 
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右 图 能 被 一 笔画 ; 左 图 则 不 能 . 


描述 的 条 件 的 旅行 ;我 相信 这 样 的 方法 会 较 简单 . 

我 的 整个 方法 基于 以 下 我 用 来 表示 越过 桥梁 的 合适 的 和 方便 的 方法 ,在 其 中 我 用 大 写字 母 
A,B,C,D 记 被 河流 分 割 开 的 不 同 的 陆地 区 域 . 于 是 当 一 个 人 从 地 区 4 越过 桥 a 或 5 走 到 地 区 
B 时 ,我 用 字母 AB 来 记 这 个 跨越 ,其 中 头 一 个 字母 表示 由 之 走出 的 地 区 ,第 二 个 表示 当 越 过 桥 
后 到 达 的 地 区 . 如 果 这 位 旅行 者 再 从 B 过 桥 了 进 和 人 也 ,此 跨越 用 字母 BD 表示 ;车 先后 进行 两 次 
跨越 AB 和 BD ,我 简 记 作 三 个 字母 ABD, 因 为 中 间 字 母 妃 既 表示 第 一 次 跨越 到 达 地 区 也 表示 
第 二 次 跨越 走出 的 地 区 . 

类 似 地 , 如果 这 位 旅行 者 继续 从 刀 越 过 桥 g 到 达 C, 我 记 三 次 相继 的 跨越 为 四 个 字母 
ABCD., 越过 四 座 桥 将 表 作 五 个 字母 . 如 果 这 位 旅行 者 越过 任意 数目 的 桥 ,其 旅行 将 用 数目 比 桥 
数 多 一 个 的 字母 来 表示 . 例如 ,表示 越过 七 座 桥 需 用 八 个 字母 ， 

用 这 个 方法 我 无 需 注意 用 到 了 哪些 桥 ; 这 就 是 说 ,如 果 从 一 个 地 区 到 另 一 个 地 区 能 够 采用 
好 几 座 桥 ,那么 只 要 它们 通 向 欲 去 的 地 区 ,用 哪 座 桥 都 没有 区 别 , 因此 如 果 能 够 设计 出 越过 各 尼 
斯 堡 庄 桥 的 一 条 路 线 使 得 每 座 桥 被 越过 一 次 而 且 只 有 一 次 ,我们 就 能 用 八 个 字母 来 描写 这 条 路 
线 , 并 且 在 这 个 字母 序列 中 AB( 或 B4) 这 个 组 合 必 须 出 现 两 次 ,因为 有 两 座 桥 a 和 6 联结 地 区 
A 和 B. 同样 组 合 AC 亦 将 出 现 商 次 ,同时 组 合 AD,BD 和 CD 将 各 出 现 一 次 ， 

我 们 的 问题 现在 变 成 能 否 从 四 个 字母 A,B,C 和 DD 组 成 一 个 八 个 字母 序列 使 其 中 所 有 上 述 
组 合 出 现 的 次 数 符合 要 求 , 然而 ,在 试图 努力 去 寻求 这 样 一 个 安排 之 前 ,我 们 最 好 先 考虑 一 下 它 
的 存在 性 在 理论 上 是 否 可 能 . 因为 如 果 能 够 证 明 这 样 的 安排 事实 上 是 不 可 能 的 ,那么 花 力气 去 
寻求 它 便 是 白费 劲 . 于 是 我 找到 了 一 个 法 则 ,对 于 这 一 个 问题 或 类 似 的 问题 , 它 将 很 容易 地 决定 
所 要 求 的 字母 排列 能 否 实 现 . 

为 了 求 得 这 样 的 法 则 ,我 取 一 个 单独 的 区 域 4, 而 设 有 任意 多 座 桥 a,5,c,d 等 等 都 通 向 它 
(238 页 中 图 ), 在 这 些 桥 中 我 先 只 考虑 a. 如 果 这 位 旅行 者 越过 这 座 桥 ,他 必然 或 者 越过 之 前 在 
A 中 或 者 越过 之 后 在 A 中 ,因此 根据 上 面 的 标记 法 字母 A 将 恰巧 出 现 一 次 . 如 果 有 三 座 桥 通 向 
A 并且 这 位 旅行 者 越过 了 所 有 这 三 座 , 则 字母 A 在 他 的 旅程 的 表示 中 出 现 两 次 , 如 果 有 五 座 桥 
通 向 A, 则 越过 所 有 桥 的 旅程 的 表示 中 字母 A 出 现 三 次 . 如 果 桥 数 是 奇数 ,加 上 1, 青 将 其 和 除 以 
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欧 拉 1707 年 生 于 瑞士 包 塞 尔 ;1783 年 死 于 彼得 格 勤 ， 
“* 这 个 商 表 示 宇 母 A 出 现 的 次 数 : 


让 我 们 现在 回 到 哥 尼 斯 你 问题 (238 页 上 图 ), 因为 有 五 座 桥 通 向 岛 A; 字 母 4 必然 在 描写 旅 
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行路 线 的 表示 式 中 出 现 三 次 ,字母 B 必 出 现 两 次 ,因为 三 建 桥 通 向 B; 同 样 D 和 C 必 各 出 现 两 
次 . 这 就 是 说 ,表示 越过 七 雁 桥 的 字母 序列 必 会 有 全 三 次 ,BC 和 DD 各 两 次 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 需要 的 子 母 数 是 9 而 序列 只 有 八 个 字母 . 尖 此 显而易见 ; 按 所 要 求 的 规则 越过 哥 尼斯 保 的 
七 座 桥 不 能 实现 . 


虽然 可 尼斯 堡 的 旅行 不 可 能 ,但 这 一 个 旅行 是 可 能 的 . 
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应 用 这 个 方法 , 通 向 一 个 特定 区 域 的 桥 数 不 论 有 多 少 个 ,只 要 为 奇数 ,我 们 总 能 确定 能 否 有 
一 个 正好 越过 每 座 桥 一 次 的 旅行 . 如 果 桥 数 加 1 等 于 每 单个 字母 必须 出 现 的 次 数 之 和 , 则 这 种 
路 线 必 存在 . 另 一 方面 ,如 果 这 个 和 大 于 桥 数 加 1, 如 在 我 们 的 例子 中 那样 , 则 想 要 的 路 线 不 可 能 
构 作 出 来 .我 给 量 的 这 个 法 则 用 通 向 4 的 桥 数 来 确定 字母 A 在 路 线 表 示 中 出 现 的 次 数 与 这 些 桥 
是 否 都 从 同一 区 域 B 通 过 来 ,或 者 从 好 儿 个 区 域 通过 来 无 关 , 因为 我 只 考虑 区 域 4, 并 试图 确定 
A 必须 出 现 几 次 . 

当 通 向 4 的 桥 数 是 偶数 时 ,我 们 必须 考虑 旅行 路 线 是否 从 A 开始 . 例如 ,假设 有 两 座 桥 通 向 
4 并 且 路 线 从 4 出 发 , 则 字母 A 将 出 现 两 次 一 一 第 一 次 表示 越过 一 座 桥 离开 A 而 第 二 次 表示 
越过 另 一 座 桥 而 回 到 A. 然而 ,如 果 这 位 旅行 者 从 另外 一 个 区 域 开始 他 的 旅行 ,字母 A 将 只 出 现 
一 次 ,因为 按 我 的 描写 方法 ,A 的 单独 出 现 既 表示 进入 也 表示 离开 A， 

很 设 在 我 们 的 情形 有 四 座 桥 通 向 A, 而 且 路 线 从 A 开始 , 字母 A 将 在 整个 路 线 的 表示 中 出 
现 三 次 . 而 如 果 旅 行 从 另外 一 个 地 区 开始 , 则 A 将 只 出 现 两 次 . 当 有 六 座 桥 通 向 A 时 ,如 果 及 是 
起 点 ,字母 A 将 出 现 四 次 ,否则 只 三 次 .一 般 地 ,如 果 通 向 A 的 桥 数 是 偶数 ,字母 A 出 现 的 次 数 
当 出 发 区 域 不 是 A 时 是 桥 数 的 一 半 , 而 当 路 线 从 A 出 发 时 是 一 半 加 一 . 

每 条 路 线 当然 必须 从 某 个 区 域 出 发 ， 于 是 从 通 向 每 个 区 域 的 桥 数 我 确定 出 对 应 的 字母 
将 在 整个 路线 的 表示 式 中 出 现 的 次 数 如 下 ， 当 桥 数 为 奇 时 我 将 它 加 1 再 除 以 2; 当 桥 数 为 偶 
时 我 直接 将 它 除 以 2. 然后， 如 果 将 这 些 数 加 起 来 等 于 实际 桥 数 加 1， 这 种 旅行 可 以 完成， 
虽然 它 必 须 从 一 个 有 奇数 个 桥 连 通 的 区 域 出 发 ， 但 是 ， 如 果 其 和 比 桥 数 加 1 要 少 1， 风 当 出 
发 点 是 一 个 有 偶数 个 桥 连 通 的 区 域 ， 这 种 旅行 是 可 以 实现 的 ， 因 为 在 这 种 情形 总 和 还 得 再 
增加 1. 


我 的 用 以 确定 在 任何 一 个 给 定 的 河 与 桥 的 系统 中 是 否 可 能 越过 每 座 桥 恰 为 一 次 的 伐 法 如 
下 :首先 我 把 每 个 被 水 互相 隔 开 的 单个 地 区 标 作 A,B,C 等 等 , 其 次 ,我 取 桥 的 总 数 , 再 加 1, 将 所 
得 之 数 写 在 纸 的 顶端 ,第 三 ,在 这 个 数 之 下 我 写 上 一 列 字 母 A, B,C 等 等 ,并 对 着 每 个 字母 写 下 
通 向 该 待定 地 区 的 桥 数 . 第 四 ,我 给 每 个 对 着 侦 数 的 字母 标 上 一 个 星 号 . 第 五 ,在 第 三 列 中 我 对 
春 每 个 偶数 写 下 那个 数 的 一 半 ,并且 对 着 每 个 奇数 写 下 那个 数 姑 1 所 得 和 的 一 半 ， 第 六 ,我 将 最 
局 一 列 数 相 如 . 如 果 其 和 是 等 于 顶端 之 数 或 比 它 少 1, 我 便 断 言 所 要 求 的 旅行 能 够 完成 但 是 必 
须 注意 , 当 这 个 和 比 顶 端 之 数 少 1 时 ,这 个 旅行 路 线 必须 从 有 星 号 的 地 区 出 发 ,而 当 这 两 个 数 相 
等 时 ,出 必须 从 一 个 没有 星 号 的 地 区 出 发 . 

对 于 可 尼斯 堡 问题 我 做 出 的 表 如 下 ， 
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桥 数 为 了 ,得 8 一 7 上 1) 
总 5 


[2 Fo 


3 
C 号 


最 后 一 列 加 超 来 大 于 8, 因 此 所 要 求 的 旅行 不 能 实现 ， 


此 图 能 只 用 一 笔画 . 此 图 要 用 两 笔 辑 ， 

让 我 们 讨论 一 个 例子 , 它 有 两 个 岛 被 四 条 河 的 水 所 环绕 (238 页 之 下 图 ). 有 15 座 桥 , 记 作 
apc:d 等 等 , 跨 在 环绕 两 岛 的 水 上 和 几 条 河上 . 问题 是 能 否 安 排 一 次 旅行 通过 所 有 的 桥 , 但 是 
不 重复 通过 其 中 任意 一 座 , 我 首先 将 被 水 隔离 的 地 区 记 作 字母 A,B,C,D,E,F 一 共有 六 个 . 
其 次 ,我 将 桥 数 (15) 加 1 并 将 此 数 (16) 写 在 最 上 方 . 第 三 ,我 写 下 字母 A,B,C 等 等 成 为 一 列 ,并 
对 着 每 个 字母 写 下 连结 这 个 地 区 的 桥 数 ,例如 ,和 有 八 座 桥 ,B 有 四 座 桥 等 等 .第 四 ,我 给 每 个 对 
着 偶数 的 字 繁 标 上 一 个 星 号 . 第 五 ,在 第 三 列 中 若 对 应 数 是 偶数 我 写 下 其 一 半 , 若 对 应 数 为 奇 
数 , 则 如 上 1 再 取 其 和 的 一 半 . 第 六 ,将 第 三 列 的 各 数 相 加 而 得 其 和 为 16. 办 此 得 ， 
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第 三 列 之 和 与 最 上 面 的 数 相 等 ,因此 得 知 如 果 从 没有 星 号 的 地 区 品 或 出 发 ,这 种 旅行 可 
以 实现 . 下 面 的 表示 式 给 出 了 一 个 这 样 的 路 线 ， 
FaFbBeFaAeF fCeAhCiDkEAmEnApBoELD. 


这 里 我 用 夹 在 大 写字 母 之 间 的 小 写字 母 指 示 出 越过 哪 座 桥 . 
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运用 这 个 方法 甚至 在 相当 复杂 的 情形 我 们 也 能 够 容易 地 判断 按 晨 序 地 一 次 走 过 所 有 桥 是 
否 可 能 . 但 是 ,现在 我 想 给 出 另外 一 个 简单 得 多 的 方法 , 它 是 从 上 面 的 方法 加 上 下旬 预备 性 的 话 
便 很 容易 推 得 . 首先 ,我 注意 到 第 二 列 中 各 数 之 和 必 为 实际 桥 数 的 两 倍 . 理由 是 将 通 向 不 同 的 地 
区 的 桥 列 入 表 中 时 每 座 桥 被 计算 了 两 次 , 它 所 联结 的 两 个 地 区 中 的 每 一 个 都 被 计算 了 一 次 . 

从 这 个 观察 可 见 第 二 列 中 各 数 之 和 应 为 偶数 ,因为 其 一 半 表 示 实 际 的 桥 数 . 因此 ,如 果 与 
AA,B,C 等 等 字母 对 着 的 数 中 有 奇数 , 则 它们 中 必 有 偶数 个 是 奇 的 , 例如 在 哥 尼 斯 堡 问题 中 ,对 着 
,B,C,DD 的 所 有 四 个 数 都 是 奇 的 ,而 在 刚刚 给 出 的 例子 中 只 有 两 个 数 是 奇 的 , 即 对 着 了 和 下 
的 . 

因为 对 着 A,B,C 等 等 的 数 的 和 是 桥 数 的 两 倍 ,显然 如 果 在 后 一 例子 中 给 这 个 和 加 上 2 然 
后 除 以 2, 结 果 将 等 于 写 在 顶 上 面 的 数 . 当 所 有 第 二 列 数 均 为 偶数 时 , 则 每 个 数 的 一 半 都 写 在 第 
三 列 中 ,这 一 列 数 的 和 将 比 最 上 面 的 数 少 一 . 在 这 情形 下 总 可 能 通过 所 有 的 桥 . 因为 不 论 从 哪个 
地 区 出 发 旅行 ,总 有 偶数 座 桥 连通 着 它 , 这 正 是 我 们 所 需要 的 ……… 

此 外 , 当 只 有 两 个 对 着 字母 的 数 是 奇 面 其 余 为 惕 时 ,只 要 从 连通 着 奇数 座 桥 的 一 个 地 区 出 
发 所 要 求 的 路 线 就 是 可 能 的 . 我 们 取 每 个 偶数 的 一 半 ,并 同时 取 奇 数 加 1 以 后 的 一 半 ,正如 我 们 
的 做 法 要 求 的 ;所 有 这 些 半 数 之 和 于 是 将 比 桥 的 总 数 多 1, 因 此 等 于 写 在 顶 上 端的 那个 数 . 但 是 ， 
第 二 列 的 数 中 ( 当 有 比 2 大 的 偶数 个 ) 是 奇数 时 ,显然 第 三 列 中 各 数 之 和 将 大 于 顶 上 端的 数 , 从 
而 所 要 求 的 旅行 是 不 可 能 的 . 

因此 对 于 可 能 出 现 的 任意 图 形 ,确定 一 次 通过 所 有 的 桥 是 否 可 能 的 最 容易 的 办 法 是 应 用 下 
述 法 则 ， 

如 果 有 多 于 两 个 地 区 被 奇数 座 桥 所 联结 ,就 找 不 到 潢 足 条 件 的 路 线 . 

然而 如 有 果 只 有 两 个 地 区 被 奇数 座 桥 所 联结 ,只 要 从 这 两 个 地 区 之 一 出 发 ,所 要 求 的 旅行 便 
能 够 完成 . 

最 后 ,如 果 没 有 地 区 被 奇数 座 桥 所 联结 , 则 不 论 从 何 处 出 发 ,所 要 求 的 旅行 都 能 够 实现 ， 

这 些 法 则 完全 解决 了 最 初 提出 的 问题 . 


当 我 们 已 经 确定 这 样 的 一 条 路 线 的 确 存在 以 后 , 剩 下 的 问题 是 如 何 求 得 它 . 为 此 有 下 述 法 
则 :无论 何 时 ,只 要 可 能 ,我 们 就 在 心里 将 任何 两 个 联结 相同 的 两 个 地 区 的 桥 噜 除 ;这 通常 会 减 
少 桥 的 数目 . 然后 ,我们 不 难 进而 探索 通过 其 余 的 桥 的 符合 要 求 的 路 线 . 一 旦 我 们 求 到 了 它 , 当 
把 原先 婚 除 的 桥 复原 时 ,这 条 路 线 的 样式 将 不 会 受到 严重 的 影响 ,这 只 要 稍微 想 一 相 就 会 明 白 . 
因此 我 认为 我 不 需要 对 寻求 路 线 本 身 再 多 说 什么 了 ， 
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这 是 一 个 直观 上 可 入 接受 的 拓扑 结论 :拓扑 学 是 研究 当 凡 和 何 图 形 被 弯曲 , 拉 伸 ,扭转 或 
其 他 连续 形变 后 保持 不 变 的 性 质 . 另 一 类 拓扑 事实 就 没有 这 人 么 显然 了 :它们 的 正确 性 
直观 地 看 上 去 难以 服 人 . 不 动 点 定理 就 属于 这 一 类 引人入胜 的 事实 , 关于 不 动 点 定理 的 结果 讨 
论 的 是 这 样 的 点 : 当 它 们 位 于 其 上 的 曲面 经 过 形变 后 ,它们 正好 在 原来 的 位 置 再 现 出 来 ， 
用 一 个 例子 来 引出 它们 , 假使 我 们 搅动 一 杯 咖 啡 ,用 任何 一 种 办 法 挡 并 且 朱 多 长 时 间 都 可 
以 ,但 是 慢 一 点 使 得 表面 不 厂 碎 , (正如 豪 鱼 书 中 所 说 “ 捞 而 不 溅 ”. ) 根 据 一 个 最 简单 的 不 动 点 定 
理 , 当 我 们 已 经 完成 搅动 ,而 旦 液体 的 表面 已 经 停止 运动 后 ,在 咖啡 液 面 上 至 少 有 一 个 点 将 回 到 
它 的 初始 位 置 上 ! 这 样 的 一 个 点 被 称 为 一 个 不 动 点 .在 液体 只 顺 着 圆周 打 湾 这 个 最 简单 的 情形 
下 ,表面 正中 心 的 粒子 将 成 为 一 个 不 动 点 . 通常 搅 过 的 啊 啡 的 运动 是 很 复杂 的 ,每 个 粒子 都 疑似 
被 移动 到 表面 的 任何 位 置 . 相关 的 不 动 点 定理 首先 由 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 (L, E, Brouwer) 证 
明 , 它 不 曾 指 出 哪个 点 保持 不 动 ,而 只 指出 必然 存在 至 少 一 点 是 不 动 的 . 
考虑 布 劳 威 尔 定理 的 另 一 个 应 用 . 如 果 本 书 的 这 一 页 被 撕 下 来 , 揉 锋 了 ,并 被 任意 折 友 (但 
不 据 厂 ) ,然后 放 回 书 中 使 得 它 的 任何 部 分 都 不 超出 这 一 页 边缘 的 原来 位 置 , 则 探 饶 了 的 书页 上 
至 少 有 一 点 将 正好 放 回 到 它 的 原来 位 置 上 . 这 个 由 布 劳 威 尔 定理 所 保证 的 事实 令 人 震惊 的 程度 
对 于 许多 人 远 远 超过 认定 啊 啡 表面 有 一 个 不 动 点 . 然而 ,对 于 数学 家 来 说 这 是 更 显然 的 ,因为 抒 
煞 一 页 书 是 一 个 比 撑 咖 罪 和 更 为 简单 的 变形 ; 纸 不 能 被 拉 伸 ,而 脚 啡 表面 的 两 点 间 之 距离 则 很 容 
易 改 变 ， 


sa- rss 的 点 然后 将 它 拉 伸 , 这 些 点 出 现 的 顺序 不 会 改变 . 
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轻 抽 一 杯 聊 啡 使 其 表面 的 薄膜 不 破裂 ,这 表 不 动 点 定理 说 ,不 管 牧 啡 表面 是 如 何 被 连续 
示 了 一 个 几何 曲面 的 连续 形变 . 这 里 的 咖啡 被 搅 ”形变 ,表面 上 总 有 一 点 位 于 它 最 初 的 位 置 上 ,. 这 
得 使 其 表面 正中 央 的 那个 粒子 不 移动 . 个 定理 不 论 什么 时 候 都 不 能 说 出 是 哪个 点 不 动 ， 


为 了 理解 如 何 作 不 动 点 定理 的 证 明 ,最 简单 的 不 是 去 观察 作为 咖啡 表面 或 者 书页 的 一 个 二 
维 曲面 ,而 是 去 观察 比如 作为 一 段 纺 揭 一 个 一 维 曲线 . 假如 我 们 将 一 根 弦 拉 满 长 度 使 它 成 为 一 
段 直 线 并 把 它 放 在 桌子 上 . 然后 我 们 把 这 根 弦 折 秋 任意 多 次 ,但 要 求 在 这 条 直线 弱 段 原来 的 范 
围 内 移动 它 . 更 在 可 以 断言 ,这 根 弦 廿 有 一 个 点 已 经 加 到 这 个 操作 之 前 它 的 原来 位 置 , 因 此 是 一 
个 不 动 点 . 这 就 是 布 劳 威 尔 定理 的 一 维 形 式 . 

此 定理 证 明 如 下 :将 原来 的 弦 和 折合 后 的 弦 都 表 为 图 申 的 曲线 ,比较 这 两 条 曲线 然后 证 明 
它们 相交 于 茶 一 点 (参见 244 及 245 页 的 插图 ). 开始 我 们 鱼 量 一 下 原来 的 直 弦 . 我 们 称 左 端点 
为 零 , 并 给 弦 上 每 点 用 从 左 端点 色 它 的 距离 以 羔 寸 标注 . 如 果 这 段 弦 有 八 英 寸 长 ,我 们 可 以 称 最 
右 之 点 为 8. 同样 在 折合 后 的 强 上 每 一 点 用 新 的 位 置 从 该 攻 原 来 的 左 端 点 到 它 的 距离 标注 . 如 果 
一 个 原 为 离 左 端 4 英寸 的 点 在 形变 后 已 经 移 到 离 左 端 3 英寸 , 它 的 新 位 置 运 直 标 注 为 3， 

用 这 个 办 法 我 们 定义 了 一 个 函数 ,可 以 记 作 f(x). 在 纺 上 任 一 点 处 这 个 函数 的 值 就 是 表示 
这 个 点 已 经 移 到 的 位 置 的 那个 数 , 因此 ,如 果 点 4 移 到 了 点 3,f 在 4 之 值 就 是 3; 用 记号 来 写 就 
是 f(4) 二 3. 要 说 某 个 点 不 被 移动 , 即 某 个 点 是 不 动 点 , 正好 是 方程 式 .f(z) 一 x 有 一 个 解 的 一 个 
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折 亚 一 根 弦 是 一 个 一 维 曲线 的 一 个 连续 形 
变 , 轿 的 上 方 是 一 根 八 英寸 长 的 弦 , 假 设 它 的 点 
当 弦 被 折 生 后 的 新 的 位 置 如 图 的 中 间 所 示 , 例 
如 点 A 移动 成 点 f{ 有 A). 不 动 点 定理 说 ,在 折 看 
弦 上 必 有 和 某 个 点 FLP) 按 图 的 下 方 的 尺子 从 在 
端 量 起 与 直 弦 上 的 P 点 最 得 的 值 是 一 样 的 . 


几何 说 法 . 
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图 中 左边 折 双 弦 是 用 图 里 的 折线 来 描写 
的 .水 平 轴 用 英寸 表示 一 点 从 弦 的 原来 位 置 左 
端 算 起 的 距离 , 铅 垂 轴 表 示 折 登 弦 的 一 点 到 弦 
的 原来 位 置 的 左 端 点 的 距离 . 因此 点 C 有 水 平 
坐标 3 和 和 铅 直 坐标 2.5. 


现在 我 们 构 作 大 家 热 知 的 篆 卡 儿 平 面 和 函数 F(x) 的 图 形 . 在 此 平面 中 水 平 轴 表 示 该 蓄 在 原来 
位 置 时 每 点 从 左 端 到 它 的 距离 ,而 铬 垂 轴 表示 该 弱 在 折 显 后 每 点 从 左 端 到 它 的 距离 . 在 图 上 从 4 移 
到 3 这 件 事 可 以 用 平面 上 的 一 个 点 来 标注 , 它 在 水 平 轴 上 坐标 为 4 而 在 销 垂 轴 上 坐标 为 3. 当 析 普 
蓄 上 所 有 点 都 用 这 个 办 法 标明 后 ,联结 所 有 这 些 点 的 那 条 曲线 就 是 拆 杰 这 条 豆 这 件 物 理事 实 的 数 
学 表示 . 这 条 曲线 可 能 极端 复杂 ,但 是 它 有 两 条 很 好 并 且 很 重要 的 性 质 . 它 完全 位 于 笛 卡 儿 平面 的 
一 个 象限 之 内 ;事实 上 , 它 位 于 以 水 平 轴 0 到 8 为 其 底 的 正方 形 之 内 . 这 是 由 这 样 一 个 事实 所 保证 
的 :变形 后 的 臣 不 会 移 到 原来 的 8 英寸 线段 之 外 ; 因此 描写 这 个 形变 的 函数 f(z) 能够 既 不 会 是 


灸 的 ,也 不 会 大 于 8. 此 外 ,这 条 曲线 是 连续 的 ;因为 这 条 弦 在 形变 过 程 中 并 不 断 开 ,所 以 描写 这 


个 形变 的 曲线 上 没有 间断 ,我们 将 指出 ， 该 曲线 的 这 两 条 性 质 足 以 保证 这 条 弦 有 一 个 不 动 点 . 
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根据 相同 的 数学 约定 ,描写 原来 的 八 英寸 不 动 点 定理 之 证 明基 于 下 面 的 素 实 ,每 一 
长 的 直 纺 的 是 水 平 轴 从 0 到 8 上 建立 的 正方 形 条 描 与 折 又 弦 的 曲线 , 若 折 熏 弦 没 与 原 位 置 两 
中 联 绪 堪 下 角 到 右上 角 的 对 角 线 .此 对 角 线 与 端 之 一 对 齐 ,必然 跨 过 描写 直 弦 的 对 角 线 .两 个 
描写 折 芥 弦 之 曲线 的 交点 给 出 了 一 个 不 动 点 . 特殊 情形 是 缠 的 曲线 以 最 石 (上) 点 为 不 动 点 及 

以 最 左 [ 下 } 点 为 不 动 点 .这 个 定理 是 荷兰 数学 
家 布 劳 威 尔 提 出 的 ， 


我 们 现在 知道 如 何 把 折 司 的 弦 在 图 上 表示 为 一 条 曲线 ;我 们 现在 必须 证 明 , 如 果 那 条 原始 
的 未 形变 的 纺 也 和 表示 或 为 一 条 曲线 ,这 两 条 曲线 必然 相交 . 这 不 难 证 明 . 假设 我 们 拾 起 这 段 直 藤 
再 放 回 原 处 ,仍然 保持 它 为 直 的 . 虽然 它 未 曾 改 变形 状 ,我 们 仍然 可 以 认为 它 做 了 一 个 形变 , 即 
“不 变 ” 也 看 成 形变 ,我们 可 以 标明 对 应 于 此 形变 的 函数 . 如 果 我 们 将 形变 后 的 纹 之 左 端 与 老 的 
对 齐 , 芝 于 一 点 的 “新 的 "坐标 即 从 左 端 量 起 的 距离 , 仍 应 与 该 点 老 的 坐标 相同 ,这 样 我 们 得 名 上 
离 两 个 坐标 轴 等 距离 的 点 一 -有 坐标 (1,1)? 的 点 ,有 坐标 (2,2) 的 点 ,等 等 . 当 我 们 连结 这 些 点 
时 ,事实 上 我 们 画 出 了 坟 水 平 轴 0 到 8 为 其 底 的 正方 形 的 对 角 线 . 

现在 回忆 表示 折 友 弦 的 那 条 曲线 . 根据 定义 它 必 然 起 始 于 0( 我 们 的 正方 形 的 堪 铀 边 ) 并 且 
结束 于 8( 右 便 边 ), 它 也 必然 在 错 垂 轴 上 位 于 0 和 8 之 间 并 不 能 有 间断 . 从 这 个 正方 形 的 一 侧 到 
忆 一 侧 , 这 条 曲线 将 跨越 或 者 至 少将 触及 对 角 线 . 表示 折 又 弦 的 那 条 曲线 不 里 越 对 角 线 的 唯一 
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办 法 是 它 起 始 于 正方 形 的 左下 角 或 者 结束 于 正方 形 的 右上 角 . 然而 ,第 一 种 情形 表明 点 0 是 一 
个 不 动 点 而 第 二 种 情形 点 8 是 一 个 不 动 点 . 因此 在 所 有 和 情形 这 两 条 向 线 必 相 诡 于 茶 个 点 ,所 以 
在 形变 后 的 纺 上 存在 不 动 点 . 其 至 当 我 们 不 用 弦 而 采用 如 橡皮 一 类 的 弹性 材料 ,只 要 形变 后 不 
破损 也 不 超出 未 形变 前 所 局 的 位 置 , 则 结论 仍然 正确 . 用 橡皮 时 的 区 别 仅 仅 是 在 于 表示 拉 伸 后 
的 向 线 不 必 由 折 线 组 成 而 可 能 有 时 线形 状 , 而 折 亚 弦 的 表示 必 为 一 条 折线 ， 


布 劳 威 尔 定理 应 用 于 二 维 曲 面 仍然 成 立 . 如 果 我 们 不 用 一 杯 咖 啡 的 表面 而 考虑 一 个 橡皮 的 
弹性 圆 盘 . 我 们 可 以 将 这 个 橡皮 圆 盘 用 不 同 的 方法 拉 压 和 折 杰 ,只 要 确保 回 盘 不 据 破 并 且 始 终 
位 于 原来 的 圆周 之 内 ,就 一 定 至 少 有 一 个 不 动 点 . 二 维 的 布 劳 威 尔 定理 的 证 明 是 很 优美 的 . 我 们 
首先 考 虑 一 个 圆 盘 ,并 假设 定理 不 成 立 ,形变 后 没有 一 个 点 保持 不 动 ,然后 能 够 证 明 这 个 假设 是 
不 能 成 立 的 , 其 证 明 ( 它 不 仅 对 圆 盘 成 立 而 且 对 如 同一 张 纸 一 样 的 矩形 也 成 立 ) 的 步骤 概括 地 图 
示 在 247 页 图 中 ， 

布 劳 威 尔 定理 不 能 应 用 于 形状 不 合 要 求 的 区 域 , 例如 ,一 个 无 限 区 域 可 以 没有 不 动 点 , 那 怕 
是 一 维 的 .一 条 无 限 长 的 线段 能 够 这 样 移动 使 得 没有 哪 一 点 操持 不 动 ;我 们 只 需 把 线段 上 每 一 
点 往 右 移 一 英寸 . 因为 线段 上 每 个 点 都 被 从 原来 位 置 上 移动 了 一 英寸 ,所 以 不 存在 不 动 点 . 因此 
我 们 得 知 , 和 欲 使 一 个 区 域 形 变 后 恒 有 不 动 点 , 它 必 须 有 界 . 它 还 必须 满足 某 些 有 关 形状 的 其 他 条 
件 ,其 中 一 个 条 件数 学 家 称 之 为 凸 性 . 一 个 区 域 被 定义 为 凸 的 ,如 果 作 直线 段 联结 该 区 域 中 任何 
两 点 ,这 样 的 直线 段 中 没有 一 点 落 在 该 区 域 之 外 (参见 第 248 页 之 图 ). 

我 上 面 讲 的 应 用 于 一 维 线段 和 二 维 则 面 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 事实 上 可 以 应 用 于 任意 有 
限 维 的 曲面 . 然而 ,如 果 朝 醒 是 无 限 维 的 ,此 定理 便 不 成 立 , 幸运 的 是 确 有 适用 于 无 限 维 情形 的 
凡 个 不 动 点 定理 .我们 说 “幸运 ”, 因 为 你 们 将 会 看 到 ,使 人 惊奇 的 是 不 动 点 定理 中 最 令 人 研 到 兴 
趣 的 ,恰好 是 无 限 维 的 情形 .为 了 理解 为 什么 必须 考虑 无 限 维 情况 ,让 我 们 考虑 牛顿 的 著名 的 第 
二 运动 定律 , 它 说 力 等 于 质量 与 加 速度 之 乘积 (FE 一 ma). 当 应 用 这 条 定律 时 ,大 多 数 情 形 力 是 一 
个 物体 的 位 置 的 一 个 函数 ,给 出 该 物体 的 加 速度 后 ,其 位 置 恒 可 应 用 诸如 积分 一 类 的 微 积 分 技 
术 找 到 . 因此 牛顿 公式 可 以 看 作 关于 位 置 x - 般 形 式 为 f(x) = 二 x 的 方程 ,其 中 xz 表示 该 物体 的 
位 置 而 该 已 知 函 数 ” 了 被 力 、 质 量 及 初始 的 位 置 以 及 速度 所 确定 . 这 类 问题 的 任何 一 个 解 当然 是 
一 个 时 间 的 函数 . 由 此 可 知 ' 我 们 试图 寻求 是 否 存 在 一 个 时 间 的 函数 满足 这 个 方程 , f(x) 可 以 看 
作 将 时 间 的 晒 数 变 作 新 的 时 间 的 函数 的 一 个 变换 ,正如 搅 咖 叭 可 以 看 作 贺 盘 中 的 点 到 新 的 点 的 


一 一 


* 评注 ;用 比较 准确 的 语言 ,应 该 说 是 已 知 算 子 ,因为 它 一 艇 确 非 函 数 . 
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较 盘 一 类 的 二 维 曲 向 移 布 劳 威 尔 定理 的 证 明 一 开始 假设 与 定理 相反 ,形变 后 没有 一 个 点 保 
持 不 动 . 从 每 一 个 点 出 发 到 它 移动 后 的 点 作 一 箭头 (1). 估 为 没有 点 被 移出 贺 盘 ,从 边缘 上 的 点 
出 发 的 所 有 箭头 必 朝 向 贺 周 之 内 {2). 把 这 些 简 头 在 (3) 中 重新 部 成 从 轿 周 内 的 一 点 出 发 的 .于 
是 ,这 些 蔽 头 { 称 为 变换 向 量 } 沿 着 圆周 转 了 整个 一 周 360 度 ,接着 如 果 我 们 沿 着 一 个 比 原来 的 
稍 小 一 点 的 同心 圆周 上 的 点 跟踪 其 运动 14) ,由 这 些 稍 头 所 产生 的 转 数 由 连续 形变 的 性 质 仍 保 
持 为 1(5) .这 必然 对 所 有 向 心 娘 周 都 成 立 , 因 为 变换 向 量 的 旋转 周 数 是 一 个 连续 函数 .但 是 当 我 
们 考虑 一 个 很 小 的 贺 周 时 ,在 圈 周 上 的 所 有 箭头 将 指向 大 抵 相 同 移 方向 {6} ,因而 其 转 周 数 相 是 
1 而 是 零 .这 个 矛盾 证 明了 没有 不 动 点 的 假设 是 站 不 住 脚 的 ， 


变换 一 样 . 从 而 问题 变 成 :由 了 (x) 表示 的 变换 是 否 有 不 动 点 ? 这 样 的 依赖 于 时 间 的 函数 必须 看 
作 一 个 无 限 维 空间 中 的 “点 ”因为 这 里 讲 的 x 表示 一 个 物体 而 不 只 是 一 个 点 的 位 置 ,而 是 位 置 
作为 时 间 :的 函数 . 函数 一 般 不 能 用 有 限 维 空间 中 之 点 来 表示 ,因此 是 无 限 维 空间 中 的 点 )*, 间 
题 是 要 措 清楚 这 种 包含 着 未 知 函 数 的 方程 是 否 有 某 种 指定 类 型 的 解 ,为 此 我 们 要 求 不 动 点 定理 
甚至 对 无 限 维 的 曲面 仍 成 立 . 


* 译注 ;这 一 段 话 是 译 者 加 的 . 


248 于. 下 个 数学 分 支 


同性 是 保证 在 一 个 区 域 不 动 点 定理 成 立 必须 满足 的 两 个 条 件 之 一 { 男 一 条 件 是 有 界 性 )， 
一 个 区 域 是 目的 /如 果 连 结 它 的 任何 两 点 的 线段 上 的 点 都 含 于 此 区 域内 .去 边 的 两 个 圆 静 并 
不 是 一 个 凸 区 域 ; 如 果 你 交换 它们 的 位 置 ,所 得 的 区 域 的 变换 是 没有 不 动 点 的 , 右上 图 是 一 个 
环 域 , 它 也 不 是 凸 的 , 环 域 的 旋转 使 每 个 点 都 移动 . 右 下 的 圆 瘟 是 凸 的 ， 


这 种 轨道 的 方程 也 可 以 用 其 他 方法 来 求解 ;事实 上 ,通常 情况 下 可 以 用 一 些 不 直接 涉及 不 
动 点 定理 的 方法 来 解 它们 . 不 过 ,在 我 们 所 知道 的 方法 中 最 有 威力 的 是 直接 与 无 限 维 不 动 点 定 
理 有 关 的 方法 . 因此 ,许多 物理 问题 只 有 用 到 了 不 动 点 定理 的 解法 ,这 毫 不 令 人 惊奇 . 流体 的 问 
题 经 常 属 于 这 种 类 型 .考虑 一 条 溪流 的 河床 ,其 底部 周期 性 地 上 升 下 降 如 正 艾 曲线 ( 见 250 页 中 
图 ), 有 没有 可 能 当 水 流 过 这 种 河床 底 的 时 候 水 流 表面 展现 出 如 同 底部 类 似 的 一 般 的 周期 性 ,或 
者 每 一 种 水 流 必然 是 非 周期 性 的 ? 答案 说 ,表面 可 以 是 周期 性 的 . 这 提出 了 一 个 进一步 的 问题 . 
能 否 表面 的 最 高 点 和 最 低 点 正好 位 于 河床 底部 的 最 高 点 和 最 低 点 的 上 方 ,或 者 它们 往 上 上 游 或 者 
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往 下 游 移 动 了 一 点 ? 不 久 前 证 明了 ,可 以 有 这 样 的 水 流 其 表面 的 最 高 点 正好 位 于 底部 的 最 高 点 
上 方 ,为 了 证 明 它 ,除了 高 超 的 不 动 点 定理 以 外 没有 别 的 办 法 ,而 它 对 于 所 论 及 的 简单 曲面 例如 
一 个 平面 又 不 容易 想像 . 


不 过 ,有 一 个 不 动 点 定理 能 够 很 容易 在 有 限 维 空间 描述 ,并 生 在 无 限 维 情 形 仍 保持 正确 . 我 
们 来 描述 这 个 定理 是 如 何 应 用 于 平面 的 ,平面 当然 是 一 个 三 维 曲面 . 设 己 和 Q 表示 平面 上 的 点 . 
如 条 平 面 由 拉 伸 * 扭 曲 和 折 登 部 分 或 全 体 而 形变 ,这 两 个 点 忆 和 Q 被 变换 为 由 形变 过 程 所 决定 
的 两 个 新 的 点 ,因而 大 IP 和 Q 的 函数 . 我 们 记 此 函数 为 /, 因 此 ,P 变 戒 并 /(P) 而 Q 变 成 点 
/1 Q) 如 凡 , 变 换 局 的 两 点 了 CP) 和 CQ) 之 间 的 距离 总 是 严格 地 汪 王 廊 业 两 点 P 和 Q 之 间 的 距 
高 的 一 个 真 分 数 " , 则 此 变换 称 为 一 个 压 比 , 有 一 个 不 动 点 定 音 说 ,每 个 压缩 必 有 一 个 不 动 点 ; 粮 
站 之 ,在 任何 压缩 作用 之 后 必然 有 一 个 点 位 于 原 米 的 位 置 上 . 

这 个 定理 的 证 明 不 难 想 像 ( 参 见 250 页 之 下 图 ), 当 发 生 一 个 压缩 时 ,原来 平面 上 任意 点 已 
变 到 一 个 新 位 置 P;; 而 我 们 刚 记 作 Pi 的 那个 点 则 占据 着 原来 由 另 一 个 点 P; 占据 的 位 置 , P. 这 
个 所 则 占据 了 原来 由 一 个 点 P, 占据 的 位 置 ; 等 圭 . 因为 我 们 知道 所 考虑 的 变换 是 一 个 压缩 ,已 
习 局 之 间 的 距离 必 水 于 妃 与 ,之 间 的 距离 的 一 个 真 分数 ,类似 的 ,Pi 与 已 之 间 的 距离 小 于 
Rs PP: 之 间 的 距离 的 一 个 真 分 数 , 等 等 ; 我 们 得 一 外 点 列 户 ,P,P 二 本 在 相间 越 来 越 近 . 它 草 
邓 者 这 个 序列 必 有 一 个 极限 ,这 就 是 说 所 有 这 些 点 越 来 越 接近 平面 上 某 一 点 .这 个 要 限 点 是 该 
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一 个 既 绕 地 球 又 娆 月 亮 的 卫星 的 轨道 问题 是 数学 家 应 用 无 限 维 的 曲面 
的 不 动 点 定理 的 典型 问题 . 在 任何 轨道 方程 中 时 间 因 素 使 问题 成 为 硬 限 维 ， 
致使 像 布 劳 威 尔 定理 这 类 简单 定理 不 适用 了 . 
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”评注 "一 个 真 分 数 " 几 个 字 是 译 者 丙 的 , 环 同 ， 
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变换 的 一 个 不 动 点 ， 


我 们 已 经 陈述 了 压缩 的 定理 ,并 且 概 述 了 对 于 一 个 平面 变换 其 证 明 的 思想 . 在 上 面 的 推理 中 
维 数 概念 并 未 用 上 . 由 此 可 知 该 定理 应 用 于 其 "点 "为 时 间 的 项 数组 成 的 无 限 维 空间 仍然 成 立 . 
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在 河床 底部 周期 性 上 升 和 下 降 的 河中 某 种 水 流 的 可 能 性 只 能 用 不 动 点 定理 来 证 明 ， 
直到 不 久 以 前 还 不 知道 水 流 是 否 能 够 按照 底部 相间 的 周期 上 升 和 下 降 , 如 今 已 经 证 明 那 
种 水 流 是 可 能 的 ,而 且 水 面 的 高 点 和 低 点 能 够 直接 位 于 底部 的 高 点 和 低 点 之 上 方 . 
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一 个 前 而 的 压 纺 估 产生 一 pp 较 大 的 矩形 表示 
原来 的 曲面 , 它 是 一 张 绷 紧 的 橡皮 膜 , 深 颜色 的 较 小 \ 的 矩形 表示 这 张 薄膜 松 回 到 它 的 松弛 
位 宣 , 我 们 寺 开 大寺 原 太 前 相形 左上 前 的 天 P. 压 缩 后 它 的 位 置 我 们 记 作 Pi .原来 在 P， 
处 的 点 移 到 新 的 位 置 P,, 原来 在 P; 处 的 点 移 到 ,等 等 . P, 与 P， 之 间 的 线段 比 P 与 
Pz 之 问 的 线段 小 .事实 上 P; ,Ps ,Ps ,… 形 成 一 个 序列 趋向 一 个 极限 :不 动 点 . 
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每 个 压缩 不 仅 有 一 个 不 动 点 ;而 且 它 只 有 一 个 不 动 点 . 其 证 明 很 简单 . 设 P 和 Q 是 压缩 
AP) 的 两 个 不 同 的 不 动 点 , 如 果 事 情 是 这 样 ,我 们 应 当 有 P= 了 (P) 和 QQ 一 /(Q). 现在 考虑 P 与 
Q 之 间 的 距离 . 因为 这 两 个 都 是 不 动 点 ,它们 之 间 的 距离 应 当 是 与 f(P) 和 f(Q) 之 间 的 距离 一 
样 .但 是 ,根据 压缩 的 定义 ,f(P) 和 /(Q) 之 问 的 四 离 必须 严格 地 小 于 了 和 QQ 之 间 的 距离 的 一 个 
真 分 数 . 这 就 是 说 PP 和 Q 之 间 的 距离 小 于 它 自身 ,这 是 一 个 矛盾 . 这 个 矛盾 证 明了 最 初 的 假设 P 
和 QQ 是 两 个 不 同 的 不 动 点 是 站 不 住 脚 的 ,从 而 证 明了 只 能 有 一 个 不 动 点 . 

每 个 压缩 有 一 不 动 点 这 -一 事实 常常 用 来 证 明 微分 方程 (牛顿 第 二 运动 定律 F= ma 是 其 中 
一 个 例子 ) 有 解 . 并 县 如 我 们 已 经 见 到 ,这 种 方程 可 以 只 有 一 个 解 , 这 建议 人 们 关于 压缩 不 动 点 
定理 的 一 个 很 实际 的 一 个 推论 :在 任 一 力学 系统 中 ,无 论 它 是 月 亮 和 地球, 或 者 一 个 摆动 的 摆 ， 
该 系统 的 运动 是 完全 被 其 初始 位 移 和 速度 所 决定 . 

这 方面 伟大 的 法 国 数学 家 和 天 文学 家 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon de Laplace) 贡 献 援 和 多, 在 他 的 
论文 4 关于 概率 论 的 哲学 探讨 ?中 拉 普 拉 斯 以 此 作为 下 面议 论 之 基础 "在 某 一 瞬间 设 有 一 个 有 
智慧 的 存在 物 , 它 能 理解 使 自然 界 由 之 而 生机 勃勃 的 所 有 的 力 , 又 能 知道 构成 这 个 自然 办 的 一 
切 存在 物 的 情况 -一 这 个 智慧 又 是 如 此 广阔 无 塌 而 能 对 所 有 这 些 数据 进行 分 析 , 并 把 宇宙 中 最 
大 的 物体 的 运动 和 最 轻 的 康子 的 运动 包容 于 同一 个 公式 之 中 ;对 于 它 , 没 有 任何 事物 是 不 确定 
的 ,将 来 , 同 过 去 一 样 , 将 呈现 在 它 的 眼睛 里 .”* 有 关于 决定 论 的 教义 大 概 不 存在 更 为 确定 的 撤 
述 了 . 它 一 个 多 世纪 来 似乎 不 可 辩 驱 地 屹立 着 ,直到 热力 学 和 量子 力学 的 出 现 才 与 它 发 生 矛 盾 . 


这 一 场 有 关 不 动 点 定理 的 讨论 阐述 了 数学 的 一 个 特征 现象 . 一 个 纯粹 几何 的 观念 一 一 个 平 
面 或 一 条 直线 的 一 个 变换 的 不 动 点 的 概念 一 -- 通 过 类 比 推广 ,可 应 用 于 力学 和 流体 力学 的 问题 ， 
并 且 最 后 应 用 于 决 命 论 的 哲学 问题 .虽然 想 要 坚持 说 哲学 的 所 有 要 点 都 基于 数学 ,这 是 很 难 的 ,但 
是 的 确 现代 数学 ,如 我 们 所 描述 的 涉及 几何 ,代数 与 分 析 观 念 的 互相 作用 ,确实 可 供 哲 学 之 用 . 


* 译注 ,参看 本 书 第 6 章 , 拉 普 拉 斯 传 . 


蔷 也 人 尔 ( 太 .了 Ayer),1965 年 10 月 号 


些 用 法 中 的 大 部 分 中 ,不 说 是 全 部 ,“ 机 会 "是 “概率 ”的 同义词 .因此 坟 下 的 说 法 ， 
如 :用 一 对 没有 假 的 骨 子 抛 出 两 个 六 点 的 机 会 古 三 十 六 分 之 一 ;了 丸 如 说 某 一 个 未 
出 生 的 婴孩 将 会 是 个 男孩 的 机 会 是 比 一 般 情况 稍微 多 一 点 ;又 如 说 现在 就 使 英国 与 共同 市 场 * 
联合 ,机 会 很 少 . 所 有 这 些 说 法 都 可 以 认为 是 表示 概率 的 判断 ， 
然而 应 当 注 意 ; 上 述 例子 的 每 一 个 各 阐述 了 各 种 不 同 的 概 这 判断 . 头 --- 个 例子 是 通常 所 谓 
的 先 验 的 概率 判断 ; 它 关 系 到 机 会 的 数学 计算 .第 二 个 例子 是 统计 判断 : 它 信 算 茶 种 性 质 分 布 在 
一 个 给 定 类 的 或 员 中 的 实现 频数 ,第 三 个 例子 ,因为 还 没有 一 个 好 一 点 的 表述 法 ,我 把 它 称 为 可 
信和 性 的 判断 : 它 给 我 们 对 茶 个 命题 的 真实 性 或 者 对 某 个 特殊 事件 的 发 生 的 信心 的 程度 的 估计 . 
虽然 这 些 概 率 判 断 的 每 一 种 都 可 以 正确 地 说 成 是 对 机 会 的 计算 ,但 是 头 -- 个 类 型 的 判断 与 
机 会 的 概念 是 最 为 密切 地 联系 着 的 . 因此 ,人 们 所 知晓 的 机 会 对 策 的 特色 是 :其 结果 本 质 上 是 与 
先 验 概 率 一 致 的 , 从 而 我 们 的 第 一 个 问题 趣 斌 图 弄 清楚 ,确切 地 说 ,这 和 句 话 意味 着 什么 . 


机 会 的 计算 


66 村 rss 在 本 文中 我 想 做 的 事情 之 一 就 是 把 它们 整理 清楚 . 这 


谈 及 这 个 问题 时 ,应 当 记 住 最 重要 的 一 点 是 :机 会 前 演算 是 纯粹 数学 的 一 个 分 支 . 因此 它 提 
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出 的 命题 必须 是 正确 的 . 这 一 点 有 时 会 变 得 使 人 费解 ,因为 下 述 陈 述 如 “用 一 个 没有 偏向 的 硬币 
抛 出 正 苞 的 机 会 是 一 半 ” 有 不 止 一 种 解释 . 一 个 无 偏向 的 硬币 (或 者 一 个 屋 有 假 的 般 于 ) 可 以 用 
物理 党 的 术语 定义 为 一 个 用 如 和 何 如何 的 金属 材料 梅 制 出 来 ,并 具有 重心 在 如 何 的 位 车 上 . 在 超 
种 情况 下 ,这 些 陈 述 都 是 统计 的 ;它们 的 真实 性 依赖 于 用 适合 这 些 物 理 约定 的 硬币 或 骨 子 所 得 
结果 的 实际 频数 ， 

然而 ,通常 人 们 理解 的 一 个 没有 假 的 仍 子 或 者 一 个 没有 偏向 的 硬币 那 就 是 一 个 能 得 到 与 先 
验 概 率 相 一 致 的 结果 的 人 般 子 或 硬币 . 当 我 们 的 例子 这 样 解释 时 ,它们 便 成 为 初等 算术 的 陈述 了 . 
瑚 先 假设 了 一 个 硬币 有 两 面 , 并 县 当 它 被 地 掷 后 ,落下 时 两 面 中 有 一 面 朝 上 ,我 们 说 它 是 一 个 无 
人 眉 向 的 硬币 ,就 是 指正 反面 出 现 的 机 会 是 公平 的 ,就 是 说 都 是 二 分 之 一 . 

不 是 所 有 的 有 关机 会 的 计算 都 如 此 简单 ,但 是 原则 是 相同 的 . 例如 , 当 说 到 用 一 枚 和 天 偏向 的 
丰 币 连续 三 次 抛掷 完全 为 正面 向 上 的 赔 率 为 七 对 一 ,都 是 说 两 个 数 1 和 2 的 所 有 半 能 的 有 序 三 
元 组 一 一 如 121,211,212 等 等 一 一 中 111 只 是 八 个 中 之 一 . 如 果 我 们 推广 这 一 点 ,并 且说 连续 
次 执 搓 完全 为 正面 向 上 的 赔 率 为 2 一 1 对 1, 我 们 说 的 是 数 1 和 2 的 所 有 有 序数 组 中 ,n 个 1 
构成 的 序列 是 2 个 可 能 中 的 一 个 . 


Ph A 和 


不 存在 这 种 意义 下 的 计算 机 会 的 法 则 ,而 此 法 则 能 指示 在 某 个 情况 下 事件 出 现 的 样式 . 


现在 , 当 ?= 增加 时 显然 数值 1:2" 在 减少 .我 们 通常 说 的 :在 一 个 长 过 程 连续 得 正面 或 反面 或 
者 在 一 个 长 讨 程 的 轮 盘 赌 中 老 是 得 红 或 黑 是 非常 不 可 能 的 ,就 是 这 个 意思 . 如 果 在 任何 给 定 的 
一 次 中 不 论 某 个 结果 在 初始 时 出 现 的 分 数 是 多少 ,n 次 连续 获得 这 结果 的 倪 会 必 为 此 分 数 的 及 
次 方 . 这 里 恒 假 定 前 后 各 次 是 相互 独立 的 . 这 又 是 一 个 简单 的 算术 命题. 唯一 的 经 验 假设 是 : 轮 
盘 赌 事实 上 是 一 个 机 会 博弈 一 换血 话说 ,可 以 构 作 和 操作 一 个 对 象 ,如 轮 盘 财 的 轮子 ,使 得 机 
会 的 计算 近似 地 满足 这 样 的 结果 . 

应 用 此 计算 于 这 种 类 型 的 赌博 时 必须 特别 注意 每 一 轮 赌博 是 互相 独立 的 假设 . 否则 ,你 会 发 
现 你 落 入 了 著名 的 蒙特 卡 罗 伴 廖 . 在 这 个 例子 中 下 面 的 说 法 就 是 这 个 伴 雇 : 即 认为 , 奉 第 一 次 抛 重 
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币 得 到 正面 或 者 轮 盘 周 中 出 现 红色 , 则 下 一 轮 中 反面 或 黑色 出 现 的 可 能 性 会 增 大 . 如 我 们 刚刚 看 
到 的 ,用 一 个 无 偏向 的 硬币 连续 抛 出 "次 正面 或 者 在 轮 盘 赌 中 ”次 出 现 红色 的 机 会 当 ? 很 大 时 都 
是 很 小 的 ;例如 ,连续 地 10 个 止 面 的 赔 率 大 二 一 于 对 一 , 财 徒 们 时 常 爱 作 如 下 的 推断 ;如 果 nn 按 这 
个 标准 是 一 个 大 数 ,并 已 正面 已 相继 发 生 "一 上 次 , 则 第 ”次 它 不 再 发 生 的 机 会 也 必然 会 大 些 . 因 
此 ,一 位 轮 盘 财 者 当 他 已 经 看 到 红色 相继 发 生 九 次 后 将 多 半 投 注 黑 色 . 这 就 是 蒙特 卡 罗 伴 识 

然而 ,这 个 推理 是 荒 廖 的 . 方才 说 在 一 个 长 过 程 中 得 红色 是 几乎 不 可 能 的 ,这 个 计算 是 基于 
这 样 的 前 提 : 轮 盘 的 每 一 次 旋转 是 独立 于 其 他 各 次 旋转 的 ,因此 出 现 红色 的 概率 一 -或 者 ,在 硬 
币 的 情形 出 现 正面 的 概率 一 一 在 每 一 次 都 是 相同 的 ,而 不 论 前 一 次 旋转 或 抛 插 是 什么 结果 . 其 
至 假设 抛掷 一 个 无 偏向 硬币 一 一 百 万 次 已 经 得 到 每 次 都 是 正面 其 赔 率 已 是 天 文 数字 ,而 下 一 次 
抛 柳 得 到 反面 的 机 会 仍然 不 过 是 一 半 ， 

首 多 人 难于 接受 这 个 结论 ,因为 他 们 没有 认识 到 ,这 种 机 会 的 信 算 就 是 信 算 各 种 搞 象 的 可 能 
性 .说 一 百 万 次 连续 据 得 正面 的 赔 率 为 天 文 数字 只 是 说 ,如 果 我 们 列 出 所 有 可 能 的 百 万 项 正面 和 
反 曾 序列 ,那个 由 一 百 万 次 正面 组 成 的 序列 只 是 从 一 个 天 文大 数字 的 不 同 的 序列 中 选 出 的 一 个 . 
说 在 第 一 站 万 零 一 次 时 得 反面 的 机 会 不 会 大 于 1;2 恰 恰 是 说 在 这 一 次 , 正 反面 各 方 仍然 各 占 一 半 . 

你 会 遭 到 反对 说 ,如 果 我 们 没 身 处 地 把 自己 当成 一 名 赌 徒 ,他 必须 押 注 , 那 就 不 会 是 如 此 清 
醒 地 认识 到 蒙特 卡 罗 伴 廖 是 荒 恋 的 . 如 果 他 抛掷 的 硬币 是 无 伪 向 的 ,从 而 按 定义 它 出 现 反面 与 
它 出 现 正面 的 可 能 是 一 样 的 . 因此 ,如 果 在 抛 币 系列 的 某 个 阶段 硬币 的 两 面 之 一 长 期 的 出 现 破 
坏 卫 均衡 , 则 另 一 面 必 将 出 现 得 更 为 频繁 ,以 恢复 均衡 . 确实 ,一 个 赠 徒 会 合理 地 追随 的 过 程 应 
当 是 注意 两 个 面 曾经 出 现 的 相对 频数 ,并 且 支 持 落后 的 一 面 赶 上 去 . 

有 关 这 个 看 法 的 答案 是 : 它 的 确 会 是 正确 的 方针 ,如 果 这 位 赠 徒 有 根据 做 以 下 的 假设 ,存在 
者 某 个 有 限 的 抛掷 次 数 ,一 个 他 能 原则 上 规定 的 次 数 ,在 这 个 次 数 之 内 正 反 两 面 出 现 次 数 将 达 

7 到 相等 .然而 ,假设 的 这 个 命题 既 不 能 从 机 会 的 计算 也 不 能 从 硬币 

Cn) 人 是 无 偏向 的 事实 中 推导 出 来 . 如 果 那 位 赌 徒 能 够 知道 硬币 按 这 里 讨 
7 论 的 意义 是 无 偏向 的 ,那么 他 将 知道 当 这 个 扩 掷 系列 充分 地 延续 下 
人 1 sR 去 的 话 , 正 反面 的 相对 频数 的 任何 失衡 都 将 被 纠正 .不 过 ,只 要 对 他 
2 \ 人 ”继续 抛 币 最 终 的 次 数 不 设 置 界限 ,那么 ,关于 应 当 如 何 押 注 的 办 法 ， 
他 就 得 不 出 结论 . 他 只 能 说 ,如 果 已 有 的 正 反面 的 比 为 m:n, 则 下 一 

次 掷 币 后 的 结果 将 会 是 m 十 1:n 或 者 m:n 十 1. 不 论 办 和 半 这 两 个 

数 是 什么 ,也 不 管 其 中 之 一 超过 另 一 个 有 多 少 ,只 有 这 两 个 抽象 的 

赂 率 是 基于 理想 硬币 ， ”可 能 性 存在 . 就 机 会 的 计算 而 言 他 没有 理由 在 这 两 个 可 能 性 中 一定 
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要 选择 那 一 个 ， | 

用 一 个 例子 可 以 把 这 一 点 弄 得 较为 清楚 :从 通常 的 一 彼 纸 牌 中 抽出 纸牌 来 . 因为 红牌 数 与 黑 
牌 数 相等 而 且 有 限 , 若 一 张 牌 被 抽出 而 不 再 放 回 时 ,显然 当红 色 牌 已 经 被 抽出 得 比较 多 时 , 则 下 一 
张 牌 为 黑色 的 机 会 较 大 . 如 果 ,换个 做 法 ,抽出 的 牌 放 回去 ,那么 这 正 像 是 每 次 都 是 重新 开始 抽取， 
因此 不 管 红色 牌 已 经 被 抽出 了 多 少 次 ,下 一 张 被 抽出 的 牌 为 黑色 或 红色 的 机 会 仍然 是 一 半 , 蒙特 
卡 罗 伴 廖 于 是 可 以 说 成 是 把 每 次 抽取 后 再 放 回去 的 牌 戏 当成 为 不 再 放 回 去 的 牌 戏 

但 是 必须 记 住 ,用 这 种 方式 谈论 机 会 ,并 不 说 的 是 将 会 实际 发 生 什 么 ; 它 不 是 做 一 个 可 信 性 
的 判断 车轮 盘 财 者 在 实际 施行 时 观察 到 红色 出 现 的 数目 远 比 黑色 频繁 时 ,他 可 能 做 出 结论 , 认 
为 轮 盘 有 偏向 或 者 财 桌 上 收 钱 人 已 经 用 了 某 种 不 公平 的 转盘 办 法 . 因此 ,他 明知 的 艇 法 是 认为 
每 次 赠 红 更 好 . 

不 论 他 采取 何 种 观点 ,他 必须 信 闵 某 些 经 验 假 设 , 或 者 他 假设 在 轮 盘 上 没有 作假 (所 谓 没有 
作假 就 是 其 操作 满足 机 会 的 计算 ), 或 者 他 假设 轮 盘 是 有 偏向 
的 ,二 者 一 样 是 经 验 的 假设 , 这 些 假设 是 经 验 的 因为 它们 都 是 涉 人 
及 某 些 物理 对 象 的 实际 性 态 . 问题 是 ,是 否 可 能 制 出 某 个 特别 的 
轮 盘 ,硬币 , 航 子 ,纸牌 ,或 者 任何 别 的 什么 东西 ,并 且 可 以 这 样 ”上 xi 
操作 ,使 得 如 果 若 干 种 同等 可 能 的 不 同情 况 中 的 任何 一 个 出 现 
的 频繁 程度 一 定 与 另外 任何 一 种 出 现 的 频繁 程度 一 样 . 这 样 , 当 


结果 表明 发 生 了 特别 的 情况 一 一 意思 是 硬币 的 一 面 , 般 子 的 -- ， .4 
面 ,纸牌 的 某 些 数组 或 某 些 分 布 是 特别 优先 -这 便 是 一 个 预 。 村。 | 二 

光 ,或 许 预 兆 这 个 偏向 将 继续 下 去 ,或 许 预兆 应 将 它 纠正 . 这 不 。 是 二 过 

是 一 个 抽象 数学 的 问题 ,而 是 事实 问题 让 一 


真正 的 情况 是 ,如 果 理 论 上 游戏 时 间 不 受 限 制 , 则 它 是 公平 
的 这 个 假定 是 无 法 反 了 驶 的 . 不 论 发 现 了 多 么 大 的 偏离 ,仍然 可 以 
相信 它们 将 在 以 后 被 纠正 一 一 或 者 至 少 是 ,在 充分 长 的 时 间 以 后 ,这 种 偏离 会 得 到 纠正 . 尽管 坚 
持 这 个 假设 没有 任何 逻辑 上 的 不 相 容 性 ,但 到 了 一 定时 刻 这 个 假设 会 变 得 不 再 可 信 了 ， 


计算 的 应 用 


与 概率 之 偏离 可 能 会 改变 . 


到 现在 为 止 应 当 清 楚 的 是 ,对 于 事实 问题 ,机 会 的 计算 推导 不 出 来 任何 结论 . 不 存在 这 种 意 
多 下 的 机 会 的 法 则 ,使 得 按 这 种 法 则 可 以 直接 得 出 某 些 事件 的 模式 . 关于 机 会 计算 法 则 的 命题 
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本 身 是 数学 的 真理 . 我 们 从 这 些 命题 可 以 得 到 的 是 :如 果 我 们 设想 有 关 某 个 性 质 的 分 布 有 某 比 
率 成 立 , 则 我 们 必 可 得 出 ,对 另外 的 比率 也 有 某 种 结论 成 立 . 如 果 一 对 盘子 中 的 每 一 个 都 有 六 个 
面 ,并 且 每 个 从 子 的 各 面 分 别 刻 上 一 到 六 ,并 且 在 每 一 情形 当 骨 子 抛 据 一 次 时 每 一 面 出 现 的 频 
哟 稳 度 与 另外 任何 一 面 一 样 , 则 掀 摔 两 个 蜗 子 出 现 数字 之 和 是 八 为 的 情况 只 占 36 种 情况 中 之 
五 种 情形 . 换 句 话说 ,两 个 盘子 抛掷 一 次 总 共 得 八 点 的 赔 率 小 于 七 比 一 ， 

然而 ,这 个 说 法 会 引起 误解 ,因为 所 论 的 命题 仅 是 关于 数 的 一 个 命题 , 在 概率 论 的 解释 中 提 
及 般 子 ,硬币 ,纸牌 或 者 轮 盘 是 完全 偶然 的 . 这 些 对 象 只 不 过 是 模型 ,它们 的 功能 只 是 乔装 打扮 
起 来 具体 解释 数学 理论 . 说 它们 只 是 模型 的 证 据 在 于 ,它们 完全 不 能 影响 自己 打算 解释 的 命题 
问题 是 它们 是 否 符合 于 理论 ,而 不 是 理论 是 否 符 合 于 它们 . 

假使 有 某 人 怀疑 在 抛 一 对 山子 时 得 八 点 之 赔 率 会 大 于 七 比 一 ,并 且 决 定 用 试验 来 测定 这 个 
问题 . 进而 假设 他 发 现 , 抛 括 数 千 次 后 的 结果 记录 他 这 一 对 角 子 得 八 点 的 次 数 之 比 为 五 分 之 一 
他 究竟 证 明了 什么 ? 可 能 至 多 证 明了 他 的 仍 于 有 偏向 ;充其量 说 明 这 次 抛掷 仙子 不 是 以 前 所 认 
为 的 那样 的 机 会 事件 ,而 与 概率 论 没有 任何 关系 . 

机 会 的 计算 的 命题 不 能 用 经 验 来 检验 ,由 这 一 事实 当然 并 不 能 得 出 结论 ,说 它们 没有 实际 的 
应 用 . 为 了 能 够 成 功 地 应 用 它们 ,我们 要 求 的 是 要 证 实事 件 的 一 组 可 能 的 状态 满足 下 面条 件 .CD) 它 
们 的 数目 有 限 ,(2) 它 们 相互 排斥 ,(3) 它 们 在 逻辑 上 相等 ,我 将 在 下 而 解释 这 句 话 的 意义 . (4) 它 们 
出 现 的 频数 至 少 近 似 地 相等 . 当 所 有 这 些 条 件 满足 时 , 则 事件 的 每 一 状态 可 以 说 成 是 等 可 能 的 . 

我 们 说 的 所 论 事件 的 状态 必需 在 逻辑 上 相等 ,意思 是 每 一 状态 必须 与 任何 另 一 状态 在 同 _ 
水 平 上 作为 一 个 整体 来 处 理 , 这 个 处 理 不 排除 它们 都 是 复杂 事件 , 即 指 它们 可 以 由 许多 可 能 情 
况 组 成 . 如 果 这 一 组 事件 中 的 任 一 件 被 表示 成 这 类 子 可 能 性 的 不 交 之 并 ,我 们 不 允许 把 这 些 子 
可 能 性 自身 也 当 作 该 组 事件 之 一 . 否则 我 们 将 发 现 我 们 会 陷 人 矛盾 之 中 . 

举例 来 说 ,有 些 作者 兽 经 认为 , 当 我 们 没有 证 据 证 实 或 反对 一 个 给 定 的 命题 时 ,我 们 就 有 术 
假定 它 是 对 或 者 是 错 具有 同等 的 可 能 性 . 于 是 ,假设 我 正在 做 从 -个 口袋 里 摸 出 弹 珠 的 游戏 ,并 
且 按 这 个 原则 ,我 认为 第 一 次 摸 出 将 会 是 蓝 色 的 这 件 事 是 成 败 机 会 各 半 . 如 果 这 样 去 打赌, 则 这 
是 一 个 愚 春 的 假设 但 是 只 要 我 把 非 蓝 作为 与 蓝 是 同一 个 水 平 上 的 单一 颜色 来 看 ,这 样 假设 并 
不 会 引起 亨 盾 . 然而 ,如 果 我 按 自 然 的 做 法 将 非 蓝 分 解 成 为 其 他 颜色 的 不 交 并 ,例如 分 成 红色 、 
党 色 , 辕 包 等 几 个 子 情 况 ,并 且 仍 然 按 推理 之 平等 性 ,认为 第 一 次 摸 出 将 会 是 黑色 的 是 成 败 名 
站, 红色 的 也 是 成 败 各 半 ,绿色 的 还 是 成 败 各 半 ,等 等 ,这 样 我 便 陷 人 了 了 矛盾. 如 果 存 在 超过 两 种 
以 上 的 可 能 性 ,它们 的 每 一 个 是 否 实现 都 成 败 各 半 是 不 可 能 的 . 这 又 是 个 简单 的 算术 问题 
不 等 于 多 于 两 个 一 半 之 和 |. 
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为 避免 这 一 类 的 矛盾 ,我 们 必须 在 一 开始 就 决定 哪些 可 能 性 将 被 认 和 作 是 逻辑 上 相等 的 ,并 
且 此 后 一 贯 地 坚持 这 个 决定 . 正如 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 的 卡尔 纳 普 (Rudolf Carnap) 在 他 的 ¢ 概 
率 论 的 逻辑 基础 一 书 中 所 证 明 的 ;能够 在 纯粹 语意 学 的 基础 上 和 作出 各 种 情况 是 否 成 由 各 半 的 
决定 . 我 们 就 能 够 构 作 一 个 语言 , 它 具 有 有 限 个 原始 的 述 语 并 能 谈论 有 限 个 个 体 ;然后 我 们 能 够 
在 或 多 或 少 任意 的 方式 下 决定 , 哪 一 些 由 这 些 事态 能 够 描述 的 状态 可 被 认为 是 等 可 能 的 ,并 且 
我 们 能 够 如 此 地 选择 我 们 的 逻辑 运算 使 得 在 我 们 所 选择 的 议论 的 空间 里 ,能 够 在 此 基础 上 对 这 
些 可 能 状态 的 概率 进行 计算 , 然而 这 个 程序 应 用 太 罕 :此 外 ,没有 理由 去 假设 我 们 有 关 等 概率 的 
判断 将 与 任何 实际 发 生 的 事情 相 吻 合 . 

在 另 一 方面 ,如 果 我 们 遵循 一 个 较为 宽松 的 做 法 ,依赖 于 一 些 特 设 的 估计 似乎 公正 地 把 某 
些 事态 认为 是 等 可 能 的 ,这 样 我 们 又 会 走 到 这 样 的 情形 : 某 些 看 起 来 同样 合理 的 决定 ,将 导致 相 
于 盾 的 结果 . 我 从 伦敦 天 学 学 院 殉 特 灵 (J., L. Watling) 的 一 篇 文章 中 异 米 一 个 简单 的 例子 . 假设 
我 们 跟 者 一 个 人 沿 着 一 条 路 来 到 一 个 地 方 , 在 那里 道路 分 成 三 条 ,两 条 小 路 登 上 山坡 ,一 条 进 
和 山谷 ,我们 已 经 看 不 见 那 个 人 了 :也 只 知道 他 选择 了 三 条 小 路 中 的 一 条 ,其 他 一 梳 不 知 . 我 们 
将 如 何 佑 计 这 人 会 选择 位 于 山谷 中 小 路 的 概率 ? 如 果 我 们 遵循 经 典 的 做 法 ,对 等 可 能 性 事件 规 
乍 相等 的 概率 ,并 且 如 果 我 们 认定 那 人 选择 三 条 小 路 中 任意 一 条 是 等 可 能 的 ,我 们 将 必然 得 出 
他 选择 出 谷中 小 路 的 机 会 是 三 分 之 一 的 结论 ， 但 是 我 们 同样 可 以 认定 他 将 走 下 山谷 或 者 走 上 山 
坡 为 相等 可 能 ,那么 在 这 情况 下 将 会 推 得 他 选择 山谷 小 路 的 机 会 是 二 分 之 这些 结论 是 相互 
不 相 容 的 ,但 是 由 于 缺乏 进一步 的 信息 ,两 者 之 间 你 无 法 取舍 ( 见 258 页 图 )， 

妮 特 录用 这 个 事例 来 证 明 概 率 论 的 “经 典 解 释 ” 是 不 相 容 的 . 我 则 宁愿 说 在 这 类 情形 中 “经 
典 解释 "是 不 可 操作 的 , 机 会 的 计算 本 身 不 应 是 不 相 容 的 . 只 要 我 们 有 一 个 相 容 的 规则 来 决定 事 
物 的 哪些 状态 算 作 是 等 可 能 的 ,其 计算 就 能 够 相 容 地 应 用 . 然而 ,如 果 希 望 这 种 应 用 对 我 们 有 些 
用 处 ,例如 用 来 帮助 我 们 对 于 实际 发 生 什么 事件 打 一 个 财 , 我 们 就 不 能 允许 只 依赖 于 一 个 任意 
的 决定 来 指定 最 初 的 概率 . 在 上 述 例子 中 ,如 果 我 们 只 知道 那 人 将 在 三 条 小 路 中 选择 一 条 ,我 们 
就 无 权 假设 他 在 三 条 小 路 中 选择 任何 一 条 是 等 可 能 的 或 者 他 选择 下 谷 或 上 山 是 等 可 能 的 ， 在 我 
们 能 够 做 出 任何 这 类 假设 之 前 ,我 们 必须 获得 进一步 的 知识 ,而 不 只 是 依靠 其 中 第 一 个 概率 是 


这 而 第 二 个 概率 是 二 这 种 乏味 的 算术 事实 . 我 们 需要 菜 些 实际 的 信息 ,诸如 该 人 的 习性 ,以 期 为 


机 会 的 计算 提供 在 现实 中 的 立足 点 . 一 般 来 说 ， 我 们 不 能 假设 事物 的 任何 两 个 状态 是 等 可 能 的 ， 
除非 我 们 有 理由 相信 它们 以 相等 的 频数 发 生 . 但 是 纯粹 数学 不 能 告诉 我 们 任何 有 关 实 际 频 数 的 
情况 ,语意 学 也 不 能 , 我 们 必须 依赖 实验 的 证 据 ， 


这 个 论争 的 结局 是 ; 当 我 们 想 要 应 用 机 会 的 计算 时 ,我 们 对 于 概率 的 关 断 性 质 已 经 发 生 了 
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变化 ;它们 变 成 统计 的 判断 了 . 正如 我 们 已 经 看 到 的 ,说 一 个 真实 硬币 在 三 次 连续 抛 据 中 每 次 都 
得 正面 的 机 会 是 八 分 之 一 ,这 只 是 一 个 数学 真理 的 生动 说 法 ,但 是 说 这 个 判断 也 可 以 通用 于 我 
手中 的 那个 硬币 , 则 是 做 出 了 一 个 实验 的 陈述 . 如 果 它 被 她 掷 了 相当 多 次 ,并 将 其 缚 果 按 三 个 一 
组 来 表示 ,我 们 会 发 现 序列 正 一 一 正 -…~ 
正 的 出 现 , 平 均 来 说 八 次 中 有 一 次 . 这 其 
实 是 下 述 更 一 般 的 假设 的 推论 ,在 充分 多 
次 抛 据 此 硬币 的 过 程 中 ,在 一 个 给 定 抛 拂 
次 数 之 下 ,同样 长 度 但 互 不 相同 的 可 能 的 
序列 ,出现 的 频数 平均 来 说 是 一 样 的 . 
然而 ,我 们 这 里 面临 着 的 困难 是 ,除非 
对 试验 次 数 设置 了 鼻 限 ,而 且 在 这 个 界限 
内 等 可 能 性 确 能 实现 ,否则 支持 这 样 一 个 
假设 的 实验 证 据 必 然 是 不 完全 的 , 甚至 即 
令 设 置 了 一 个 界限 ,而 且 我 们 原则 土 可 以 
把 这 个 界限 之 内 的 试验 一 一 做 完 以 便 作 出 


~~ 关于 概率 的 判断 ,除非 完成 了 这 一 切 ,这 种 

判断 才 对 我 们 有 某 些 兴趣 . 但 车 我 们 已 经 

知道 一 个 给 定 的 事件 已 经 发 生 或 者 没有 发 

那个 人 将 选择 三 条 小 路 之 一 的 概率 是 多 少 ? 生 , 我 们 就 不 必 揣 测 它 的 机 会 了 . 搜集 统计 


数据 的 要 点 是 将 已 有 的 数据 外 推 
样本 和 类 


换 一 个 说 法 ,我 们 通常 审查 的 只 是 我 们 感 兴趣 的 事件 的 一 个 疮 类 中 的 一 个 样本 ;如 果 我 们 发 
现 我 们 所 探查 的 性 质 按 某 个 比例 分 布 在 这 个 样本 的 所 有 成 员 中 ,我 们 推测 它 将 以 同样 的 比例 分 布 
在 男 外 一 个 样本 甚至 遍及 整个 这 个 类 的 所 有 成 员 上 .不 可 否认 的 是 ,如 果 我 们 去 抛 据 我 们 的 硬币 
50 次 ,并 且 发 现 正面 出 现 的 比率 为 三 比 二 ,我 们 不 应 该 自以为是 地 认为 这 是 一 个 典型 的 样本 , 由 二 
缺乏 物理 证 据说 明 该 硬币 是 有 偏向 的 ,我 们 可 以 期 望 如 果 抛 挪 的 过 程 继 续 下 去 , 正 反 两 面 出 现 的 
频数 将 会 恢复 平衡 ,但 是 这 个 期 望 的 理由 是 我 们 受到 我 们 下 述 知识 的 影响 ;与 这 一 校 物理 上 相似 
的 硬币 抛 痢 以 后 出 现 正面 与 出 现 反 面 几 乎 一样 频 繁 . 在 这 种 想法 之 下 我 们 会 被 引 向 更 为 宽广 的 统 
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计 领 域 ,但 是 我 们 仍然 找 不 到 证 据 .事实 上 我 们 应 当 从 有 关 正 面 和 反面 分 布 的 一 个 普遍 假 设 出 发 
来 做 出 推论 ,这 个 假设 则 是 持 已 从 我 们 有 关 相当 大 的 样本 中 它们 的 分 布 的 知识 导出 的 ， 

问题 是 如 此 的 一 个 过 程 怎 么 能 够 是 合理 的 . 通常 的 答案 是 从 一 个 样本 的 特性 推断 此 样本 取 
自 的 整个 类 或 其 所 有 成 员 的 特性 , 由 大 数 定律 (假设 该 样本 是 充分 大 的 ) ,这 在 逻辑 上 是 合理 的 . 
我 不 打算 给 出 这 个 定律 的 数学 陈述 和 证 明 ,这 些 可 在 标准 的 教科 书 中 找到 . 它 告诉 我 们 ,如 果 某 
个 类 的 成 员 中 具有 某 种 性 质 P 的 比例 为 m:n, 并 且 我 们 从 这 个 类 中 选取 给 定 的 大 小 的 所 有 可 能 
的 样本 ,必然 会 出 现 这 样 的 情况 :大 多 数 样本 中 ,性 质 P 在 其 成 员 中 分 布 的 比例 也 位 于 m:n 的 令 
近 . 此 外 , 当 样 本 的 大 小 增加 时 ,围绕 m:n 的 集中 程度 也 增加 . 结果 如 果 样本 变 得 充分 大 ,P 在 所 
有 样本 之 中 实际 出 现 的 频数 将 与 母 类 中 它 出 现 的 频数 相差 到 可 以 忽 路 的 地 步 . 

表示 这 个 事实 的 一 个 通常 的 办 法 是 说 ,很 可 能 是 这 样 的 ,在 一 个 给 定 的 类 中 ,一 个 性 质 的 分 
布 差不多 精确 地 反映 在 从 该 类 抽取 的 任何 一 个 大 的 样本 中 ;并 且 因 为 如 果 A 匹配 B 则 必然 B 
匹配 4 也 正确 ,从 而 如 果 一 个 性 质 在 一 个 大 样本 (4) 中 的 分 布 是 按 如 何 的 一 个 比例 , 则 它 以 近 
似 相同 的 比例 分 布 在 该 样本 由 之 抽取 的 类 (B) 的 成 员 中 ,这 也 是 很 可 能 的 . 大 数 定 律 就 是 因为 这 
全 熟悉 的 推理 型 式 而 被 认为 是 得 到 了 证 明 . 

然而 ,需要 指出 通常 被 名 视 的 一 点 . 当 在 这 个 意义 下 说 , 若 某 事情 在 一 个 大 样本 中 为 正确 是 


A 人 
A 


A 
hs 
SN 


柚 信 他 会 违反 概率 的 信念 可 能 被 弄 错 了 ， 
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高 度 可 能 的 , 则 此 事 在 母 类 中 也 是 正确 的 . 概率 论 的 这 个 推断 属于 我 们 的 三 种 类 型 的 第 一 种 , 这 
不 是 可 信 性 的 推断 ,而 只 是 有 关 逮 辑 可 能 性 的 分 布 的 推断 . 事实 上 这 个 论断 所 说 的 只 是 ;在 所 论 
及 的 大 小 的 所 有 可 能 的 样本 中 ,与 母 类 的 情况 大 约 相同 的 样本 数目 远 远 大 于 那些 不 相同 的 样本 
数目 , 由 此 推出 ,如 果 我 们 的 样本 关于 某 个 性 质 而 言 , 与 它 所 由 抽取 的 那个 类 中 严重 地 不 实 , 它 
便 是 高 度 地 不 典型 的 .我 们 所 能 推断 出 的 仅 此 而 已 . 甚至 于 说 这 个 样本 是 不 典型 的 也 不 意味 著 
它 偏离 实际 抽取 的 样本 中 的 大 多 数 , 而 只 意味 着 它 偏离 绝 大 多 数 可 能 的 样本 . 从 大 数 定律 中 能 
得 到 的 推论 最 多 不 过 如 此 . 

但 是 ,是 否 取 自 自 然 界 的 样本 真正 可 能 是 不 典型 的 ?7 这 个 问题 的 麻烦 在 于 它 答 答 地 带 入 了 
可 信 性 的 推断 ,而 这 种 推断 尚未 有 任何 根据 . 如 果 我 们 关于 字 宙 的 构成 做 出 适当 的 假设 ,我 们 可 
能 是 为 自己 提出 了 一 些 前 提 , 由 这 些 前 提 可 以 演绎 出 ;我 们 的 样本 是 公正 的 . 然而 ,这 些 前 提 自 
身 还 需要 被 验证 ,而 除了 诉 诸 我 们 的 经 验 以 外 我 不 知道 如 何 验证 法 . 因此 ,正如 休 训 (David 
Hume,1711 一 1776 ,苏格兰 哲学 家 ) 已 经 看 到 的 那样 ,我们 陷 人 一 个 循环 论证 之 中 ,因为 在 诉 诸 
经 验 时 ,就 已 用 到 了 我 们 企图 去 验证 的 那些 假设 . 我 非常 倾向 于 认为 这 个 循环 论证 是 不 可 避免 
的 ,但 是 把 这 个 讨论 深入 下 去 将 把 我 们 带 到 归纳 间 题 之 核心 ,这 里 我 不 想来 深入 探讨 


正确 的 使 用 


上 面 ,我 曾 尝试 说 明 , 昌 然 大 数 定律 自身 没有 什么 不 妇 , 但 它 对 于 从 概率 进行 北向 的 推导 所 
提供 的 支持 一 - 即 一 个 大 样本 不 会 严重 偏离 其 母 类 这 种 推理 -一 其 实 并 不 如 通常 认为 的 那样 
可 靠 ,而 要 不 确定 得 多 . 然而 ,有 一 类 情况 在 其 中 这 个 类 型 的 推理 可 以 完全 可 靠 地 应 用 . 这 类 情 
沉 是 :我 们 在 其 中 所 论 及 的 类 是 有 限 的 并 且 其 未 经 检验 的 部 分 相对 而 言 是 非常 小 的 . 假设 我 们 
知道 在 一 个 给 定 的 地 区 内 和 一 段 时 期 内 的 出 生 总 数 ,但 是 我 们 有 关 性 别 的 统计 是 很 不 完全 的 . 
于 是 ,说 缺乏 信息 的 类 所 占 比例 比较 小 ,比如 说 小 于 百 分 之 三 , 在 这 个 例子 中 ,不 论 在 我 们 的 样 
本 中 男性 新 生 几 之 比例 是 多 少 , 我 们 可 以 相信 在 整个 类 中 其 比例 不 会 与 它 相差 很 多 ,这 是 因为 
不 存在 足够 的 未 被 检验 的 例子 足以 造成 严重 的 差异 . 即 令 假 设 所 有 未 被 检验 的 新 生 几 和 钧 为 男性 
或 均 为 女性 ,我们 也 可 以 划 定 了 一 个 很 窗 的 范围 ,而 有 关 整 个 类 的 正确 管 案 必 位 于 其 中 ， 

然而 ,我 们 现在 发 现 , 正 是 这 个 结论 的 安全 性 使 这 个 结论 本 身 几 乎 毫 无 意义 了 . 它 告 诉 我 们 
的 并 不 比 我 们 已 经 知道 的 多 ， 将 要 当 父亲 的 某 人 希望 知道 他 的 孩子 较 可 能 是 男孩 或 是 女孩 , 即 
令 已 知 新 生 或 生 下 不 久 的 孩子 中 男孩 比例 大 于 百 分 之 五 十 ,他 从 这 个 统计 信息 中 什么 结论 也 得 
不 到 他 所 得 到 的 只 能 是 :至 今 为 止 的 数据 已 达到 的 程度 ,不 会 对 他 的 孩子 到 底 是 男 是 女 的 最 丝 
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百分比 造成 明显 的 改变 , 他 不 仅 不 能 推演 出 任何 有 关 自 己 孩 子 的 性 别 一 一 因为 概率 判断 在 频数 
意义 下 ,谈论 的 是 类 而 不 是 个 体 一 一 而 且 也 不 能 推演 出 任何 有 关 至 今 尚未 检验 的 子 类 中 男性 新 
牛 儿 的 频数 ,他 自己 的 孩子 就 属于 这 个 子 类 ， 

事实 上 ,已 经 发 现 新 生 儿 中 男性 与 女性 之 比 相当 定常 . 因此 如 果 统 计 已 经 说 明 当 年 到 那 时 为 
止 已 经 出 生 的 孩子 女性 较 多 , 那 位 未 来 的 父亲 如 果 知 道 正 常情 况 下 男孩 的 比例 会 多 一 点 时 ,他 会 
更 倾向 于 期 望 他 的 孩子 将 是 一 个 男孩 . 这 就 是 相信 人 们 通常 说 的 平均 信和 定律 的 结果 . 但 如 果 他 确 
实 这 样 想 ,他 很 可 能 会 失望 , 一 般 都 没有 认识 到 ,平均 值 定律 只 能 演绎 地 使 用 . 就 是 说 ,如 果 在 一 个 
有 限 的 事件 系列 中 有 关 某 个 性 质 的 分 布 方式 ,我 们 已 经 知道 其 最 终 的 百分数 将 是 什么 ,并 县 如果 
我 们 也 知道 在 此 系列 的 已 经 经 历 过 的 一 部 分 中 ,该 性 质 出 现 的 百分数 是 什么 , 则 我 们 能 够 算出 将 
继续 出 现 的 实例 之 百分数 . 

然而 ,这 种 情况 带 来 的 结果 是 , 仅 当 有 建立 得 很 好 的 统计 定律 作为 依据 时 平均 值 定律 才能 
完全 可 靠 地 应 用 . 也 许 我 们 可 以 根据 孟 德 尔 的 遗传 定律 来 确认 ,如 果 一 个 隐 性 特征 在 某 个 村 物 
或 动物 家 族 的 给 定 的 一 代 中 已 曾 出 现 , 则 所 论 及 的 这 种 特性 将 会 成 为 显 性 的 ,并 在 同一 代 中 将 
由 家 族 的 其 余 成 员 表 现 出 来 . 从 另 一 方面 说 ,如 果 有 人 争辩 说 ,因为 在 当年 汽车 事故 总 数 已 经 入 
到 前 几 年 的 平均 值 ,所 以 他 可 以 随心 所 欲 地 鲁莽 地 开车 ,因为 平均 值 定律 将 保证 他 的 安全 , 那 他 
一 定 是 一 个 合子 ( 见 下 图 ). 他 是 傻子 的 理由 是 ,不 仅 我 们 并 不 知道 汽车 事故 的 发 生 服从 基 个 稳 
定 的 统计 定律 ,而且 大 部 分 这 种 事故 虽然 在 某 种 程度 上 可 归结 为 共 辣 的 原因 ,但 它们 都 是 相互 
独立 的 . 你 的 邻居 中 最 近 已 经 发 生 过 一 批 事故 这 个 事实 并 不 会 降低 今天 再 发 生 一 次 这 种 事故 的 
可 能 性 一 一 当然 ,如 果 知 道 了 这 些 事故 已 经 使 得 人 们 开车 时 更 加 小 心 了 , 则 当 别 论 . 当然 , 发生 
另 一 个 事故 的 可 能 性 并 不 会 由 于 平均 值 定律 而 减少 . 

相同 的 推理 也 适用 于 未 来 的 父亲 这 个 例子 ,尽管 出 生 统计 数字 有 很 大 的 稳定 性 . 无 论 什么 
因素 会 决定 他 孩子 的 性 别 , 没 有 理由 相信 和 他 没有 血缘 关系 而 只 是 出 生 在 同年 的 其 他 小 孩 的 性 
别 与 他 的 这 个 孩子 的 性 别 有 任 何 关系 . 由 此 可 见 , 如 果 女 性 出 生 已 有 一 个 不 寻常 的 优势 ,他 应 当 


事故 数目 的 上 升 并 不 和 疗 味 着 以 后 事故 将 会 降下 来 以 保持 统计 平均 值 不 变 . 
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做 出 的 推断 并 不 是 :他 的 孩子 更 可 能 将 是 一 个 男孩 ;而 是 :由 于 多 方面 的 原因 ,这 一 年 性 别 的 通 
常平 衡 已 经 被 打破 ， 


关于 机 会 的 若干 问题 


我 们 忆 经 看 到 ,为 了 应 用 机 会 的 计算 ,要 求 有 一 个 逻辑 上 等 可 能 性 的 事件 的 一 个 有 限 集合 ， 
它们 会 在 长 过 程 中 以 相等 的 频数 实现 . 正 是 因为 我 们 假设 至 少 在 玩 硬 币 , 盎 子 , 纸 牌 或 轮 盘 赌 游 
戏 时 这 些 条 件 被 大 体 满 足 , 我 们 将 它们 称 之 为 机 会 博弈 . 反 过 来 ,如 果 我 们 来 玩 这 些 游 戏 之 一 ， 
并 发 现在 一 个 特别 的 例子 中 ,不 局 的 可 能 性 决 不 以 任何 类 仆 于 相等 频数 的 出 现 ,这 时 ,我 们 可 以 
确定 其 结果 不 能 填 归 为 是 机 会 .于 是 我 们 来 寻求 某 些 其 他 的 解释 ， 

这 个 过 程 不 仅 在 赌博 游戏 中 起 作用 . 经 常 当 我 们 说 一 个 统计 结果 有 重要 意义 时 , 那 是 说 它 
并 不 是 -种 机 会 ,因为 它 与 先 验 概 率 不 吻合 . 有 关 这 一 点 的 一 个 好 的 例证 是 为 了 证 实 特异 功能 
的 存在 而 设 的 一 个 试验 ( 见 263 页 插图 ). 一 个 典型 的 试验 可 以 这 样 做 :用 一 组 用 标 上 了 1 到 5 的 
数 的 纸牌 ,再 取 另 一 组 五 张 纸牌 分 别 标 上 狮子 .大 象 、. 葛 酋 . 班 马 和 长 颈 雇 . 两 副 牌 都 洗 过 ;试验 
者 从 标 数 的 纸牌 中 抽出 一 张 牌 ,然后 他 按 抽 得 的 数字 去 从 标 动 物 的 那 副 牌 中 抽出 对 应 的 那 张 
牌 , 这 个 过 程 重复 100 次 ,每 次 之 后 纸牌 都 要 放 回 去 并 重新 洗 过 . 每 一 一 次 我 们 帮 请 他 说 说 从 那 副 
标 了 动物 的 牌 中 会 抽出 哪个 动物 来 . 

假设 他 只 是 靠 猜 测 , 就 能 平均 每 100 次 猜 对 20 次 . 然而 , 某 些 时 候 一 个 人 相当 经 常 地 能 狂 
成 多 至 28 次 , 而 这 个 结果 又 很 不 可 能 圾 认为 是 统计 上 重要 的 , 这 时 ,人 们 就 会 推断 此 人 的 成 功 
个 能 归 之 于 机 会 ,而 认为 他 具有 特异 功能 . (我们 承认 , 谈 特异 功能 并 不 是 给 出 那 人 的 表演 一 种 
解释 ,而 仅仅 是 宣称 :需要 一 个 解释 . 但 这 与 我 们 现在 的 讨论 无 关 . 我 们 唯一 关心 的 事情 是 ;说 某 
件 事情 并 不 是 按 机 会 发 生 的 ,这 名 话 的 意义 是 什么 ,又 蕴含 了 什么 ，) 

让 我 们 更 仔细 地 考查 一 下 这 个 案例 . 如 果 那 个 人 没有 超凡 人 神 的 预测 能 力 ,为 什么 他 还 能 
在 100 次 中 抽 中 20 次 ? 答案 是 如 果 我 们 把 从 这 副 牌 中 抽取 100 次 的 每 个 可 能 的 序列 都 列 出 来 
以 及 又 把 猜 100 次 的 每 个 可 能 的 结果 也 列 出 来 , 则 两 个 选择 相 一 致 的 情形 , 即 猜 对 了 的 情形 ,出 
例 是 每 100 中 占 20. 说 猜 对 28 次 是 很 不 可 能 只 是 说 在 100 次 可 能 的 抽取 和 可 能 的 猜测 ,两 个 序 
列 的 总 体 中 ,两 者 相同 者 意 然 达到 28 次 之 多 ,这 样 的 比例 是 很 小 的 . 

值得 注意 的 是 这 两 个 计算 都 是 先 验 的 . 它们 与 逻辑 可 能 性 的 分 布 有 关 , 而 根本 不 是 从 研究 
实际 发 生 的 事物 后 导出 的 , 那么 为 什么 期 望 实际 猜测 与 实际 抽取 相 匹 配 之 比例 应 与 一 切 猜测 与 
一 名 搞 取 相 匹 配 之 比例 相同 是 没有 意义 的 一 -- 只 是 一 种 期 望 而 忆 ? 为 什么 又 认为 相 匹 配 之 比 


例 高 出 了 8 个 百分点 就 是 很 不 寻常 的 事 呢 ? 
为 什么 实际 相符 之 比例 与 可 能 相符 之 比例 有 
偏离 , 比 之 二 者 彼此 一 致 更 值得 注意 呢 ? 我 
们 必须 假设 的 是 :这 一 类 猜 纸 牌 的 游戏 的 自 
然 规律 是 每 一 可 能 的 组 合 在 这 两 个 序列 中 以 
相等 的 频数 出 现 . 我 们 有 什么 理由 对 任何 试 
验 都 事先 做 出 了 如 此 的 假设 ?我 实在 看 不 出 
有 什么 理由 . 

如 果 关 于 此 事 我 是 正确 的 ,我 们 也 不 能 
因此 就 假设 ,只 当 与 先 验 频数 有 偏离 才 有 待 
解释 . 与 它 一 致 也 必须 说 明 . 事实 上 ,在 很 多 
情形 似乎 人 们 已 见 到 了 这 种 必要 性 , 如 果 一 
个 硬币 ,一 个 仙 子 或 者 一 个 轮 盘 财 得 到 “不 可 
能 "的 结果 ,而 特别 偏 祖 骨 子 的 某 一 面 或 轮 盘 
的 某 一 区 域 而 牺 屠 其 余 的 ,我 们 的 确 会 很 设 
有 某 些 物理 的 偏 芝 在 起 作用 :这 个 硬币 是 附 
了 重 的 ;其 重心 移 位 了 . 同样 ,我 们 认为 当 那 
些 事物 正常 运行 时 也 有 待 物理 解释 , 为 使 瞧 
子 和 轮 盘 运转 时 ,在 一 个 相当 长 的 过 程 中 ,每 
个 数字 出 现 的 频数 与 其 他 数字 一 样 ,这 也 是 
一 个 很 不 平凡 的 技艺 . 它 是 有 物理 的 理由 的 ， 
正 与 下 述 情况 有 物理 的 理由 一 样 . 此 情况 部 
一 个 数 或 一 组 数 出 现 的 频数 较 之 其 他 的 要 多 
得 多 . 如 果 我 们 把 机 会 与 设计 相对 立 , 或 者 说 
一 个 机 会 事件 就 是 一 个 我 们 没有 指定 原因 的 
事件 , 则 这 些 操 作 服 从 机 会 的 法 则 也 并 非 价 
然 的 , 即 并 非 根据 机 会 . 

于 是 ,在 诉 诸 经 验 之 前 ,我 们 没有 理由 期 
望 摔 指 硬币 或 扔 骨 子 的 结果 符合 子 先 验 的 概 
率 , 也 没有 理由 期 望 二 者 偏离 , 我 们 之 所 以 认 
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为 在 这 种 意义 下 ,高 度 不 可 能 的 结果 需要 特殊 的 说 明 , 其 理由 是 :它们 按照 经 验 是 反常 的 . 重要 
的 不 是 偏离 了 先 验 的 频数 而 是 偏离 了 已 被 经 验 肯定 起 来 了 的 频数 . 当 一 个 角 子 偏离 时 我 们 特别 
感 兴趣 ,是 因为 按 经 验 我 们 发 现 大 多 数 角 子 的 行为 是 正常 的 . 

我 相信 这 也 可 应 用 于 其 他 情形 ,在 其 中 我 基于 纯粹 统计 学 而 断 音 如 何如 何 的 一 个 事件 是 不 能 
归 之 于 机 会 的 . 假设 有 一 天 不 管 我 走 到 哪里 我 总 碰 到 同一 个 队 生 人 . 我 很 可 以 断定 说 这 不 是 一 个 
机 会 的 事情 ,那个 人 想必 是 跟踪 我 . 但 是 我 关于 这 事 的 论断 的 理由 ,并 不 在 于 我 们 如 此 频繁 相遇 是 
先 验 地 不 可 能 的 . 当然 ,我 可 以 推理 如 下 . 先 设 我 们 两 人 都 在 某 个 限定 的 区 域内 活动 ,我 可 以 设想 
这 个 区 域 被 分 成 有 限 个 相等 的 正方 块 , 像 一 个 象棋 盘 ,再 设 我 们 两 人 中 的 每 一 位 在 当天 的 每 一 时 
刻 以 同样 的 可 能 性 出 现在 这 些 正方 块 之 某 一 块 中 . 于 是 结论 说 我 们 并 非 按照 机 会 相遇 我 的 理由 
是 ,在 我 们 每 个 人 特别 爱 走 的 可 能 路 线 之 中 ,那些 在 几 个 地 方 相交 因此 我 们 可 能 碰见 的 路 线 的 数 
目 仅 占 一 个 很 小 的 比例 . 而 我 们 竟然 见面 了 ,可 见 并 非 仅 由 于 机 会 . * 不 过 ,对 我 来 说 不 仅 我 不 需 
要 用 这 个 推理 来 得 到 我 的 结论 ; 认 肯 它 赖 以 立足 的 前 提 , 即 棋盘 等 等 ,还 是 完全 悬而未决 的 . 如 
果 假 设 我 们 两 人 在 每 一 时 刻 以 同样 的 可 能 性 出 现在 这 些 方块 的 任 一 之 中 ,这 只 是 说 这 些 方块 是 
平等 的 一 个 说 法 ,而 这 种 说 法 也 只 是 按 假设 是 如 此 热 而 却 并 不 -一 定 有 道理 . 如 果 它 意味 着 经 过 一 
段 时 间 发 现 我 们 在 任 一 方块 中 与 在 任何 另 一 方块 中 一 样 频繁 , 则 除非 有 经 验证 据 ,我 没有 理由 接 
爱 它 . 然而 如 果 我 断言 这 些 会 面 并 非 由 机 会 而 发 生 ,我 将 需要 这 样 的 理由 :经 验 向 我 证 明了 当 疝 个 
人 独立 地 住 在 一 个 有 许多 不 同 的 工作 和 娱乐 场所 的 大 城市 里 ,他 们 各 自 做 他 们 自己 的 事 ,这 样 他 
们 在 同一 时 刻 出 现 于 同一 地 点 的 机 会 是 相当 小 的 ,所 以 我 们 的 见面 并 非 由 于 机 会 , 即 并 非 偶然 . 这 
儿 又 一 次 需要 特别 解释 的 不 是 与 先 验 的 频数 之 偏离 而 是 与 经 验 建立 的 频数 之 偏离 

在 我 看 来 ,这 又 是 同 我 应 当 解释 的 猜 纸牌 试验 的 办 法 一 样 . 没有 理由 先 于 经 验 而 相信 任何 
猜测 序列 符合 任何 抽 牌 序列 的 程度 会 反映 或 者 不 反映 逻辑 可 能 性 的 分 布 . 先 验 已 知 的 是 ,每 张 
纸牌 被 持 出 的 可 能 性 是 五 分 之 一 ,并 且 每 个 猜测 也 是 五 分 之 一 的 可 能 性 ,但 是 由 此 根本 推断 玉 
出 将 实际 出 现 的 符合 数 是 什么 . 我 们 必须 由 实验 才能 发 现 某 些 洗 牌 和 抽 牌 方法 的 确 导致 抽出 每 
张 牌 与 抽出 其 他 的 牌 的 频繁 程度 一 样 . 我 们 也 必须 经 由 实验 才能 发 现 人 们 的 猜测 是 均匀 分 布 
的 ;或 者 如 果 这 不 对 ,比如 由 于 心理 学 的 缘故 而 在 许多 例子 中 可 能 并 不 如 此 , 则 他 们 侨 向 于 偏好 
的 选择 也 不 会 使 得 符合 数 高 于 平均 值 , 从 这 些 经 验 前 提 , 关 于 按照 机 会 将 发 生 的 事 的 标准 结论 
可 用 数学 方法 推导 出 来. 

但 是 如 果 结 果 显示 出 严重 的 偏离 ,值得 怀疑 的 是 经 验 前 提 中 的 这 一 个 或 那 一 个 的 真实 性 


* 译注 :这 人 种 话 是 译 者 加 的 . 
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有 关 具 有 特异 功能 的 人 的 引 人 注 目 之 处 ,只 是 他 在 猜 牌 时 能 经 常 比 普通 人 做 得 更 好 . 至 于 他 能 
做 得 “ 比 机 会 更 好 ”, 这 个 事实 自身 并 未 得 到 证 明 . 

字 密 的 存在 是 否 只 是 一 种 机 会 ? 这 个 问题 的 讨论 中 普遍 存在 着 类 似 的 混乱 . 的 确 , 这 个 问 
题 在 机 会 的 先 验 计算 的 意义 下 究竟 意味 着 什么 ,并 不 是 一 望 即 知 的 , 然而 ,若是 可 以 假设 在 宇 密 
中 有 有 限 多 个 终极 的 粒子 ,而 它们 在 其 中 运 必 的 空间 也 是 有 限 的 ,我 就 假设 可 以 说 宇宙 的 现存 
状态 是 非常 偶然 的 , 意 即 现 存 的 粒子 分 布 方式 只 是 许多 可 能 分 布 之 一 ,而 这 个 “许多 ”; 又 是 多 得 
无 法 想像 的 , 当然 ,在 这 个 意义 下 ,粒子 的 其 他 分 布 方 法 也 是 同样 极其 偶然 的 . 但 是 还 可 以 这 样 
来 论证 , 即 粒子 现存 的 分 布 比 之 其 他 分 布 更 为 不 可 能 . 因为 它 离 先 验 的 平均 值 偏 差 更 大 . 

也 可 以 换 一 个 方法 来 讨论 ,如 果 我 们 能 够 用 某 种 必定 是 相当 
任意 的 方式 列 出 一 些 简 单 性 质 的 有 限 的 表 , 而 这 些 简单 性 质 是 任 
意 的 事物 合乎 迎 辑 地 可 能 具有 的 ,我 们 可 以 在 下 述 意 义 上 说 宇宙 
的 现存 的 状态 是 很 偶然 的 , 靶 这 些 性 质 被 发 现 的 现存 的 组 合 方式 
之 数目 只 占 可 能 组 合 方式 总 数 中 一 个 很 小 的 部 分 . 然而 ,除非 我 们 
有 理由 相信 某 种 与 实际 存在 的 宇宙 不 相同 的 宇宙 构造 是 前 为 先 验 
本 能 的 ;在 这 两 种 情形 下 都 不 会 有 有 意义 的 结果 . 但 是 会 有 什么 理 
由 使 你 有 这 样 的 信念 呢 ? 又 能 给 先 验 更 可 能 性 赋 以 什么 意义 呢 ? 

充其量 我 们 能 说 ,给 定 基本 粒子 的 数目 和 空间 的 有 限 性 ,或 者 关于 机 会 的 种 种 错误 观 
给 定 基本 性 质 的 数目 和 它们 的 可 能 组 合 的 范围 ,粒子 在 其 中 分 布 ” 念 十 分 根深 蒂 固 . (图 中 乞 百 
名 为 平均 ,或 者 性 质 的 组 合 更 有 多 样 的 可 能 的 宇宙 之 数目 大 于 另 ”身上 挂 的 牌子 上 写 的 是 ," 葡 
外 一 类 宇宙 之 数 日 , 那 类 宇宙 与 我 们 实际 宇宙 比较 ,粒子 分 布 不 太 。” 特 卡 罗 伴 小 的 受害 者 ",) 
平均 ,或 者 性 质 的 组 合 没 有 那么 多 的 多 样 性 . 但 是 ,在 这 特定 意义 
下 ,是否 应 当 认 为 有 一 个 比 我 们 实际 存在 的 宇宙 更 可 指望 的 更 为 可 能 的 字 宙 ? 答案 是 ,根本 没 
有 任何 理由 来 做 这 类 假设 . 先 验 机 率 的 概念 只 与 逻辑 可 能 性 的 计数 有 关 . 这 些 深 辑 可 能 件 是 被 
均衡 地 实现 或 不 均衡 地 被 实现 , 哪 -- 种 可 能 有 多 大 ,只 能 依据 我 们 的 经 验 来 估计 . 然而 关于 不 是 
我 们 自己 的 字 宙 ,我 们 不 可 能 具有 经 验 . 

可 能 值得 再 提 一 下 一 个 事实 ,说 我 们 的 字 宙 在 我 方才 定义 的 意义 下 可 说 是 不 可 能 的 ,这 对 
于 字 宙 是 根据 某 种 设计 生成 的 传统 论据 根本 什么 好 处 也 没有 . 为 了 给 这 个 传统 论据 增加 点 分 
生 , 首 先 应 当 证 明 我 们 有 很 好 的 理由 相信 首先 宇宙 是 一 个 目的 论 的 亦 即 有 目的 的 系统 . 其 次 ,还 
得 证 明 它 是 那样 一 类 的 目的 论 的 条 统 , 它 已 经 被 我 们 的 经 验 所 证 明 通 常 是 自觉 地 计划 出 来 的 结 
果 , 我 认为 非常 显然 ,这 两 条 实际 都 不 成 立 ， . 
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当 我 们 说 某 件 事 是 根据 机 会 发 生 的 ,现在 我 们 下 以 多 少 确 切 地 把 这 名 话 的 各 种 洗 意 列举 如 
下 ,其 中 主要 的 有 五 个 ， 

i. 机 会 事件 可 以 是 这 样 的 , 它 是 某 个 系列 中 的 一 个 成 员 , 它 在 我 们 曾经 说 明 过 的 方式 下 尊 
从 机 会 的 先 验 计算 , (值得 注意 的 是 ,这 并 不 是 说 该 事件 是 无 缘由 的 ,其 至 也 不 是 说 它 不 是 有 目 
的 的 . 搜 据 一 枚 硬币 或 一 个 骨 子 的 结果 通常 都 是 无 目的 的 ,但 是 所 有 这 些 结果 的 系列 作为 一 个 
整体 导 从 和 尘 验 的 计算 则 常 是 某 种 设计 的 结果 . ?这 个 做 法 的 一 个 推论 是 , 若 我 们 曾经 发 现 某 个 类 
型 的 事件 发 生 的 频数 遵从 先 验 计算 ,而 一 旦 我 们 再 遇 上 严重 偏离 时 ,如 比 在 猜 纸 牌 试验 中 遇 到 
的 ,我们 就 倾 铝 于 说 这 个 篇 离 厅 能 归 之 于 机 会 ， 

2, 在 另 一 方面 ,有 这 样 的 情形 ,在 其 中 我 们 说 一 个 事件 是 根据 机 会 而 发 生 的 ,其 理由 或 理由 之 
一 恰 是 这 个 事件 偏离 了 已 建立 的 频数 . 例如 , 当 我 们 谈 到 生物 学 的 偶然 变异 ,就 指 的 这 个 意思 . 在 
历史 事件 中 当 我 们 把 原因 看 得 无 足 轻 重 时 也 会 出 现 类 似 的 说 法 .“ 因 和 缺 一 个 钉子 丽 丢 了 马 掌 , 因 缺 
一 个 马 掌 而 损失 了 马 , 因 缺 一 匹 马 而 失去 了 骑士 , 因 缺 这 位 骑士 而 丢 了 这 场 战 计 , 央 于 了 这 场 战 斗 
南 失 去 了 这 个 王国 ,所 有 这 一 切 都 因为 缺少 一 个 马 掌 钉 ”. 我 们 说 ,由 于 我 们 通常 不 会 因为 没有 正 
肖 地 做 茶 些 平凡 到 诸如 挤 了 一 榴 马 掌 钉 的 事情 而 招致 深远 的 后 果 丽 失去 王国 ,所 以 这 是 一 场 灾 
锅 . 还 可 注意 ,在 如 此 的 一 个 时 刻 丢 了 一 枚 钉子 是 很 难于 预测 的 , 虽然 不 能 说 它 没有 尖 因 . 

3, 当 我 们 谈 到 由 人 类 或 者 由 一 些 可 当 作 有 目的 操作 者 的 动物 引起 的 事件 时 ,我 们 说 一 个 事 
件 是 根据 机 会 而 发 生 的 ,这 常常 意味 着 它 不 按 操 作者 的 意向 或 者 在 某 些 情形 也 不 按 其 他 任何 人 
的 意向 而 发 生 . 这 个 意义 下 “ 按 机 会 ”是 与 “ 按 意向 "相对 立 的 . 这 仍然 并 不 意味 着 这 些 事 件 是 没 
有 涉 因 的 ,不 如 说 这 意味 着 它们 是 有 原因 的 ， 

4. 说 到 事件 配 辐 , 当 它们 的 顺序 不 是 有 意 安排 的 ,并 且 虽 然 我 们 能 单个 地 来 考虑 它们 ,但 当 
我 们 尚未 建立 起 任何 能 将 它们 联 在 一 起 的 规律 性 的 命题 时 ,我 们 说 它们 是 机 会 事件 配置 . 将 这 
种 配置 归 因 为 机 会 是 常 有 的 事 , 特 别 当 某 些 特 有 兴趣 的 事情 随 之 发 生 或 者 当 该 配置 通常 是 精心 
设计 的 结果 时 . 于 是 ,如 果 我 在 假日 出 游 并 且 在 旅途 中 不 断 地 与 朋友 们 不 期 而 遇 , 我 为 如 此 的 巧 
合 而 惊讶 ,虽然 事实 上 这 并 不 比 我 与 任何 其 他 的 人 相遇 更 多 地 是 一 种 巧合 . 然而 , 当 我 发 现 如 果 
这 种 相遇 成 为 过 分 频繁 时 ,我 可 能 开始 怀疑 它们 并 不 是 按 机 会 而 发 生 . 一 般 说 来 , 谈 到 事件 是 按 
机 会 次 到 一 起 并 不 是 说 它们 并 非 多 少 有 些 规律 地 联系 在 一 起 ,也 不 是 说 永远 不 会 发 现 联系 它们 
的 规律 . 而 只 是 说 在 我 们 已 接受 的 信念 的 体系 中 还 没有 这 种 规律 ， 
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5. 在 统计 推广 的 情形 , 归 入 这 个 推广 的 单个 事件 出 ,有 一 些 显 示 所 论 的 性 质 , 另 一 些 则 不 显 
示 , 这 时 也 可 以 说 是 机 会 的 问题 . 因此 ， 在 论 机 遗传 学 规律 时 我 们 能 够 相信 在 第 三 代 里 面 每 4 个 
个 体 之 中 正好 有 一 个 显示 隐 性 特征 ,但 是 它们 中 哪 一 个 会 显示 这 却 是 一 个 机 会 的 问题 . 在 微观 
物理 学 中 我 们 可 以 接受 这 样 的 推广 ,n 个 电子 中 有 m 个 将 在 一 段 时 间 内 从 一 个 轨道 变 到 另 一 个 
轨道 ,但 其 中 哪些 会 变 ,哪些 不 变 却 被 认为 是 一 个 机 会 问题 . 机 会 的 这 种 用 法 只 是 意味 着 一 部 分 
事件 与 其 余 的 不 同 ,而 其 因果 规律 尚未 被 发 现 . 

实际 上 这 种 事件 是 不 是 在 一 种 更 强 的 意义 下 的 机 会 的 产物 ?也 许 不 仅 是 我 们 尚未 能 将 它 
们 包括 于 因果 规律 之 下 ,而 且 的 确 没 有 因果 规律 统治 它们 ?这 不 是 一 个 容易 回 管 的 问题 . 部 分 
原因 是 由 于 不 清楚 究竟 有 什么 事例 可 以 算 作 这 种 机 会 事件 的 例子 . 一 个 困难 是 ,如 果 我 们 的 假 
设 的 复杂 程度 不 加 限制 , 则 只 要 我 们 涉及 的 是 一 组 封闭 起 来 的 事件 ,我 们 总 能 找到 某 些 满足 这 
些 假设 的 推广 . 然而 ,可 以 认为 这 种 推广 并 不 是 规律 ,除非 它们 可 应 用 这 个 组 之 外 的 事件 , 面 事 
实 上 在 某 些 领域 中 有 可 能 我 们 不 能 成 功 地 丛 这 种 外 推 . 如 果 这 导致 我 们 得 出 结论 说 ,所 讨论 的 
现象 确 是 如 此 的 , 即 这 种 推广 的 企图 是 不 会 成 功 的 ,我 们 有 理由 这 样 来 表示 我 们 的 结论 ,说 这 些 
现象 包含 着 不 可 消除 的 机 会 因素 ， 

有 人 认为 在 量子 物理 中 已 经 达到 这 一 地 步 ,然而 这 仍 是 有 争论 的 事情 . 说 在 这 个 领域 中 决 
定论 已 被 破坏 的 基础 是 ;在 经 典 物 理学 中 成 立 的 决定 论 要 求 , 至 少 在 承 则 上 ,在 宇宙 中 可 能 探知 
所 有 粒子 在 任 一 给 定 瞬间 的 位 置 和 动量 , 这 是 一 个 微观 粒子 所 不 满足 的 条 件 . 然而 ,还 有 争论 
说 ,这 个 推理 逻辑 上 不 排斥 它们 与 某 些 决定 论 的 模式 吻合 . 尽管 如 此 ,这 种 模式 尚未 被 发 现 . 除 
非 它 被 发 现 , 则 物理 的 基本 规律 并 非 因果 性 的 而 是 统计 的 这 个 观点 将 坚守 阵地 . 

我 想 还 在 另 一 个 重要 意义 下 机 会 能 被 世界 所 接受 . 即使 在 一 个 因果 规律 已 妥善 建立 的 领 
域 ,符合 因果 律 仍 常 有 一 定 的 宽松 性 . 出 现 被 认为 能 验证 这 种 因果 规律 的 现象 只 覆盖 一 定 的 事 
物 层面 . 若 该 现象 是 定量 子 ,实际 记录 之 值 可 能 围绕 着 该 规律 预先 给 出 的 值 分 布 着 . 这 些小 的 偏 
离 并 不 重要 ;它们 被 归 之 为 观测 误差， 

然而 ,观测 误差 是 这 里 的 一 个 艺术 术语 ,除了 存在 偏离 之 外 适 常 没有 理由 人 很 定 会 产生 任何 
误差 . 现在 ,我 认为 可 能 是 符合 的 宽松 性 不 能 完全 消除 ;换言之 ,自然 界 在 被 模 写 时 其 精度 是 有 限 
的 . 如 果 事 情 确 是 这 笠 ,就 可 以 说 ,超出 这 个 限度 之 外 的 任何 东西 仍然 还 是 在 机 会 的 掌握 之 中 . 

当然 这 不 能 被 证 明 . 无 论 设置 了 什么 限度 ,都 没有 先 验 的 理由 来 假设 它 将 不 会 被 超出 . 相信 
在 这 个 绝对 意义 下 的 机 会 的 人 能 真正 做 的 不 外 平 是 提出 一 项 挑战 他 针对 世界 的 某 些 特征 , 否 
雁 任何 人 能 去 证 明 它们 完全 被 因果 规律 所 控制 到 一 切 细节 为 止 . 然而 ,不 管 他 能 得 意 多 入 ,还 会 
在 多 种 “机 会 ?意义 下 有 这 样 的 机 会 ,他 的 挑战 将 最 终 会 得 到 应 战 . 
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韦 弗 尔 (Warren Weaver),1950 年 1] 月 号 


概率 乃 生 命 之 真实 响 导 . 
一 一 西 塞 罗 {Cicero,106---43BC)《 自 然 界 》 


一 a 个 多 世纪 以 前 ,一 些 赌 徒 问 伟大 的 意大利 科学 家 人 匣 利 略 (CGalileo) ,为 什么 一 次 扔 三 个 
一 一 * 懂 子 所 得 和 为 10 要 比 和 为 8 来 得 频繁 得 密 . 另 一 位 财 徒 德 米尔 骑士 (Chevalier de 
一 一 一 全 Mere) 于 1654 年 问 法 国 数学 家 和 哲学 家 和 斯 卡 (Pascal) 为 什么 在 扔 两 个 盟 子 24 次 时 
把 钱 下 注 在 至 少 有 一 次 出 现 双 六 点 是 设 好 处 的 . 德 米尔 的 这 个 岂 题 实际 上 开创 了 福 率 论 的 数学 
理论 ,而 结局 当 时 还 不 可 见 到 . 
概率 论 更 已 经 成 长 得 远 远 讨 倒 它 在 赌 帘 中 的 不 和 名誉 的 起 源 , 但 它 的 基本 概念 仍 能 容易 地 用 
某 些 热 知 的 赌博 的 语言 来 叙述 . 
当 你 掷 一 校 般 子 一 一 一 校 精心 制 做 的 ,因此 有 理由 相信 其 六 面 中 之 一 向 上 是 与 任何 其 他 一 
面 加 上 同样 可 能 一 一 赌 徒 把 这 说 成 ,对 任 一 指定 之 数 赔 率 为 五 比 一 . 数学 家 则 定义 其 概率 为 六 
分 之 一 . 如 果 我 们 现在 问 : 掷 两 枚 仍 子 得 到 一 个 3 和 一 个 4 的 概率 是 多 少 ? 为 了 方便 起 见 , 我 们 
把 一 术 骨 子 做 成 白 的 , 男 一 要 向 成 红 的 . 白 般 子 上 六 个 结果 之 任意 一 个 可 以 配 上 红 般 子 上 六 个 
结果 之 任意 一 个 , 现 总 共有 36 个 办 法 把 这 两 梳 贷 子 抛 下 ,所 有 的 配合 都 同等 可 能 , 颜色 的 区 别 
使 得 下 面 的 事情 变 得 清楚 ,一 个 红 3 和 一 个 白 4 是 与 一 个 白 3 和 一 个 红 4 不 同 的 一 次 抛掷 , 抛掷 
出 一 个 3 和 一 个 4 一 一 这 是 我 们 满意 的 情形 ,其 数目 为 2 一 与 同等 可 能 的 情形 的 总 数 36 之 比 
值 , 即 其 禄 率 是 2/36 或 1/18. 
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抠 两 疏 虎 子 得 和 为 ? 的 概率 是 多 少 ? 一 位 有 经 验 的 赌 徒 知道 ? 是 一 个 “六 式 点 ”, 这 是 他 用 
来 说 一 共有 六 个 满意 的 情形 的 说 法 (6 与 1,1 与 6,3 与 4,4 与 3,5 与 2,2 与 5). 所 以 抛掷 两 枚 航 
子 得 和 为 ? 的 概率 是 6/36 或 1/6. 

一 般 来 说 , 任 一 事件 的 概 这 是 定义 为 由 事件 的 满意 情形 数 除 以 同等 可 能 的 情形 的 总 数 . 一 
个 不 可 能 事件 (无 满意 的 情形 ) 的 概率 显然 是 0, 而 一 个 必然 事件 (所 有 情形 均 满 意 ) 的 概率 是 1. 
在 其 他 情形 其 概率 是 介 于 0 与 1 之 间 的 某 个 数 . 

逻辑 上 谨慎 的 读者 可 能 已 经 注意 到 这 个 概率 的 定义 中 的 一 个 使 人 困惑 的 方面 . 因为 它 说 到 
了 “同等 可 能 ”的 事件 ,此 定义 可 以 说 是 狗 昱 自己 的 尾巴 打 圈 ,就 是 说 ,用 概率 的 术语 来 定义 概 
率 . 这 个 困难 , 它 引起 大 量 技术 性 的 讨论 ,可 用 下 述 两 种 办 法 之 一 来 处 理 .* 


当 人 们 论 及 纯粹 的 数学 的 概率 论 时 ,“ 同 等 可 能 的 情形 "是 -个 公认 未 定义 的 概念 ,类 似 于 
几何 学 中 理论 上 的 “点 "和 * 线 ”. 并 且 有 这 样 的 情形 ,诸如 男性 与 女性 的 统计 ,其 中 通常 有 关 *“ 同 
等 可 能 的 情形 "的 概念 是 人 为 的 ,因而 必需 推广 这 个 概念 . 这 个 关于 同等 可 能 的 情形 虽 是 未 定义 
的 概念, 但 在 此 基础 上 却 可 以 建立 一 个 逻辑 上 相 容 的 理论 ,正如 欧 氏 几何 是 从 理论 上 的 点 和 线 
发 展 起 来 的 . 人 只 有 通过 经 验 才 能 决定 任何 实际 的 事件 是 否 符合 于 理论 . 当然 ,经 验 的 回应 是 ， 
这 个 理论 事实 上 的 确 有 着 有 用 的 应 用 . 

避免 这 个 进退 两 难 的 另 一 个 办 法 说 明 如 下 ,用 一 个 特定 的 人 般 子 抛掷 得 4, 我们 定义 其 概率 
为 ,在 本 质 上 一 致 的 条 件 下 , 作 充 分 长 序列 的 抛掷 ,看 其 中 得 4 的 抛掷 所 占 的 实际 分 数 . 这 个 “ 频 
数 定义 "导致 所 谓 的 统计 概率 . 

在 概率 的 数学 定义 基础 上 ,已 经 发 展 起 一 个 广阔 而 且 迷 人 的 理论 . 我 们 这 里 只 能 提示 可 解 
类 的 问题 的 范围 与 趣味 , 在 一 场 选举 中 的 两 个 竞争 的 候选 人 最 终 分 别 获得 m 和 张 选票 ,加 大 
于 .他 们 都 正 坐 在 他 们 的 收音 机 旁 收 听 计 票 , 最 终 获胜 者 始终 保持 得 票 领先 的 概率 是 多 少 ? 答 
案 是 (m 一 n)/(m 十 n), 一 位 商店 老板 平均 每 周 卖 出 某 商品 10 件 . 每 个 星期 一 他 应 该 存货 多 少 ， 
才能 使 顾客 因 买 不 到 货物 而 失望 的 机 会 缩减 到 1/20? 答案 是 15. 把 -- 支 牙签 扔 到 一 打 花 上 ,在 
的 宏 甸 宽度 与 牙签 长 度 一 样 . 牙签 落 在 一 个 裂缝 上 在 所 有 情形 中 占 多 少 ? 答案 是 2/x, 其 中 是 
热 知 的 常数 ,我 们 在 中 学 几何 课 中 都 遇见 过 . 一 个 酒店 位 于 一 位 顾客 的 家 东 10 个 街区 北 7 个 街 
区 . 如 果 他 豆 成 这 样 , 以 至 在 每 个 拐角 处 他 继续 直 走 或 右 转 或 堪 转 是 纯粹 磁 机 会 ,他 最 终 回 到 家 


* 译注 :上 一 篇 艾 也 尔 著 “机 会 "一文 从 哲学 角度 对 "机 会 >( 亦 即 偶然 机遇 ……) 的 概念 作 了 详尽 的 
分 析 . 
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的 概率 是 多 少 ? 这 是 在 物理 学 上 有 重要 应 用 的 非常 一 般 的 “随机 游 动 "问题 的 一 个 平凡 情形 ; 随 
机 游 动 ,举例 来 说 ,可 以 应 用 于 布朗 运动 , 即 悬 泽 于 溢 体 中 的 很 小 的 粒子 由 于 液体 的 运动 着 的 分 
子 的 偶然 碰 提 而 引起 的 运动 , 这 个 问题 首先 被 爱 因 斯 坦 顺带 地 解决 了 ,当时 他 才 26 岁 ， 


机 会 有 许多 定律 . 我 们 必须 避免 哲学 上 的 一 些 难 题 ,如 为 什么 机 会 看 上 去 似乎 是 -一切 秩序 
和 规律 性 的 有 反 义 , 却 能 够 最 终 用 定律 的 术语 来 描写 . 让 我 们 考虑 大 数 定律 , 它 在 整个 概率 论 中 起 
着 中 心 作用 . 

大 数 定 律 已 经 被 人 们 用 很 严格 的 办 法 对 于 非常 一 般 的 情形 得 到 证 明 . 事情 的 精髓 可 以 用 一 
个 简单 情形 来 解释 . 假设 某 人 用 一 枚 对 称 的 硬币 做 了 很 大 一 个 数目 的 抛掷 ,并 记录 下 正面 和 反 
面 出 现 的 次 数 . 大 数 定律 的 一 方面 一 一 比较 为 人 所 熟知 的 一 面 一 一 说 , 抛 据 充 分 多 次 后 我 们 能 
够 使 正面 出 现 次 数 与 抛 毛 总 数 之 比 和 预测 慎 1/2 之 差 小 于 你 所 希望 的 ,大 数 定律 说 这 件 事 能 如 
你 期 望 的 那样 可 能 . 例如 你 要 想 使 比值 和 1/2 之 差 小 于 1/100 000 ,并 且 如 果 你 要 想 有 99 色 的 把 
握 ( 即 概率 二 0.99) ,要 达到 这 个 自 标 , 则 有 一 个 完全 确定 的 并 且 无 疑 是 一 个 很 大 的 抛 据 数 自 , 抛 
掷 到 这 么 多 次 就 能 满足 你 的 要 求 . 应 当 注 意 ,并 不 存在 某 一 个 热 掷 的 数目 ,不 论 多 人 委 大 ,会 实际 
仔 证 正面 出 现 的 分 数 离 1/2 小 到 17100 000， 这 个 定律 只 是 以 一 个 很 精确 的 方法 说 , 当 试验 的 数 


站 和 


来 “这些 人 含糊 过 去 ,而 没有 真正 理解 . 那些 人 有 时 会 误解 的 地 方 有 两 点 ， 

头 一 点 是 与 大 数 定律 的 鲜 为 人 知 的 另 一 方面 有 关系 的 . 同一 个 定律 始 告 诉 我 们 成 功 的 比率 
当 试验 次 数 增加 时 趋向 于 越 来 越 好 地 符合 成 功 的 概率 ,这 一 个 定律 也 告诉 我 们 , 当 我 们 增加 斌 
验 次 数 时 ,其 成 功 的 绝对 数 趋向 于 越 来 越 偏 离 所 期 望 的 数 . 例如 ,假设 一 枚 硬币 抛 据 100 次 得 40 
次 正面 ,而 继续 抛掷 到 1 000 次 时 得 450 次 正面 . 正面 对 总 抛 所 之 比率 从 百 分 之 40 变 成 百 分 之 
45, 从 而 趋向 于 接近 百 分 之 五 十 或 1/2 这 一 概率 期 望 值 但 是 在 100 次 抛 搓 中 正面 的 绝对 数 40 
与 理论 期 望 数 50 相差 只 有 10, 而 在 1 000 次 抛 搓 中 正面 的 绝对 数 450 与 期 望 数 500 相差 50 ,是 
前 面 的 五 倍 , 于 是 比率 在 改善 ,而 其 绝对 数 则 已 经 变 坏 了 . 

第 二 点 经 常 被 误解 的 是 :任意 一 次 抛掷 相关 于 以 前 抛 搓 所 得 结果 是 独立 的 . 如 果 正 面 已 经 
连续 出 现 若 干 次 ,许多 人 倾向 于 从 为 平均 值 定律 会 使 下 一 次 抛掷 反面 出 现 要 比 正面 更 可 能 *. 
夺 认 为 硬币 是 一 校 没有 缺点 的 对 称 的 ,事情 肯定 不 是 这 样 . 即使 在 一 个 非常 长 的 连续 不 断 的 正 


* 译注 : 见 “ 机 会 "一 文中 的 蒙特 卡 罗 伴 廖 . 
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面 出 现 之 后 ,一 个 无 缺陷 的 硬币 在 下 次 抛 抑 中 正面 和 反面 的 出 现 仍然 是 精确 地 等 可 能 的 , 实际 
上 ,大 数 定律 的 上 述 这 个 鲜 为 人 知 的 方面 使 事情 成 为 这 样 , 当 我 们 继续 殷 搓 时 , 越 来 越 长 的 不 间 
断 的 正面 或 者 反面 的 序列 会 发 生 , 虽然 同一 定律 的 为 人 熟知 的 方面 向 我 们 保证 ;尽管 有 这 样 大 
的 绝对 数 偏差 ,正面 与 反面 之 比率 是 越 来 越 趋 阿 于 1. 


所 有 这 些 注 记 当 然 适 用 于 任 一 独立 试验 的 序列 , 概率 理论 也 已 经 很 有 成 效 地 被 应 用 于 相关 
试验 的 译 列 一 一 即 应 用 于 诸如 医药 ,遗传 等 等 所 产生 的 事例 ,其 中 过 去 的 事件 的 确 影响 型 在 的 
概率 ,这 种 研究 被 称 为 原因 概率 . 

假设 我 们 有 一 只 盖 起 来 的 盒子 ,关于 它 我 们 只 知道 它 装 了 很 多 很 多 的 小 彩 球 , 假设 不 往 盒 
手 蜂 面 崔 ; 我 们 抓 出 一 把 并 且 发 现 我 们 拿 到 的 球 中 三 分 之 一 是 目的 ,三 分 之 三 是 红 的 . 关于 盒子 
里 的 混合 物 我 们 能 做 出 一 个 概率 的 陈述 吗 ? 

这 个 示意 性 质 的 问题 , 昕 上 去 很 形式 而 且 平 凡 , 却 与 通过 试验 以 获得 关于 自然 界 的 知识 的 
进程 的 真正 本 质 是 密切 相关 的 , 可 以 说 ,自然 界 是 一 个 大 的 盖 着 
的 念 子 ,其 内 容 起 初 是 未 知 的 , 我们 从 盒子 中 到 出 样本 , 即 我 们 
做 试验 ;可 由 此 得 出 什么 样 的 结论 ,它们 是 如 和 何 得 出 的 ,它们 有 
多 么 可 靠 ? 

这 是 一 个 在 概率 论 中 和 在 相关 的 统计 领域 中 已 经 引起 了 相 
当 长 期 的 争论 的 主题 ,上面 陈 述 的 有 关 彩 球 的 问题 事实 上 是 一 
个 不 适当 的 问题 ,应 用 于 此 人 处 的 概率 论 定理 ( 它 被 称 作 员 叶 斯 
(Bayes) 定 理 , 它 首先 由 一 位 牧师 发 现 ) 弄 清楚 了 样 术 的 试验 证 
据 如 何 能 推断 出 一 个 看 法 ,而 改变 早先 已 知 的 有 关 盒 中 的 内 容 
的 看 法 ;但 是 该 定理 之 应 用 要 求 你 在 试验 之 前 就 有 一 个 看 法 . 你 
不 能 够 仅仅 由 试验 的 结果 就 作 一 个 各 式 各 样 混合 比例 的 概率 的 
结论 .如果 多 次 重复 的 试验 不 断 给 出 相同 的 结果 为 三 分 之 一 白 卡 罗 有 一 画 连 续 出 现 32 次 红 
色 和 三 分 之 二 红色 , 则 当然 证 据 越 来 越 压倒 以 前 所 持 有 的 相反 名 ,这 个 概率 是 (1 及 j3 或 者 
的 见解 而 不 论 它 的 性 质 是 什么 . 大 狗 四 半 亿 从 之 一 ， 

近年 来 发 展 了 一 种 研究 这 类 一 般 类 型 情况 的 新 方法 ,在 其 
中 人 人 们 希望 从 试验 证 据 中 提取 所 有 的 合理 的 推断 . 虽然 除非 你 具有 或 者 假设 一 些 先 有 的 见解 ， 


贝 叶 斯 定理 就 不 能 应 用 , 现 已 发 现 其 他 的 与 统计 理论 有 关 而 不 是 纯粹 概率 论 的 方法 足以 提取 出 
最 有 用 的 结论 . 


轮 盘 赌 的 下 注 可 能 出 现 多 
种 违反 概率 论 的 情况 , 在 槛 特 
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概率 的 意义 是 什么 ?下面 这 个 例子 的 意思 究竟 是 什么 ?例如 对 一 位 病人 说 :“ 如 果 你 决定 
申请 这 项 外 科 手 术 ,你 将 获救 并 痊愈 的 概率 是 0.72. "显然 ,这 位 病人 只 会 去 做 一 次 试验 , 即 一 次 
手术 ,而 是 试验 要 么 成 功 要 么 失败 . 数目 0.72 对 他 来 说 有 什么 有 用 的 意 闵 ? 

对 这 个 问题 ,以 及 实质 土 对 任 一 涉 吕 一 个 慨 率 的 解释 的 问题 ,其 答案 是 ;“ 如 果 有 很 大 数量 
的 像 你 一 样 的 个 体 , 并 匡 在 你 现在 的 情况 下 申请 这 个 手术 ,他 们 中 每 100 人 人 里面 大 约 72 位 将 获 
救 并 且 恢 复 健康 . 个体 的 总 数 越 大 ,比率 将 越 接 近 百 分 之 72.” 

这 个 管 案 初 看 上 去 似乎 有 点 人 为 造作 和 令 人 失望 . 它 隐 会 地 包含 着 某 些 完全 不 现实 的 条 
件 .需要 一 个 复杂 的 直观 的 方法 来 将 此 陈述 转变 成 有 助 于 决策 . 然而 不 管 怎么 说 ,经 验证 明 这 种 
陈述 仍 是 很 有 用 的 ， 

一 个 理论 可 以 按照 它 是 否 与 实际 经 验 相符 合 而 被 称 为 正确 或 者 错误 . 在 这 种 意义 下 ,概率 
理论 究竟 能 否 被 证 明 为 正确 或 者 错误 ? 

在 严格 的 意义 下 其 回答 是 否 . 如 果 你 扫 掷 一 枚 硬币 ,你 期 望 获得 大 约 一 半 的 正面 . 但 是 如 果 
你 抛 括 100 次 得 到 的 不 是 预期 的 50 次 而 是 75 次 正面 ,你 并 没有 推翻 概率 论 ;概率 理 论 能 够 容易 
地 计算 出 在 100 次 抛掷 中 得 到 75 次 正面 的 机 会 . 如 果 那 个 概率 被 写作 1/N ,于 是 你 可 期 望 如 果 
你 抛 据 100 覆 硬 币 N 次 ,在 N 次 中 大 约 一 次 你 将 实际 得 到 75 个 正面 . 因此 ,假设 你 现在 抛 迫 
100 核 硬 币 N 次 ,并 且 假 设 你 不 是 如 你 期 望 的 那样 只 有 一 两 次 得 到 75 个 正面 ,而 是 比如 说 25 
次 ! 现在 是 否 概 率 论 被 推翻 了 ? 

还 是 没有 . 因为 现在 已 经 发 生 的 这 个 事件 虽然 极为 罕见 ,但 仍 是 一 个 其 概率 可 以 计算 的 事 
件 ,虽然 其 概率 是 非常 地 小 ,但 它 不 是 零 ， 于 是 人 们 继续 再 做 一 个 新 的 试验 , 它 由 多 次 重复 前 而 
的 试验 所 组 成 并 且 甚 至 如 果 奇 迹 不 断 出 现 ,从 概率 论 的 观点 看 ,这 些 都 不 是 不 可 能 的 奇迹 

因此 ,在 一 种 严格 的 意义 下 概率 论 不 能 被 证 明 是 正确 或 者 错误 . 但 是 事实 上 这 是 一 个 纯粹 
的 虚幻 的 困难 . 虽然 概率 论 不 能 被 严格 地 证 明 是 正确 或 者 错误 ,但 它 能 够 被 证 明 是 有 甫 的 . 经 验 
的 事实 说 明 它 是 起 作用 的 ， 

有 着 两 个 不 同 的 或 者 至 少 表 而 上 不 同 的 一 一 类 型 的 问题 概率 论 对 它们 有 用 . 对 于 第 一 
种 类 型 的 问题 应 用 概率 理论 并 非 因 为 我 们 深信 我 们 必须 用 它 , 而 有 是 因为 它 是 非常 方便 的 ， 对 于 
第 二 种 类 型 的 问题 ,概率 理论 看 上 去 似乎 甚至 理论 上 也 是 不 可 避免 的 . 然而 ,我 们 将 看 到 这 两 种 
情形 之 间 虽 然 在 实际 价值 上 确 有 差别 ,但 实际 上 这 种 差别 只 是 一 个 错觉 

第 一 种 类 型 所 讨论 的 可 以 看 作 是 决定 论 性 的 情形 ,但 是 它 是 如 此 复杂 ,其 结果 就 所 有 实际 
站 的 而 言 都 是 不 可 预测 的 . 在 这 种 情形 中 ,我 们 发 现 最 后 的 结果 常 以 一 种 非常 敏感 的 方式 依 闲 
于 一 个 很 大 数 且 的 原因 的 作用 . 许多 这 种 原因 可 以 使 得 结果 的 特性 在 某 种 程度 上 变 得 不 清楚 ， 
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三 牌 戏 , 古 时 候 称 为 三 箱 间 
题 ,是 概率 容易 使 人 上 当 的 一 个 例 
子 .共有 三 张 牌 ,一 张 牌 两 面 白 ;第 
二 张 一 面 白 另 一 而 红 ; 第 三 张 两 面 
红 (A). 发 牌 者 在 一 个 帽子 里 洗 牌 
(B) ,取出 一 张 平 放 在 桌面 上 .这 张 
牌 上 面 是 红 的 {C) ,发 入 者 现在 说 . 
显然 这 不 是 那 张 两 画 千 外 的 牌 
(D). 它 必 是 红 白 或 红 红 (E). 愿意 
一 比 一 地 赌 另 一 面 是 红 的 , 央 为 输 
赢 各 半 ". 这 对 别人 来 说 是 不 利 的 
赌博 . 实际 上 有 三 种 可 能 的 情形 
(有 ,其 一 是 另 一 面 为 白 - 其 余 两 种 
是 红 红牌 之 一 面 或 者 另 一 面 , 因此 
下 一 面 为 红 的 机 会 是 2 对 1. 


E 
bs 
全 


或 使 详细 研究 成 为 不 可 行 ,但 是 至 少 还 可 以 想像 ,如 果 值得 的 话 ,科学 能 够 逐个 分 析 每 一 个 硕大 
并 从 而 达到 一 个 理论 , 它 能 够 预示 和 解释 将 发 生 什么 . 在 那 种 情况 下 ,说 其 主要 的 最 终结 果 “ 依 
和 了 机会， 其实 只 是 我 们 的 一 种 方便 说 法 , 即 是 说 ,其 本 身 之 复杂 使 得 实际 上 不 可 能 做 出 分 析 ， 
但 是 也 正 是 这 种 复杂 性 保证 了 能 够 通过 概率 论 的 定律 来 描写 一 种 大 体 上 的 行为 

抛 撕 一 枚 硬币 可 能 也 是 这 种 情形 的 最 简单 而 且 最 熟悉 的 例子 . 为 什么 一 枚 硬币 落下 时 是 正 


274 页 . 几 个 数学 分 支 


曾 或 反面 似乎 没有 什么 重要 的 神秘 原因 , 这 枚 硬币 在 上 训 上 的 精确 位 置 ,运动 和 旋转 的 速度 由 于 
指头 给 定 , 空 气 的 阻力 ,等 等 . -个 人 可 以 说 出 他 为 了 计算 所 需 知 道 的 一 切 ,根据 台 知 的 动力 学 
定律 米 确定 这 怕人 硬币 落下 后 会 是 正 而 或 反而 , 但 是 这 样 一 项 研究 会 是 非常 复杂 ,并 且 会 要 求 非 
常 精确 而 广泛 的 定量 的 信息 . 

在 产 看 的 口 间 生活 中 有 许多 这 一 类 的 情况 ,我 们 运用 概率 理论 于 其 中 并 不 是 因为 清楚 地 知 
道 " 机 会 "在 其 中 起 着 某 种 含糊 不 清 而 且 神 秘 的 作用 ,而 是 首先 因为 情况 是 如 此 复杂 ,如 此 费解 
地 钙 如 此 众多 的 微小 因素 所 作用 ,以 致 企图 详细 分 析 它 是 麻烦 到 令 人 不 敢 问津 . 保险 公司 的 经 
验 ,不断 地 打 电 话 以 及 申 此 而 来 的 对 电话 安 换 装备 的 需要 , 当 人 们 希望 评估 许多 对 象 的 质量 或 
省 许多 个 体 的 意见 时 所 用 的 抽样 技术 ,常用 的 测量 误差 理论 ,流行 病 学 中 的 问题 ,气体 的 动力 学 
班 论 一 所 有 这 些 实例 都 是 由 于 其 中 原因 太 多 太 人 复杂, 并 月 (或 者 ) 了 解 太 贫乏 以 至 不 允许 做 出 
完全 的 决定 性 的 理论 . 所 以 我 们 用 概率 论 来 处 理 它 们 . 但 是 在 所 有 这 些 情形 我 们 将 同意 虎 加 莱 
(foincare) 的 说 法 ,机 会 * 仅 是 关于 我 们 的 无 知 程度 的 度量 ”. 

第 二 种 类 型 的 概率 问题 初 看 上 去 似乎 很 不 相同 . 现在 大 多 数 科学 家 相信 自然 界 某 些 最 基础 
的 事物 本 质 上 不 可 避免 地 是 概率 的 , 例如 在 现代 量子 理论 中 , 它 成 了 我 们 关于 原子 的 知识 的 基 
础 , 企图 计算 某 个 电子 在 某 个 瞬间 将 会 在 那里 看 来 不 仅 不 可 能 而 生根 本 无 意义 . 一 个 人 能 够 做 
的 是 例如 通过 薛 定 得 CSchraedinger) 波 方程 推算 出 一 个 概率 位 置 函 数 的 值 , 一 个 人 不 能 预报 这 个 
电子 将 在 何 处 ,你 只 能 计算 它 将 在 或 将 不 在 某 给 定 地 方 的 概率 . 而 且 任 何 企图 设想 一 个 实验 来 
指出 该 电子 正好 在 何 处 ,这 样 来 消除 这 个 概率 的 含 精 性 ,已 证 明 是 一 个 必然 失败 的 实验 , 它 会 破 
坏 了 提出 原来 问题 的 条 件 . 

应 当 指 出 ,还 是 有 一 些 科学 家 不 接受 概率 论 在 原子 现象 中 的 不 可 避免 的 作用 . 最 著名 的 当 
然 是 爱 因 斯 坦 (Einstein) ,他 曾 用 颇具 个 性 的 方式 说 过 :“ 我 不 会 相信 上 帝 在 则 世界 玩 艇 子 ” 但 
是 还 应 当 指 出, 伟大 的 天 才 的 爱 因 斯 坦 在 这 一 点 上 是 属于 一 个 很 小 的 少数 派 . 

局 这 种 不 可 癌 避 的 方式 与 概率 论 相 关联 的 问题 是 属于 最 根本 的 一 类 问题 的 . 量子 理论 和 统 
计 力 学 ,它们 合 起 来 成 物理 字 害 的 基本 理论 的 一 个 很 大 的 部 分 ,本 质 上 是 建立 在 概率 论 之 上 的 . 
控制 着 生命 世界 的 遗传 的 基因 重组 是 服从 概率 论 的 定律 的 . 在 人 类 生活 中 起 着 如 此 巨大 和 如 此 
明显 作用 的 通讯 ,其 过 程 之 内 部 特征 最 近 被 发 现在 本 质 上 也 是 概率 论 的 . 永远 流向 未 来 的 时 间 
概念 也 被 证 明 依赖 于 灼 变化 ,因而 是 基于 概率 论 的 观念 的 . 推断 与 证 据 的 整个 理论 ,以 及 事实 
上 一 般 的 知识 ,都 回归 到 概率 论 . 

我 们 现在 可 以 看 到 ,如 果 我 们 希望 逻辑 上 很 精确 , 这 两 个 类 型 的 概率 问题 不 像 我 们 最 初 候 
设 的 那样 的 不 相同 , 难道 可 以 精确 地 想像 一 枚 硬币 的 下 落 是 复杂 的 但 是 确定 性 的 ,而 一 个 电子 
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的 位 置 却 是 本 质 上 不 可 确定 的 网 ? 显然 不 是 . 从 一 个 整体 的 和 实际 的 观点 来 看 , 带 无 疑问 ,以 很 
细心 的 实际 测量 为 基础 ,再 加 上 动力 学 理论 的 全 部 解析 方法 ,人 们 可 以 颇 为 成 功 地 处 理 硬 币 抛 
撞 癌 题 . 然而 ,下 和 面 这 个 说 法 世 对 ,这 核 硬 币 是 由 基本 粒子 做 成 的 ,而 基本 粒子 的 位 置 和 运动 从 
当今 科学 观点 看 来 ,只 能 在 概率 论 的 意义 下 理解 . 因此 ,我 们 可 以 把 当初 在 两 种 类 型 情形 之 间 的 
区 别 说 得 更 仔细 ,我 们 说 第 二 种 类 型 的 问题 ,无 论 取 多 大 的 尺度 ,本质 上 都 是 不 确定 的 ,而 第 一 
种 类 型 只 论 及 大 尺度 现象 ， 把 它们 看 成 决定 性 的 现象 是 很 有 用 的 ， 时 然 这 些 大 尺度 的 现象 归根 
结 蒂 依赖 于 小 尺度 的 概率 性 的 现象 . 


科学 (例如 数学 ) 讨 论 有 关 理 论 的 一 些 命题 ,这 些 命题 在 逻辑 上 是 精确 的 ,但 是 “真理 ”的 概 
念 并 不 适用 于 它们 ;科学 (例如 物理 学 ) 也 讨论 关于 自然 界 的 一 些 命题 ,而 这 些 命题 不 能 在 一 种 
广 格 意义 下 被 认为 是 真实 的 ,而 充其量 只 被 认为 是 高 度 可 能 的 . 更 为 令 人 吃惊 的 是 , 当 一 个 人 讨 
论 科学 时 ,他 不 可 能 确信 无 疑 而 只 在 当 他 在 论 及 信仰 时 , 仅 在 这 时 ,他 才 真 正 能 确信 无 疑 ， 

此 外 ,有 理由 说 概率 论 在 科学 中 几乎 扮演 着 信仰 在 人 类 活动 的 其 他 领域 中 所 扮演 的 角 台 . 
因为 ,在 很 多 很 多 情况 下 , 当 科 学 完全 不 可 能 回答 “这 个 命题 是 真实 的 吗 ?9" 这 个 问题 时 ,概率 论 
却 给 出 了 一 个 基础 ,来 判断 该 命题 在 多 大 情况 上 可 能 是 真 的 . 这 骂 是 概率 论 , 它 在 许多 重要 的 情 
议 下 使 得 一 个 人 能 够 解决 由 巴特 坦 (Samnuel Butjer) 所 指出 的 悖 论 式 的 两 难 命 题 :“ 人 生 是 从 不 
充分 的 前 题 中 提取 充分 的 结论 的 那 种 艺术 ”. 
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卡 黄 (Mark Kac),1964 年 9 月 号 


位 秘书 已 经 打 好 了 10 封 信 并 写 好 了 10 个 信封 . 如 果 她 现在 完全 随机 地 (不 看 地 址 ) 将 
信 放 人 信封 ,那么 每 一 封 信 放 进 错误 的 信封 里 的 概率 是 多 少 ? 读者 知道 后 可 能 会 吃 
惊 ,其 概率 是 大 于 三 分 之 一 :更 明确 地 说 , 它 大 体 上 是 1/2.718 28…,. (这 个 著名 的 数 
2.718 28… ,或 者 e, 是 自然 对 数 的 底 , 被 让 明 是 概率 论 中 一 个 重要 的 数 ,我 们 将 会 看 到 它 青 而 三 
地 出 现 .) 

用 来 解 这 个 问题 的 方法 称 为 组 合 分 析 . 组 全 分析 中 一 个 古老 而 较为 人 所 知 的 例子 是 :从 52 
张 的 一 盘 纸 牌 中 抽出 五 张 牌 同 花 的 概率 是 和 多少? 当然 ,组 合 分 析 有 着 较 之 估计 扑克 牌 手 的 机 
会 ;或 者 回答 有 关心 不 在 醒 的 秘书 们 的 腾 想 的 行为 的 可 筑 的 问题 , 昌 为 深刻 并 有 旦 更 为 实际 的 应 
用 . 它 已 经 成 为 一 门 极其 有 用 的 数学 分 支 . 但 是 它 的 原则 可 以 最 好 不 过 地 用 简单 的 例子 来 解释 . 
让 我 们 仔细 展开 亲友 有 牌 问 题 , 从 而 我 们 能 够 觉察 它 的 某 些 概 率 性 的 含义 . 

拉 普 拉 斯 (Pierre Simon de Laplace(1749 一 1827)) 定 义 概率 为 p==n/N, 他 用 这 个 办 法 将 整 
个 袜 认 论 建立 在 组 合 分 析 之 上 . 上 述 公 式 说 ,一 个 事件 的 概率 是 该 事件 能 够 被 实现 的 途径 之 数 
目 (w» 比 上 全 部 可 能 的 事件 总 数目 (N) 之 比率 ,得 需 假 设 所 有 订 能 的 事件 是 等 可 能 的 一 一 这 是 一 
个 重要 的 限制 条 件 . 一 手 五 张 牌 同 花 的 概率 从 而 是 所 有 可 能 的 五 张 同 花 的 数目 与 所 有 可 能 的 五 
张 一 手 的 总 数目 之 比率 . 组 合 分 析 的 问题 是 计算 这 两 个 数目 . 

让 我 们 从 一 个 比较 简单 的 情况 开始 ,其 中 涉及 较 易 掌握 的 数目 : 给 了 四 个 对 象 A,B,C,D 的 
一 个 集合 ,从 它们 能 够 做 成 多 少 个 由 两 个 对 象 组 成 的 子 集 或 组 合 ? 容易 用 简单 的 配对 和 数 
《Sh 四 数 Cshu) 来 回答 它 : 大 小 为 2 的 可 能 的 组 合共 有 六 个 ,AB,AC,AD,BC,BD,CD. 然而 ， 当 
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这 里 展示 的 是 概率 论 演示 器 , 它 自动 地 产生 一 个 近似 于 钟 形 的 * 正 态 "分 布 ,或 称 高 斯 分 
布 ' 小 里 球 从 有 喧 箱 滚 入 上 口 经 过 一 个 由 六 边 形 姐 成 的 阻碍 阵 收集 于 底部 的 容器 中 . 在 每 一 阳 码 
前 ,理论 上 讲 有 一 半 的 概率 使 小 球 将 走向 右 侧 并 且 一 半 将 走向 去 侧 因此 小 球 倾向 于 按照 帕 斯 
下 三 角 的 比例 来 分 布 ( 见 下 页 插图 ) .在 此 照片 中 通过 阻碍 阵 的 小 球 因 下 落 运 动 而 模糊 不 清 这 
竺 小 球 未 能 产生 完整 的 分 布 曲 线 ,因为 有 些 还 正在 通过 渠道 运动 .这 个 仪器 册 加 尔 通 藤 十 [Sif 
Francis Galton) 首 先 构 作 而 称 汶 加尔 通 板 . 此 处 展示 的 式样 是 按照 科学 烤 料 中 心 的 一 个 设计 做 
的 ,专利 名 称 为 "Hexstart" . 
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我 们 进而 讨论 较 大 数目 的 对 象 时 ,这 个 做 法 很 快 变 得 完全 不 可 能 了 ., 我 们 必须 找到 捷径 一 一 邑 
不 用 实际 数 数 而 进行 计算 的 方法 . (组 合 分 析 有 时 被 称 为 “不 数 数 的 数 数 ”. ) 

假设 我 增加 第 五 个 对 象 ,并 考虑 从 这 五 个 对 象 可 以 形 威 多 少 个 对 子 . 显然 新 的 对 象 为 可 
能 的 配对 总 数 恰好 增加 了 四 个 ,因为 它 可 以 与 男 外 四 个 对 象 的 每 一 个 组 合 . 所 以 其 总 数 是 6 十 4 
或 10 个 可 能 的 配对 , 由 组 合 分 析 的 方便 符号 来 记 , 我 们 有 C5,2)= 二 C(4,2) 十 CL4,1),C 表示 组 
人 全数 ,而 插 号 中 的 数 分 别 表示 对 象 之 总 数 和 每 个 子 集中 对 象 的 数目 . 例如 ,C(t5,2) 意 思 是 五 个 对 
象 每 次 取 两 个 的 组 合 数 , 基于 同一 原则 为 计算 从 10 个 对 象 能 做 成 多 少 个 含 四 个 对 象 的 组 合 ,我 
们 可 以 写 下 C10,4) 一 C09,4) 十 C(9,3) ,然后 继续 约 化 到 越 来 越 小 的 数目 ,直到 我 们 最 后 用 简 
单 的 加 法 计算 出 答案 为 止 .在 实践 中 在 这 种 情形 我 们 实际 地 做 的 是 从 下 往 上 来 构 作 各 个 CC 这样 
做 记录 比较 容易 )， 


1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 i 21 35 35 21 1 
1 8 28 5°06 10 56 28 8 1 
1 9 36 84 126 128 84 36 9 
1 10 9 120 210 252 210 120 ‘5 10 


由 斯 卡 三 角 , 计 算 概率 的 一 个 工具 ,由 二 项 展开 式 的 系数 组 成 每 个 数 
是 紧 挨 着 的 上 方 两 个 数 之 和 .其 某 些 特性 和 应 用 在 行文 中 论 及 . 


整个 系统 很 方便 地 被 总 结 为 一 个 便利 的 表 , 称 帕斯卡 三 角 . 它 是 帕斯卡 做 出 的 * ,他 是 概率 
论 的 莫 基 大 之 一 . 此 三 角 由 二 项 展开 式 之 系数 所 组 成 ,每 下 一 行 表示 更 高 一 次 宕 的 系统 , 表 中 每 
一 数 是 上 一 行 中 左右 两 数 之 和 . 对 于 任何 对 象 的 集合 其 组 合 数 可 沿 着 一 行 日 左 至 右 地 读 出 . 例 


* 译注 : 一 灸 最 定 见 于 中 国 杨 次 之 著作 (1261 年 ) 中 ,故我 们 称 它 为 杨辉 三 角 . 而 帕斯卡 生 这 年 月 
为 1623 一 1662， 
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如 ,第 四 行 写 出 了 其 对 象 总 数 为 四 的 所 有 可 能 的 组 合 数 ;从 左 读 起 ,我 们 首先 得 到 一 个 “ 空 集 ” 
《不 含 任何 对 象 ) 的 集合 个 数 为 1; 其 次 为 4, 妈 含有 一 个 对 象 的 子 集 的 数目 ;再 次 为 6, 即 所 有 可 
能 的 两 个 对 象 的 组 合 的 数目 ;然后 为 4, 为 所 有 三 个 对 象 的 组 合 的 数目 ,最 后 是 四 个 对 象 的 “全 
集 ”, 利用 这 个 表 , 为 了 求 出 10 个 对 象形 成 的 四 元 集 之 数 日 ,找到 第 10 行 ,从 左边 数 起 的 第 五 个 
数 即 可 求 得 管 数 为 210. 


i 


1 它 | 世 5 6 了 总 外 但 


正面 的 概率 在 10 次 抛 币 中 产生 一 个 直方 图 令 人 联想 起 正 态 分 布 ,正如 帕斯卡 三 角 中 第 
欠 行 所 示 , 在 10 次 抛 币 中 在 全 部 1 024 个 可 能 的 序列 中 存在 210 个 序列 恰好 是 四 个 正面 .天 
此 四 个 正面 的 机 会 大 约 是 青 分 之 21. 粗略 地 算 一 下 ,在 10 次 抛 币 中 得 堆 个 ,一个 ,两 个 ,三 个 ， 
四 个 和 五 个 正面 { 水 平 值 ) 的 机 会 分 别 是 0.091 :0.01,0.045,0.12,0.21 和 0.251 铅 直 值 }. 在 19 
次 执 币 中 得 六 到 10 个 正面 其 概率 及 表示 它们 的 横 杠 的 出 现 为 递减 ,在 同样 尺度 下 1 000 次 需 


中 的 直方 图 将 会 宽 得 多 ,并且 低 得 多 ;而 者 重 定 尺 度 则 它 的 关系 将 变 成 正 态 分 布 的 曲线 


当 讨论 的 问题 中 总 数 变 得 很 大 时 ,比如 我 们 的 扑克 问题 ,甚至 帕斯卡 三 角 也 不 方便 了 . 所 幸 
概率 理论 的 先驱 者 们 曾经 成 功 地 证 明了 组 合 数 的 -个 简单 而 普遍 的 公式 , 这 个 目前 已 为 人 熟知 
的 公式 是 

Cn = 
其 中 (x, 让 表示 nn 个 对 象 中 每 次 取 个 而 1” 是 表示 “ 阶 条 ” 的 记号 ， 
在 C(10,4) 的 情形 ,消去 分 子 分 母 中 的 (mn 一)! 而 简化 成 


_lo0O*9.8.， 7 
C0 oy i 210. 
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现在 不 难 计算 扑克 牌 抽 赔 花 的 概率 . 在 每 种 花色 中 有 CC13,5) 个 可 能 的 五 张 同 花 , 因 此 在 四 
种 花色 中 总 共有 4C(13,5) 个 .而 所 有 可 能 的 五 张 手 总 数 为 C(52,5). 因此 ,从 所 有 可 能 五 张 手中 
得 到 间 花 手 的 概率 是 
13。12。11，10。9 
4C(13,5) 1。2。3。4。5 33 


C052,5) ”52。51 50- 40.48 16 600° 
l*2:3*4.5 


这 样 ,我 们 得 知 从 一 整 副 牌 中 抽 得 任何 一 种 五 张 同 花 的 机 会 大 约 是 干 分 之 二 . 

我 们 再 用 经 典 的 片 法 来 进一步 深入 研究 沂 据 硬币 的 概率 . 很 设 我 抛掷 一 枚 硬币 10 次 ;我 会 
恰好 得 到 4 个 正面 的 概率 是 多 少 ? 请 看 帕斯卡 三 角 的 第 10 行 ,我 们 发 现 10 次 抛 币 得 正面 或 反 
面 的 所 有 可 能 的 序列 总 数 是 1 024. 在 其 中 有 210 个 序列 是 包含 着 4 个 正面 ,因此 ,如 果 此 抛掷 是 
“诚实 的 ", 意 思 是 所 有 这 1 024 个 可 能 的 结果 是 等 可 能 的 , 抛 搓 10 次 恰好 出 现 4 个 正面 的 概率 
是 210/1 024 或 粗略 地 说 百 分 之 21， 

帆 斯 卡 三 角 的 任意 给 定 行 (第 ”> 行 ) 中 的 所 有 数 之 和 是 2 的 ?次 宕 (例如 ,1 024 一 22). 因此 ， 
一 般 来 说 在 ”次 扫 搓 中 恰好 得 下 个 正面 的 概率 是 Cr)72". 假设 我 们 将 10 次 搜 掷 中 得 恰好 0， 
1,2,3 等 等 直到 10 个 正面 的 概率 用 一 系列 高 度 表示 该 概率 的 矩形 作成 图 ( 见 279 页 插图 ). 此 图 
在 中 央 取 得 峰值 "得 五 个 正三 的 概率 为 252/1 024) 面 往 两 边 逐 渐 降 低 ( 低 至 得 到 无 正面 或 10 个 
正 而 的 概率 171 024), 邵 果 我 们 对 于 1 000 次 掀 掷 作成 类 似 的 图 , 它 变 得 很 宽 并 且 很 低 :最 高 点 
(对 500 个 正面 ) 并 不 在 百 分 之 25 附近 而 只 有 17100 yx, 近似 于 0.56 多 (可 能 令 人 惊奇 的 是 , 当 
抛 撞 次 数 增加 时 ,正面 向 上 的 概率 会 从 一 半 大 大 减少 . 但 是 如 果 你 看 到 了 ,正面 反面 的 出 现 严格 
为 50 一 50 的 分 划 , 只 不 过 是 可 能 结果 之 一 ,而 每 多 掷 一 次 ,可 能 结果 的 总 数 也 会 增加 ,这 样 就 不 
会 感到 奇怪 了 )， 

以 我 在 上 面 所 讲 的 为 基础 , 画 出 来 的 很 多 次 抛 拖 的 概率 图 将 是 如 此 平坦 ,以 至 于 笋 难 与 直 
线 相 区 分 .但 若 把 所 有 齿 形 的 高 都 薪 以 则 一 个 因子 (wa72) 同 时 把 底 边 用 同一 因子 收 窗 ,这 时 就 
会 看 到 这 些 撼 形 的 顶部 画 出 一 个 对 称 的 曲线 ,而 在 中 央 有 峰值 . 扫 搓 次数 越 多 ,这 个 矩形 构成 的 
训 面 就 越 赵 向 一 个 光滑 曲线 (其 图 像 见 281 页 ) ,其 方程 为 
] —z /3 
Te 了. 

e 就 是 善 名 的 数 2.718 28…, 色 自然 对 数 的 底 . (如 果 一 家 银行 会 礁 到 提供 年 利率 为 百 分 之 
100 的 利息 ,而 且 答应 连续 计算 复 利 一 一 不 只 是 按 日 、. 按 小 时 甚至 按 秒 计 息 ,而 是 按 每 一 瞬间 计 
岛 , 则 在 一 年 结束 时 一 美元 将 只 变 成 2.718 28… 美 元 . ) 


HY 一 
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当 一 枚 硬币 抛掷 许多 次 时 其 概率 图 示 紧 密 地 逼近 于 一 条 连续 曲线 说 明了 所 谓 的 大 数 定 律 . 
如 果 把 一 枚 * 诚 实 的 "硬币 抛 挪 几 十 万 次 或 几 百 万 次 ,在 试验 的 序列 中 正面 的 分 布 当 恰 当地 规定 
了 图 上 的 中 心 和 尺度 后 将 几乎 准确 地 沿 着 我 刚才 给 出 公式 的 那 条 曲线 走 . 这 条 曲线 已 经 成 为 科 
学 中 最 著名 的 曲线 之 一 . 被 大 们 称 为 " 正 态 "或 "高 斯 "曲线 , 它 已 被 用 于 描写 男人 们 和 女人 们 的 
身高 .将 豆 的 大 小 ,新 生 儿 的 体重 ,气体 中 粒子 的 速度 分 布 ,以 及 物理 和 生物 世界 中 许多 其 他 的 
性 质 ( 但 合理 程度 不 同 ). 

抛 币 与 正 态 曲线 之 间 的 引 人 
注目 的 联系 是 既 使 人 高 兴 也 寓意 200 
深远 . 它 是 概率 理论 进一步 发 展 的 
主要 刺激 因素 之 一 . 它 也 形成 了 描 50 
绘 粒 子 道 路 的 “随机 游 动 " 模 型 的 
基础 , 它 又 最 终 解 开 了 布朗 运动 的 
恋 ; 类 而 建立 起 现代 原 予 理论 的 基 
础 ， 50 i 

今天 ,概率 论 已 成 为 全 部 科学 | ete ei 
过 基石 之 一 ,而 它 的 女儿 ,统计 科 和 

; 、 55 85 天 史 有 66 有 EM5 本 的 和 和 区 

学 "已 进入 人 类 全 部 话 动 领域 之 身高 (以 英寸 计 ) 
“6 湖 往 事 * 执 普 拉 斯 的 一 段 话 。 人 们 的 身高 产生 = 个 直方 图 , 正 沪 分布 曲线 能 够 与 之 
是 多 么 有 远见 啊 : 他 于 1812 年 出 版 。 相配 合 . 在 这 个 抽样 中 有 于 375 位 妇女 .物理 学 和 生物 学 世界 
的 开拓 性 著作 8 概率 论 的 解析 理 。 中 的 许多 其 他 重要 的 实验 分 布 相 谷中 也 会 护 到 此 钟 形 曲线 ， 
论 ) 中 说 :“ 很 值得 注意 的 是 一 门 从 
考虑 机 会 的 游戏 开始 的 科学 将 成 为 人 类 知识 中 最 重要 的 东西 . ,vv 人 生 的 最 重要 的 问题 中 的 大 
部 分 实际 上 只 是 概率 论 的 问题 

看 来 "人 类 知识 中 最 重要 的 东西 "的 特点 之 一 是 ,它们 通常 要 花费 很 长 的 时 间 才能 建立 起 
来 , 在 拉 普 拉 斯 之 后 ,人 们 对 概率 论 的 兴趣 减弱 ,并 且 在 整 人 不 19 世纪 余下 的 时 间 及 20 世纪 头 两 
个 十 年 中 作为 二 个 数学 分 科 几 乎 消失 了 . 只 有 很 少 几 位 数学 家 继续 工作 ;其 中 有 卓越 的 创造 性 
的 俄国 数学 家 切 贝 雪夫 (CP. 到 Chebyshév) 和 他 的 学 生 马 尔 可 夫 (A. A. Markov){ 今 天 的 苏联 获 
得 概率 理论 的 巨大 发 展 去 归功 于 他 ). 在 物理 学 方 面 概率 论 有 许多 引人入胜 的 应 用 ;不 仅 有 爱 因 
斯 坦 (Albert Einstein 和 斯 莫 卢 元 夫 斯 基 (Marian Smoluchowski) ,在 他 们 解决 布朗 运动 问题 时 
的 应 用 ,也 有 毒 克 斯 过 (James Clerk Maxwell)， 波 尔 获 曼 (Ludwig Boltzmann) 及 吉 布 斯 (Josiah 
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Willard Gibbs}) 在 气体 动力 学 中 之 应 用 , 在 世纪 之 交 庞 加 莱 (Henrl Poincare) 和 和 希 尔 人 特 (David 
Hilbert) 这 两 位 当时 最 伟大 的 数学 家 , 曾 试图 复活 对 概率 理论 的 兴趣 ,但 是 ,尽管 他 们 的 独创 性 
和 激动 人 心 的 重要 贡献 ,人 们 对 此 极 少 反应 . 

为 什么 在 职业 数学 家 中 关于 这 个 主题 会 有 这 种 冷漠 ? 有 各 种 各 样 的 原因 . 主要 的 一 个 是 感 
到 整个 理论 似乎 是 建立 在 松散 的 和 不 严格 的 基础 之 上 . 举例 来 说 , 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 基于 所 
论 的 所 有 的 可 能 结果 都 是 等 可 能 的 这 一 假设 ;但 因 等 可 能 这 个 概念 本 身 是 一 个 概率 的 陈述 ;此 
定义 看 上 去 是 一 个 循环 定义 . 而 且 那 还 不 是 最 糟 的 缺点 , 其 实 整个 领域 都 被 蛋 论 和 其 他 困难 所 
困扰 , 在 数学 的 所 有 分 支 里 严格 性 标准 的 提高 使 概率 论 变 得 似乎 是 一 个 劳 而 无 功 的 课题 . 


然而 在 1930 年 代 , 由 于 其 时 对 其 基本 概 仿 有 了 重要 淤 清 以 及 用 到 了 它 与 测度 论 的 关系 , 概 
率 论 在 数学 家 们 中 间 重 又 恢复 了 崇高 的 地 位 . 上 面 提 到 的 测度 论 是 一 个 数学 分 支 , 远 湖 欧 几 里 
得 而 在 20 世纪 初 被 法 国 数学 家 波 莱 尔 (Emile Borel) 和 勒 风格 (Henri Lebesgue) 极 大 地 延 拓 和 
推广 了 . 为 了 理解 和 欣赏 这 个 发 展 ,让 我 们 从 一 个 著名 的 问题 讲 起 ,这 就 是 几何 概率 论 中 的 所 谓 
布 封 (Buffon) 投 针 间 题 . 假设 一 根 有 一 定 长 度 ( 例 如 4 英寸 长 ) 的 针 被 随机 地 撮 到 宽度 (用 a 表示 ) 
大 于 针 长 (例如 8 英寸 宽 ) 的 木 条 所 铺 成 的 地 板 上 ,这 根 针 将 藩 到 两 块 木 条 的 甸 上 的 概率 是 多 少 ? 
我 们 只 要 记录 针 之 中 点 在 木 条 上 的 落 点 和 针 与 一 给 定 板 甸 之 夹 和 ,就 可 以 定义 在 每 次 抛掷 后 针 的 
位 置 ( 见 283 页 上 图 ). 现在 ,我 们 也 可 以 用 在 一 个 矩形 中 的 抽象 图 示 的 方法 表示 出 该 针 的 不 同 的 可 
能 的 位 置 ( 见 283 页 下 图 ) ,在 其 中 高 表示 针 莫 下 后 其 中 点 位 置 的 纵 坐 标 ,* 而 底 表 示 角 度 ( 用 弧度 
计 ,r 等 于 180 度 ,x/2 等 于 90 度 等 等 ). 

这 个 惩 形 作为 一 个 整体 其 面积 是 xd, 它 表示 这 根 针 落下 后 能 够 取得 所 有 可 能 的 位 置 . 技术 
上 说 它 被 称 作 “ 样 本 空间 ”, 这 是 一 个 用 来 表示 在 任何 概率 试验 中 的 所 有 可 能 的 结果 的 集合 的 一 
般 术语 .( 抛 10 次 硬币 的 样本 空间 是 由 所 有 1 024 个 可 能 的 由 正面 或 反面 的 10 项 序列 的 集合 . ) 
在 这 个 抛 针 试 验 中 ,和 矩形 的 哪 一 部 分 面积 对 应 于 针 跨 在 一 - 一 条 和 甸 上 的 那些 位 置 ? 这 可 以 由 简单 的 
三 角 学 计算 出 来 ,并 且 可 以 用 这 个 矩形 中 两 个 有 曲线 边缘 的 两 块 来 表示 . 它们 拼 起 来 的 面积 用 
初等 微 积 分 可 以 计算 出 来 是 等 于 2 倍 的 已 :为 针 的 长 度 ， 

现在 假设 这 根 针 的 所 有 可 能 的 位 置 是 同等 可 能 的 , 则 该 针 落 在 一 个 锋 上 的 概率 是 图 中 深 色 
区 域 的 面积 与 矩形 总 面积 之 比 , 即 27/rd. 就 是 在 此 处 ， 这 个 理论 由 于 它 的 假定 的 随意 性 , 摔 了 
一 个 跟头 ， 确 实 不 存在 必然 的 理由 认为 在 这 个 抽象 矩形 中 所 有 的 点 是 等 可 能 的 ， 但 是 这 个 假定 


* 至 注 : 这 和 句 话 是 译 者 加 的 ， 
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抽象 图 表 中 显示 了 三 根 针 的 位 置 ,水 平 值 表示 每 根 针 与 木 条 底 边 的 夹 角 , 角 是 用 弧度 来 表 
示 , 故 在 0 到 xl180 ) 之 间 . 铅 直 值 8 是 木 条 的 宽度 (单位 为 英寸 )， 三 个 点 表示 三 次 投掷 中 针 的 
位 置 , 这 个 和 矩 形 称 为 "样本 空间 " , 它 表 示 针 落下 后 所 有 可 能 的 位 置 ， 深 色 区 域 中 的 点 表示 一 根 
针 跨 过 一 个 缝 的 所 有 可 能 的 位 置 ， 


昌 是 如 此 之 自然 甚至 不 可 避免 ,但 其 任意 性 之 程度 被 法 国 数学 家 贝 特 朗 (J. L. 下. Bertrand) 戏 剧 


化 了 :他 设计 了 了 一些 例子 (后 来 以 贝 特 朗 悖 论 而 著称 ) 其 中 的 假定 看 上 去 都 同样 自然 ,而 由 此 他 
能 得 到 同一 个 概率 问题 的 完全 不 同 的 答案 . 


这 是 一 个 令 人 不 快 的 情况 ,这 要 求 我 们 对 概率 性 假定 的 作用 和 本 质 有 一 个 更 深刻 的 理解 . 
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我 能 用 另 一 个 例子 来 较 好 地 解释 这 些 事 的 现代 观点 ， 

假设 两 位 朋友 住 在 纽约 城 的 不 同 的 郊区 ,他 们 打算 在 正中 午 在 第 四 十 二 街 的 公共 图 书馆 门 
前 会 面 . 铁路 时 刻 表 以 及 火车 准点 情况 他 们 不 知道 ,两 位 朋友 只 能 指望 在 正午 12:00 到 下 午 
1:00 之 间 的 某 个 时 候 到 达 , 他 们 约定 在 这 段 时 间 之 内 在 图 书馆 门 前 见面 ,按照 约定 ,为 了 不 浪费 
太 多 的 等 候 时 间 ,每 个 人 在 到 达 后 只 等 10 分 钟 , 若 另 一 人 仍 不 露面 , 则 随即 离开 ,. 试问 他 们 实际 
相遇 的 概率 是 多 少 ? 

我 应 当 指 出 ,虽然 这 个 例子 是 完全 人 为 的 , 它 决 不 是 没有 意义 的 问题 . 若 将 两 个 成 员 推广 为 
多 个 , 则 它 类 似 于 统计 力学 中 一 个 重要 的 未 解决 的 问题 (但 远 为 简单 ), 它 的 解决 将 对 物质 相 变 
的 理论 一 一 例如 ,从 固态 变 到 流 态 大 为 有 益 . 
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两 位 部 区 朋友 计划 在 中 午 12:00 到 下 午 1:00 之 间 在 一 间 图 书馆 前 会 面 的 可 能 到 达 时 间 
可 在 图 上 画 出 ,一 位 的 到 达 时 间 用 铅 直 值 表示 , 男 一 位 记 作 水 平 值 (以 1 小 时 为 单位 ) .有 色 区 
域 对 应 于 会 面 .为 了 相 会 他 们 必须 互 在 相差 不 到 10 分 钟 之 内 到 达 图 书馆 .正如 你 能 看 到 的 ,如 
果 一 位 于 12:20( 在 铅 直线 上 从 下 往 上 走 三 分 之 一 ) 到 达 , 而 另 一 位 于 12:401( 在 水 平 线 上 从 在 


往 有 三 分 之 二 ) 到达, 他们 将 见 不 了 面 , 因 为 点 (二 ,也 ) 落 在 阴影 区 域 之 外 . 
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概率 密度 


1200 2 0 [220 12 3] 人 2 1250 100 
如 果 只 有 一 列 火车 于 12:20 开 来 ,概率 密度 曲线 说 明 到 达 时 间 的 不 可 预测 性 的 程度 .最 可 
能 在 图 书馆 相 会 的 时 间 是 12;35. 阴影 部 分 的 面积 表示 从 12:40 到 12:44 之 间 到 达 的 概率 . 


本 


概率 密度 


0 人 设 全 从 折扣 这 外 从 近 雪 相 人 雪 遇 1 Ad 


火车 每 六 分 钟 到 达 一 列 给 出 的 密度 曲线 由 黑 线 表示 .有色 直 线 是 如 果 到 达 时 间 是 等 可 能 
的 ,这 样 的 "曲线 "就 成 了 有 色 直 线 . 


如 果 我 们 很 设 两 位 朋友 中 每 一 位 都 可 能 于 12:00 到 1:00 之 间 的 任何 时 刻 到 达 , 我 们 可 以 
像 布 封 投 针 间 题 中 那样 作出 一 个 几何 “样本 空间 *. 其 中 一 位 可 能 到 达 的 时 间 记 在 zx 轴 上 , 另 一 
位 记 在 y 轴 上 . 我 们 于 是 可 以 把 每 一 对 可 能 到 达 的 时 间 用 正方 形 图 中 的 . -个 点 来 标明 . 位 于 正 
方形 中 表示 到 达 时 间 相 差 不 大 于 10 分 钟 的 部 分 的 那些 点 意味 着 会 面 ;所 有 其 他 的 点 意味 着 “不 
相 会 ”. 如 同 投 针 间 题 那样 , 取 画 积 之 比 为 概率 ,我 们 能 算出 两 位 朋友 相 会 之 概率 为 11/36 一 不 
到 三 分 之 一 ， 


这 个 例子 说 得 很 清楚 ,我 们 已 经 做 了 两 个 不 同 的 假定 . 让 我 们 在 一 个 旬 为 一 般 的 背景 下 来 
分 析 它 们 ， 

很 一 般 地 说 来 概率 论 作 为 一 门 数学 分 支 是 讨论 复杂 事件 的 概率 计算 的 问题 的 ,所 谓 复杂 事 
性 是 由 其 概率 已 知 或 已 假定 的 “初等 "事件 所 组 成 的 集合 , 例如 , 扫 两 枚 般 子 出 现 10 是 一 个 “ 复 
杂事 件 , 它 由 三 个 初等 事件 组 成 :(1) 第 一 个 骨 子 出 现 4 面 第 二 个 为 6,(2) 第 一 个 从 子 出 现 5 面 
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第 二 个 也 是 5,(3) 第 一 个 般 子 出 现 6 而 第 二 个 出 现 4. 我 们 的 两 个 朋友 相 会 也 是 一 个 复杂 事件 ， 
而 两 位 朋友 之 一 于 12:20 到 12:25 之 间 到 达 则 是 一 个 初等 事件 的 例子 . 

在 我 们 的 两 位 朋友 会 面 的 概率 计算 中 ,我 们 做 的 第 一 个 假定 是 这 两 位 中 的 每 位 在 12100 到 
1:00 之 问 任何 时 刻 均 能 到 达 ,所 有 的 到 达 时 刻 是 “等 可 能 的 《关于 假 子 的 对 应 假定 是 每 个 般 子 
的 六 个 面 的 每 一 面 以 相同 的 概率 出 现 . ) 但 总 如果 限 制 每 个 人 只 有 一 列 火车 按 行车 时 刻 表 在 这 
一 小 时 之 间 到 达 中 央 车 站 (比如 说 是 12:20 或 更 晓 ) ,那么 这 个 假定 便 是 完全 不 现实 的 了 :他 将 
表 定 地 不 会 在 这 小 时 的 前 半 小 时 到 达 . 这 个 情况 对 应 于 两 枚 航 子 灌 了 铅 了 . 另 一 方面 ,如 果 行车 
时 刻 表 中 有 六 列 火车 从 12:00 起 每 卫 10 分 钟 到 达 一 列 , 并 且 如 果 它 们 有 时 也 会 偶然 误 点 ,这 个 
假定 便 比较 合理 了 ,虽然 如 此 可 能 还 不 能 严格 地 说 所 有 到 达 时 间 都 是 等 可 能 的 

我 们 所 做 的 第 一 个 假定 是 两 位 朋友 的 到 达 时 间 是 互相 完全 地 独立 的 . 这 个 假定 与 第 一 个 
样 是 非常 重要 的 , 用 数学 术语 来 说 , 它 反映 了 概率 的 乘法 法 则 . 这 个 法 则 说 , 当 单个 事件 之 间 是 
互相 独立 的 时 候 , 它 们 同时 出 现 这 一 复杂 事件 的 概率 是 单个 概率 之 乘积 .( 实 际 上 从 严格 的 逻辑 
观点 来 看 ,这 个 概率 的 乘法 法 则 就 是 独立 性 的 定义 . 抛掷 两 枚 假 子 时 是 假设 了 独立 性 的 (预先 
候 设 了 它们 之 问 没有 任何 联系 ) ,同样 在 两 个 郊区 朋友 进 纽约 的 实例 中 也 如 此 (很 设 他 们 都 不 和 
道 对 方 选取 的 特定 车 次 而 将 他 们 的 到 达 时 间 事 先 就 “配合 "起 来 ) 

应 当 注意 ,在 掷 般 子 问题 与 朋友 会 面 问题 之 间 有 一个 重要 区 别 . 在 第 -个 情形 可 能 的 结果 
是 有 限 的 (正好 36) ,而 在 第 二 个 情形 总 无 限 的 ,在 这 一 小 时 内 的 任何 瞬间 到 达 时 间 均 可 发 生 ; 这 
就 是 说 ,其 样本 空间 是 一 个 有 着 无 限 多 个 “点 ”的 连续 统 . 
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布朗 道路 是 一 个 粒子 被 周围 的 液体 或 气体 分 子 * 踢 了 一 脚 " 时 所 选 的 道路 , 布朗 运动 作为 一 
个 随机 过 程 ( 它 连 续 地 依赖 于 时 间 而 变化 } 能 够 用 概率 论 的 技术 来 分 析 和 建 模 (说 明 如 下 图 ). 
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多 站 


布衣 模型 可 从 好 币 的 记录 来 构 作 ,用 到 一 枚 获 币 作 两 个 抛掷 系列 ,每 个 系列 各 含 90 多 次 
抛掷 ,一 个 系列 的 结果 标 作 水 平 值 , 另 一 为 铀 直 值 .标点 的 方法 如 下 :如果 掷 出 反面 就 从 已 票 积 
起 来 的 总 数 中 减 去 1, 所 出 正面 时 则 从 昧 积 的 总 数 中 加 上 1. 头 三 邦 两 列 均 为 正面 ,而 第 四 搓 水 
料 方 向 为 正面 , 铀 直方 向 为 反面 . 黑 点 上 的 数 自 为 抛掷 数 , 有 色 线 标 出 每 掷 四 次 后 的 位置" , 正 
如 用 一 架 相 机 来 记录 一 个 布朗 运动 的 粒子 的 踪迹 时 只 显示 出 这 个 粒子 被 围绕 它 的 分 子 得 到 的 
“ 踢 脚 “的 很 少 几 个 摆动 着 的 位 置 .* 


为 了 能 够 进而 计算 概率 ,引进 了 两 个 非常 普遍 的 法 则 或 公理 , 第 一 个 涉及 互 斥 的 事件 : 即 一 
个 事件 发 生 时 另 一 个 一 定 不 发 生 . 在 几 个 互 斥 事件 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 为 单个 慨 率 之 和 
(加 法 公理 ). 第 二 个 涉及 一 对 事件 ,这 一 对 事件 中 前 一 个 发 生 蕴涵 着 后 一 个 也 发 生 . 在 这 种 情 
形 ,后 一 发 生 而 前 一 不 发 生 的 概率 为 较 大 之 概率 (后 一 事件 ) 减 去 较 小 之 概率 (前 事件 )， 


更 在, 这些 计算 复杂 事件 的 概率 的 法 财 与 几何 中 计算 面积 的 法 则 是 一 样 的 . 我 们 可 以 用 * 集 
合 " 一 词 代 幸 “ 事 件 ” 并 用 “面积 ?或 “体积 " 代 赫 "概率 ” 于 是 问题 变 成 对 集合 指定 适当 的 面积 ,而 
这 是 测度 论 的 领域 . 其 所 以 今天 称 为 测度 论 ,是 因为 现在 “测度 "一 词 已 用 来 表示 很 复杂 的 集合 
的 面积 . 

如 果 我 们 回 到 郊区 两 朋友 问题 ,我 们 注意 到 对 应 于 他 们 相 会 的 集合 是 很 简单 的 . 其 面积 ,或 


* 译注 :这 自 译 文 作者 作 了 一 些 文字 改动 ， 
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概率 ,在 欧 几 里 得 的 基本 构架 中 就 有 了 ,而 且 其 计算 可 基于 仅 为 有 限 个 互 不 交 秋 的 矩形 的 操作 ， 
在 布 封 投 针 问 题 中 ,因为 有 兴趣 的 区 域 是 由 曲线 所 包围 的 ,人 们 必须 用 到 无 限 多 个 矩形 ,但 是 其 
面积 之 计算 仍然 相对 简单 并 且 所 要 求 的 不 超过 初等 微 积分 . 有 关 由 谱 莱 尔 和 勤 贝 格 发 展 的 测度 
论 的 令 人 吃惊 和 令 人 振奋 之 处 是 仅仅 假设 无 限 多 个 不 相交 的 集合 的 测度 应 当 是 各 个 测度 之 和 
(对 应 于 要 求 无 限 多 个 互相 排斥 的 事件 出 现 一 个 之 概率 ,应 当 是 各 个 事件 单独 出 现 的 概率 之 
和 ), 这 就 可 能 对 极为 复杂 的 集合 指定 其 测度 . 

因为 这 一 点 ,测度 理论 打开 了 一 条 道路 来 担 出 和 解决 在 概率 论 中 拉 普 拉 斯 时 代 曾 是 不 可 想 
像 的 问题 . 作为 例子 ,这 里 是 在 1920 年 代 和 1930 年 代 受 到 很 大 关注 并 且 对 于 将 和 概率 理论 带 向 
数 掌 的 主流 作出 瑟 大 贡献 的 一 个 问题 . 

考虑 无 限 级 数 

1 1 
于 十 训 十 言 十 闻 十 主 十 证 十 六 十 二 十 …， 

大 家 都 知道 这 是 一 个 发 散 级 数 ;就 是 说 ,只 要 一 项 项 加 下 去 ,加 的 项 数 多 了 ,其 和 就 可 以 超过 任 
何 给 定 的 数 . 

假设 各 项 的 符号 不 全 取 正 , 面 随机 地 根据 一 枚 诚实 的 硬币 的 独立 的 抛掷 的 结果 取 正 负 号 . 
所 得 级 数 将 政 合 的 概率 是 多 少 ? 这 就 是 说 ,将 级 数 的 项 数 扩展 到 越 来 越 多 ,这 些 项 的 和 将 越 来 
越 接近 某 个 终极 的 数 的 概率 是 多 少 ? 

为 了 回答 这 个 问题 你 必须 考虑 所 有 可 能 的 由 正面 和 反面 组 成 的 无 限 序列 作为 样本 空间 . 一 
个 序列 可 能 开始 为 ,HHTTTHTH… ,其 中 日 为 正面 而 T 为 反面 . 若 令 甩 对 应 正 号 而 对 应 
人 负 号 , 则 上 述 级 数 成 为 


和 
对 每 个 这 种 序列 我 们 可 以 相配 一 个 在 0 与 1 之 间 的 实数 1,1 可 以 表 为 一 个 二 进 制 小 数 ,其 
中 数字 1 表示 互 而 数字 0 表示 T. 于 是 上 面 说 到 的 序列 可 写成 :二 0,11000101.… 二 进 制 数 形成 
一 校 弄 币 的 独立 抛掷 的 一 个 模型 . 现在 那些 得 到 收 僵 级 数 的 形成 一 个 集合 ,而 落 人 这 个 集合 的 
;的 概率 就 是 这 个 集合 的 “测度 ”, 现在 我 们 知道 那些 使 级 数 不 收 敏 的 5 所 成 的 集合 是 很 稀 玖 的 ， 


巨 的 测度 或 者 说 概率 是 零 (虽然 这 个 集合 有 很 复杂 的 构造 并 且 远 不 是 宗 集 ). 因此 这 个 间 题 的 回 
管 是 , 当 土 述 级 数 有 随机 给 定 符号 时 , 它 收 伍 的 概率 是 1. 


上 述 的 例子 是 “可 数 概率 ”的 问题 ,就 是 说 ,所 论 及 的 事件 由 离散 的 项 所 描写 在 过 去 的 三 十 
年 中 数学 家 们 继续 在 做 一 项 更 富 成 果 的 研究 ， 即 关 于 “ 苑 机 过 程 ” 的 理论 的 研究 :关于 依 时 间 而 
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连续 变化 的 现象 的 概率 性 分 析 . 随机 过 程 产生 于 物理 学 ,天 文学 ,经 济 学 ,遗传 学 ,生态 学 和 许多 
其 他 科学 领域 . 随机 过 程 的 最 简单 和 最 着 名 的 例子 是 一 个 粒子 的 布朗 运动 . 

最 近 刚 去 世 的 维 纳 (Norbert Wiener) 想 到 一 个 主意 将 布朗 运动 理论 建立 在 所 有 连续 道路 的 
集合 的 一 种 测度 理论 上 . 这 个 主意 对 概率 论 而 言 已 被 证 明 是 极 富 成 果 的 . 它 将 新 的 生命 注 人 了 
老 的 问题 之 中 ,诸如 “任意 ”形状 的 导体 的 静电 位 势 的 确定 ,这 是 一 个 占据 了 许多 著名 数学 家 的 
心头 超过 了 一 个 世纪 的 问题 . 此 外 , 它 开拓 了 许多 全 新 的 研究 领域 并 且 引 导 到 概率 论 和 数学 的 
其 他 分 支 之 间 的 令 人 陶醉 的 联系 .“* 

单独 一 篇 文章 只 能 触及 概率 论 的 很 少 一 点 主要 发 展 和 问题 之 例 . 今天 这 个 课题 已 包容 了 大 
看 新 的 领域 ,如 信息 论 ,排队 论 , 扩 散 理论 和 数理 统计 . 看 到 概率 论 已 经 成 为 工程 师 的 不 可 或 缺 
的 工具 ,同时 又 是 纯粹 数学 的 一 个 健壮 成 长 且 目 前 已 担 到 高 度 形式 化 和 十 分 严格 的 高 水 平 的 分 
支 ,人 们 就 可 以 认识 到 它 的 地 位 了 . 


我 打算 用 有 关 概 率 论 的 哲学 方面 (关于 这 方面 有 大 量 的 课题 已 经 写 出 了 许多 著作 了 ) 的 一 
个 简略 评论 来 结束 我 们 的 话题 , 其 哲学 含意 可 以 很 好 地 用 一 个 特定 的 问题 来 阐述 ,而 我 打算 讨 
论 的 是 关于 物质 行为 的 热力 学 与 力学 观点 的 一 个 冲突 有 关 . 

考虑 两 个 容器 ,一 个 内 装 气体 , 另 一 为 真空 . 如 果 这 两 个 容器 用 一 管子 连接 并 且 管 中 阐 门 突 
然 开局, 将 发 生 什么 ?根据 热力 学 第 二 定律 ,气体 从 容器 A 冲 向 容器 B 按 指数 率直 到 两 容器 之 
压力 一 样 . 这 是 炉 增 加 定律 的 一 个 表现 , 它 用 很 悲观 的 方式 预言 宇宙 中 所 有 的 物质 和 能 量 最 终 
将 耗 尽 而 安息 ,这 就 是 克 劳 修 斯 {Rudolf Clausius), 第 二 定律 的 创立 者 之 一 ,所 称 的 “ 热 妾 。 
(Wiarmetod ,直译 为 “ 热 的 死亡 ”). 

然而 ,力学 或 运动 学 关于 物质 的 观点 用 完全 不 同 的 方式 描绘 这 个 情景 . 的 确 , 气 体 的 分 子 倾 
问 于 从 较 高 压力 的 区 域 移 向 较 低压 力 的 区 域 , 但 是 其 运动 并 不 只 是 一 个 方向 的 分 子 磁 擅 墙 辟 
以 及 互相 碰撞 ,结果 按 随机 方向 移动 ,并 且 那 些 进 人 容器 B 中 的 分 子 髓 会 呆 在 那儿 也 闻 样 会 温 
游 而 加 到 容器 4 中 . 事实 上 ,上 庞 加 菜 证 明 本 一 个 数学 定理 , 像 这 样 的 一 个 动力 系统 最 终 将 回 到 任 
意 接近 它 的 最 初始 的 状态 ,使 所 有 或 基本 上 所 有 的 气体 分 子 返 同 容器 A. 


保 尔 和 塔 吉 安 娜 .次 伦 费 斯 特 (Paul and Tatiana Ehrenfest) 于 1907 年 用 -个 简单 而 漂亮 的 概 


* 译注 : 维 纳 生 卒 年 月 为 1894 一 1964. 这 里 讲 的 是 所 请 维 纳 测度 理论 . 它 开 始 了 所 调 “* 随 机 分 析 ” 这 
个 广泛 的 数学 分 支 . 它 在 物理 学 ,工程 学 ….… 中 的 作用 远 不 是 本 文 作者 1964 年 所 能 设想 的 了 . 
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率 性 的 模型 来 说 明 这 个 看 法 . 考虑 两 个 容器 A 和 B,A 中 装 有 大 量 编 了 号 码 的 球 而 B 中 没有 球 , 从 
男 一 个 装 有 写 有 数 丘 的 小 纸 条 的 容 占 中 随机 地 抽取 一 个 数 ( 比 如 说 6) ,然后 将 标 有 该 数 的 球 从 容 
大 A 中 转移 到 容器 B 中 ,将 纸 条 放 回 ,然后 继 绪 用 这 个 办 法 玩 此 游戏 ,每 一 次 随机 地 抽出 从 1 到 NN 
(最 初 在 容器 4 中 的 球 的 总 数 ) ,然后 将 标 有 该 数 的 球 从 它 现 在 所 在 容器 转移 到 另 一 容 回 . 

直观 上 显然 只 要 A 中 球 比 B 中 的 多 很 多 , 则 抽 到 一 个 数 对 应 于 A 中 的 一 个 球 之 概率 将 会 
适当 地 高 于 B 中 的 .因此 ,一 并 始 球 之 流动 肯定 地 是 很 强 地 从 闪 到 B. 继续 抽 下 法 ,找到 抽取 的 
是 和 A 中 的 数 的 概率 将 依赖 于 已 进行 过 的 抽取 而 改变 , 概率 依赖 于 过 去 的 事件 的 这 种 方式 称 为 一 
个 马尔 可 夫 链 ,并 且 在 我 们 考虑 的 这 个 游戏 中 ,所 有 有 关 的 事实 可 以 明显 地 且 严 格 地 被 演绎 帆 
来 .结果 是 这 样 ,平均 来 说 ,容器 4 中 球 的 数目 按 指 数 率 减少 ,正如 热力 学 理论 预见 的 ,直到 大 的 
一 半 的 球 进入 了 容器 B. 但 是 计算 还 表明 ,如 果 这 个 游戏 玩 得 足够 长 久 , 则 所 有 的 球 最 终 将 问 到 
容 咽 和 A 的 概率 为 1, 这 正如 庞 加 莱 的 定理 所 说 ! 


艾 伦 费 斯 特 模型 是 为 了 解释 马尔 可 夫 链 而 讨论 的 一 个 游戏 ,按照 随机 地 从 第 三 个 容器 [去 ) 
中 抽取 的 数目 从 一 个 容器 向 另 一 个 容器 转移 小 球 ,只 要 容器 A 中 的 球 比 容器 日 中 多 得 多 ,小 球 
的 流动 将 强烈 地 从 A 到 日 .按照 抽 得 的 数 在 A 中 找到 该 球 的 概率 是 随 辩 过 去 的 抽取 而 改变 . 概 
率 的 这 种 依赖 于 过 去 的 事件 的 形式 称 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 


十 均 来 说 过 多 久 它 将 回归 到 初始 状态 ? 管 案 是 抽 2* 次 ,即使 当 球 之 总 数 N 只 是 小 到 100， 
这 也 是 一 个 大 得 不 得 了 的 数 . 这 解释 了 为 什么 自然 界 中 的 行为 当 我 们 观察 它 时 只 往 一 个 方向 黎 
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et 


在 一 台电 脑 上 玩 有 16 384 个 假想 球 的 艾 伦 费 斯 特 游戏 .做 200 000 次 抽取 只 用 了 两 分 钟 . 
开始 所 有 的 球 夺 容器 A 中 ,每 抽取 1 000 次 后 A 中 的 球 数 用 一 个 小 点 来 记录 . 它 接 指数 函数 
衰减 直至 在 每 个 容器 中 有 8 192 个 球 { 总 数 之 一 半 ) 而 达到 平衡 .此 后 波动 就 不 大 了 ， 


动 而 不 是 来 回 振 动 . 人 类 的 历史 较 之 要 使 自然 界 反 转 其 自身 所 需 的 时 间 来 说 是 短 得 可 伶 的 . 

为 了 用 实验 来 检验 理论 计算 ,可 以 在 一 台 高 速 计算 机 上 玩 这 个 艾 伦 费 斯 特 游戏 . 开始 容 胡 
A 中 有 16 384 个 “ 球 ”, 每 一 段 抽 200 000 次 (在 计算 机 上 用 了 不 到 两 分 钟 ). 每 抽 1 000 次 后 记 下 
容器 A 中 球 数 而 得 一 条 曲线 , 正如 所 期 望 的 ,这 条 4 中 球 数 曲线 下 降 几 乎 完全 是 指数 的 . 当 数 目 
接近 达到 平衡 水 平 ( 即 8 192, 即 原来 数目 之 一 半 ) 后 这 条 曲线 变 得 摆动 ,随机 地 上 上 下 下 围绕 这 
个 数 波动 . 这 些 波动 有 时 被 计算 机 的 不 正常 行为 放大 了 ,然而 它们 实际 表示 了 A 中 球 数 出 现 的 
波动 . 


那些 小 的 反复 无 常 的 漂移 正 是 自然 界 的 可 变化 性 的 模型 ,所 有 这 些 状 态 都 在 我 们 的 现状 与 
热 站 状态 之 间 . 而 按 热 力学 第 二 定律 ,我 们 是 注定 要 进入 热 寂 状 态 的 ! 概率 理论 已 经 调和 了 热 
力学 与 动力 学 关于 自然 界 的 见解 之 间 的 表面 冲突 , 它 指出 如 果 淡 活 地 解释 第 二 定律 , 则 它们 之 
间 并 不 存在 真正 的 矛盾 . 事实 上 ,概率 理论 在 20 世纪 的 发 展 已 经 政变 了 我 们 的 态度 到 如 此 程 
度 ,我 们 不 会 再 企 望 自然 的 定律 是 僵硬 的 独断 论 的 定律 了 . 


绾 计 字 


书 费 泵 (Warren Weaver),1952 年 1 月 号 


统计 的 思考 有 朝 一 日 将 与 读 和 写 一 样 成 为 具有 公民 资格 者 所 必 备 ， 
威 尔 斯 (H.G. Wells) 


清楚 地 懂得 并 揭示 了 :提出 一 般 的 公理 或 假定 ,再 从 这 些 公理 或 假定 演绎 出 很 有 用 的 
一 系列 葡 普 于 其 中 的 命题 ,这 种 演绎 思维 形式 的 伟大 的 力量 . 归纳 的 思考 曾 被 称 为 “ 吞 
力 解 放 的 第 二 个 伟大 的 阶段 *, 直 到 18 世纪 未 尚未 开始 成 为 人 类 的 系统 的 工具 . 归纳 法 处 理事 
情 与 演绎 法 的 方向 相反 . 从 经 验 的 事实 开始 , 它 引 导 我 们 推断 出 一 般 的 结论 . 
演绎 的 推理 是 确定 的 和 绝对 的 , 它 的 特定 的 推断 从 其 普 忆 的 假定 不 可 避免 地 导出 . 男 一 方面 ， 
归纳 的 推理 是 不 确定 的 推断 , 归纳 推理 是 从 具体 的 经 验 和 特殊 的 事实 出 发 的 ,一 般 说 来 并 不 肯定 
能 导致 无 条 件 的 普遍 结论 . 更 恰当 地 说 ,它们 导致 关于 各 式 各 样 的 普遍 结论 的 似 真 性 的 评判 ， 
培根 (Francis Bacon) 是 第 一 个 适当 地 强调 了 归纳 方法 作为 科学 方法 的 基础 的 人 ,但 是 直到 
1763 年 英国 牧师 贝 叶 斯 (Thomas Bayes) 才 为 逻辑 学 的 这 个 分 支 给 出 了 第 一 个 数学 基础 , 才 被 
人 人 们 接受 , 为 了 对 贝 叶 斯 之 所 为 有 一 个 概念 ,让 我 们 看 一 个 完全 人 为 的 例子 . 假设 你 有 一 个 封闭 
的 盒子 ,装着 许 移 黑色 的 和 白色 的 球 , 你 不 知道 蛙 球 白 球 的 比例 ,但 有 理由 认为 友 球 和 白 球 天 的 
为 等 量 的 赔 率 为 二 比 一 . 你 到 盒子 里 面 将 球 取样 ,发 现 样本 中 四 分 之 三 为 黑色 , 好 ,在 抽样 之 前 
你 强烈 地 倾向 于 认为 未 知 的 混合物 是 半 白 半 黑 , 而 在 抽样 后 你 显然 应 该 改变 你 的 想法 ,并 且 开 
始 倾向 于 这 样 的 看 法 :人 金 于 里 黑 球 数目 比 白 球 多 , 贝 叶 斯 得 到 一 个 定理 , 它 确 切 地 指出 应 当 如 何 


人 seemersarearanemama 第 一 种 主要 归功 于 古 希 腾 人 ,他 们 最 先 
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地 用 抽样 的 证 据 来 收 改 实验 以 前 所 持 有 的 见解 . 虽然 这 个 定理 本 纯 的 用 外 已 证 实 是 假 有 展 的 ， 
但 它 是 整个 现代 统计 理论 从 而 是 归纳 推理 的 数学 理 论 的 发 痊 . 


统计 学 究竟 是 什么 ,你 会 问 ,难道 统计 学 是 如 此 一 般 和 深奥 的 东西 吗 ? 难道 统计 学 不 只 是 
宣传 者 企图 使 我 们 信服 ,或 者 甚至 有 时 是 欺骗 我 们 所 用 的 数值 信息 吗 ? 

统计 学 一 词 有 两 个 略 有 不 同 的 意义 . 在 部 知 前 用 法 中 ,确切 地 说 ,统计 学 的 确 意味 着 仅仅 是 
数值 信息 ,通常 用 表 和 图 来 表示 . 在 此 意义 下 我 们 说 《世界 天 文 历 书 包含 一 大 批 有 用 的 统计 资 

料 ,但 是 更 广 些 说 ,并 且 更 技术 地 说 ， 统计 学 是 讨论 不 确切 推理 的 科学 和 艺术 的 名 称 一 一 它 用 数 
去 寻求 有 关上 自然 界 和 经 验 的 某 些 东西 . 

归纳 推理 之 重要 性 依赖 于 这 样 一 个 基本 事实 , 除了 平凡 的 例外 ， 自然 界 的 事件 和 现象 是 大 
多 样 了 ,太太 量 了 , 太 广 泛 了 或 者 太 不 可 及 了 , 所 以 不 能 做 出 完全 的 观察 . 正如 《传道 书 》( 旧 约 圣 
经 之 ~ 篇 ) 芍 作者 说 的 :“ 没 有 人 能 明白 上 帝 从 创 沁 到 末日 的 作为 ”我们 不 能 测 出 每 一 个 地 点 也 
及 所 有 时 刻 的 宇宙 射线 . 我 们 不 能 在 每 一 个 人 身上 试验 一 种 新 的 药物 . 我 们 不 能 检验 我 们 制造 
的 每 一 数 炮 弹 和 炸弹 一 至 少 , 它 们 一 试验 就 报销 了 . 所 以 我 们 必须 满足 于 抽样 . 在 每 一 个 科学 
试验 中 得 到 的 测量 组 构成 测量 的 无 限 集合 (只 要 把 同一 个 试验 无 止境 地 做 下 去 ,使 能 得 到 测量 
的 无 限 集合 ) 的 一 个 样本 , 这 个 潜在 的 测量 的 全 集合 被 认 作 是 总 体 . 信 们 对 样本 的 兴趣 几乎 只 :在 
于 它 能 透露 有 关 它 由 之 抽取 的 总 体 的 某 些 事情 . 

有 关 样本 的 四 个 主要 问题 是 1) 如 何 有 效 弛 共生 清楚 地 措 写 样本 2) 由 这 个 样本 的 证 据 如 
何 最 好 地 推断 有 关 整 个 总 体 的 结论 ? 3) 这 些 结论 有 和 多 可 靠 ? 4) 如 何 取样 本 方 能 使 它们 尽 可 能 
了 地 说 明 问 题 并 且 可 以 依赖 ? 

问题 1 很 好 地 涵盖 了 初等 统计 学 的 主题 , 表 , 图 ,条 横 图 和 人 饼 分 图 以 及 图 解 式 的 图 表 , 它们 
很 有 用 (但 有 时 靠不住 ) ,都 是 总 结 一 个 样本 的 证 据 的 办 法 . 平均 和 值 和 其 他 有 关 的 量 一 -算术 平 
均值 ,中 位 数 , 众 数 ,几何 平均 值 ,调和 平均 值 ,四 分 位 数 , 十 分 位 数 , 以 及 其 他 一 一 对 于 类 似 的 映 
的 都 是 有 用 的 ;同时 这 些 也 必须 谨慎 使 用 ,要 考虑 它们 是 否 确实 说 明 问 题 , 例如 ,普林斯顿 大 学 
某 个 班 学生 们 毕业 五 年 后 年 新 的 算术 平均 值 ,如 果 这 个 班 碰巧 有 一 位 年 蓝 为 50 万 的 学 生 , 就 不 
是 一 个 很 有 用 的 数字 ， 

这 一 类 的 找 述 统计 学 都 是 一 些 泛泛 的 和 含糊 的 问题 ,如 “这 儿 搞 得 怎么 样 ?”; 而 所 得 答案 借 
月 有 时 主要 (erey W Bridgeman) 的 话 来 说 ,就 是 “什么 都 敢于 ,什么 都 不 管 * 的 颇 好 的 例子 . 不 

只 有 妆 我 们 进 到 问题 ?2,3 和 4 时 ,我 们 才 进 入 了 现代 数学 统计 学 的 核心 ， 
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这 三 个 问题 都 需 从 不 间 的 方面 处 理 一 个 共同 的 问题 ; 即 , 从 一 个 总 体 中 抽取 有 和 分 析 一 个 样 
本 ,关于 那个 总 体 我 们 能 得 知 多 少 , 并 且 有 和 多么 可 靠 ? 首先 ,关于 一 个 总 体 何 种 类 型 的 知识 是 可 
能 的 ? 

首先 要 记 人 和 住 , 当 我 们 在 统计 学 中 用 总 体 这 个 词 时 ,是 指 的 数 的 一 个 集合 一 一 通常 是 一 个 很 
大 的 或 者 其 至 是 无 限 的 集合 -~ 这 些 数 是 茶 些 事物 的 测量 值 . 在 无 限 集 的 情形 不 可 能 把 组 成 总 
体 的 所 有 的 单个 测量 值 一 个 一 个 地 描写 出 来 ,并 且 通 常 在 其 他 情形 也 不 现实 . 因此 ,我们 所 做 的 
是 把 类 和 拟 的 和 接近 类 似 的 测量 值 并 在 一 起 ,并 说 出 在 所 有 测量 值 中 有 此 近似 值 的 测量 值 占 多 太 
比例 ,有 另 一 些 测量 值 的 又 占 多 少 , 等 等 . 这 件 事 可 以 用 一 个 表 、 一 个 图 或 者 一 个 公式 说 出 值 的 
总 体 中 落 在 所 说 的 值 的 区 间 中 的 占 多 大 比例 来 完成 . 当 这 是 用 图 来 完成 时 ,其 结果 是 一 个 频数 
曲线 , 它 描写 所 论 总 体 中 之 测量 值 的 分 布 . 用 得 最 广泛 的 总 体 分 布 是 所 谓 正 态 的 或 者 高 斯 的 概率 
分 布 , 它 有 着 我 们 熟悉 的 钟 形 曲 线 的 形式 . 一 条 频数 曲线 当然 也 能 够 写 出 它 的 数学 方程 来 描写 . 

给 出 一 个 分 布 的 一 个 缩 略 的 描写 是 经 常 有 用 的 , 如 果 要 求 只 取 两 条 信息 , 则 我 们 通常 选取 
的 值 (统计 学 家 称 它 为 算术 中 值 ) 和 方差 .方差 定义 为 竟 体 的 所 有 测量 值 与 总 体 的 均值 的 差 的 平 
方 的 平均 值 . 它 是 关于 测量 值 分 散 程度 的 非常 有 用 的 度量 , 当 分 布 紧密 集中 于 均值 时 它 相 对 地 
小 , 当 分 布 广泛 散 开 时 它 相对 地 大 .方差 的 平方 根 称 为 标准 差 , 一 个 小 的 方差 当然 总 是 音 味 着 一 
个 小 的 标准 篇 莽 ,反之 亦 然 . 

统计 学 家 通常 用 希腊 字母 六 作为 算术 中 值 的 方便 的 记号 ,o 表示 方差 而 o 表示 标准 定 差 . 
在 正 态 分 布 的 特殊 情形 ,知道 均值 wk 和 标准 差 s 就 足够 从 一 般 的 正 态 分 布 中 挑选 出 所 需 的 特定 
扯 态 分 布 . 因此 对 于 正 态 分 布 曲 线 的 数学 公式 除 变量 以 外 只 需要 两 个 参数 请 和 .更 复杂 的 分 布 
可 能 依赖 多 于 两 个 的 参数 . 

运用 刚才 引进 的 概念 ,我 们 现在 把 后 三 个 问题 重 述 如 下 ， 

“2) 运用 一 个 样本 提供 的 证 据 , 关 于 该 总 体 的 分 布 我 们 能 说 些 什么 ? 

3) 能 刻 划 这 些 估计 的 可 靠 性 到 何 种 程度 ? 
. 4》 如何 能 选取 样本 使 能 产生 最 可 上 靠 的 估计 ? 

”在 进一步 指出 现代 统计 学 理论 能 够 给 出 这 三 个 问题 何 种 类 型 的 答案 之 前 ,我 们 稍微 停 一 
下 ,再 一 次 地 而 且 在 某 种 程度 上 更 精确 地 考虑 一 下 ,那些 只 讨论 我 们 的 原始 问题 1 的 描述 统计 
学 家 与 那些 讨论 问题 2,3 和 上 的 数学 统计 学 家 之 间 的 关系 是 有 好 处 的 . 

事实 上 描述 统计 学 家 为 概括 和 描述 一 个 样本 而 试图 用 模糊 的 和 间接 的 办 法 来 阐明 总 体 的 
本 质 . 因此 他 常常 试图 给 出 问题 2 的 某 种 非 正 式 的 和 不 精确 的 回答 :并且 他 时 常 成 功 地 得 到 实 
际 有 用 的 方法 . 他 与 数学 统计 学 家 的 区 别 在 于 他 只 用 初等 的 数学 工具 ,因此 不 能 给 出 问题 2 的 


任何 真正 精确 的 答案 . 而 对 问题 3 和 问题 4 则 完全 不 
能 给 出 任何 答案 . 

从 一 个 样本 作出 关于 总 体 的 推断 的 问题 是 -~- 个 概 
率 论 中 的 问题 . 这 个 过 程 与 有 色 球 盒子 的 抽样 这 一 人 
为 实例 之 间 存 在 着 明显 的 相似 . 重要 的 是 应 当 牢 记 当 
你 从 未 知 的 混合 物 中 抽取 一 个 样本 时 ,你 不 能 关于 混 
合 物 做 出 简单 的 概率 论 的 陈述 ,除非 你 开始 时 就 对 盒 
子 里 装 的 是 什么 有 所 知晓 , 用 技术 术语 来 说 ,这 意味 着 
你 必须 在 抽样 之 前 就 有 了 有 关 该 盒 中 全 部 可 能 的 混合 
物 可 能 是 什么 的 先 验 的 概率 , 正如 我 们 前 面 曾 叙述 过 
的 , 贝 叶 斯 定理 提供 了 一 个 基础 来 修改 这 个 原来 的 闭 
法 ,但 是 去 创始 一 个 见解 , 它 无 能 为 力 . 

贝 叶 斯 定理 提供 了 一 个 深刻 的 并 且 简 吻 的 做 法 . 
但 是 不 幸 , 它 很 难得 应 用 于 统计 理论 的 真正 严肃 的 问 
题 . 因为 有 理由 认为 在 那 种 情况 下 ,人 们 难得 有 关于 先 
验 概率 的 正面 知识 . 从 而 统计 学 必须 求助 于 更 为 复杂 
的 并 且 更 为 精致 的 定理 . 

显然 统计 学 家 不 能 够 只 赁 抽取 样本 而 确切 说 出 母 
体会 是 什么 样 的 ,因为 样本 会 变化 . 例如 ,假设 你 从 一 
个 会 有 60 多 的 白 球 和 40 儿 的 黑 球 的 混合 物 中 抽取 样 
本 ,你 没 办 法 在 每 次 抽样 时 使 得 白 黑 之 比率 都 为 
860:40, 然 面 ,对 于 一 给 定 类 型 的 母体 和 适当 的 抽样 方 
法 ,可 能 在 理论 上 得 出 样本 的 变化 的 模式 . 这 个 有 关 样 
本 变化 的 模式 的 知识 给 了 统计 学 家 一 个 立足 点 . 允许 
他 考察 样本 并 且 做 出 有 关 母 体 的 推断 来 . 

变化 的 模式 不 仅 依 赖 子 被 抽样 的 母 体 , 它 也 敏感 

地 依赖 于 抽样 的 方法 . 如 果 你 对 美国 家 庭 的 规模 有 兴 
趣 , 并 且 只 从 从 居室 以 上 的 豪宅 中 取样 ,显然 该 样本 的 
模式 是 非典 型 的 . 如 果 样 本 是 用 非典 型 的 方法 有 意 地 
挑选 出 来 的 ,我 们 称 之 为 在 证 据 上 做 了 手脚 . 但 是 样本 
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上 列 11 个 人 的 薪水 说 明 如 何 用 单独 
一 个 数 来 刻 划 一 组 数 : 薪 水 的 平均 数 
(8 159 美 元 )} 受 到 一 个 非常 高 的 六 水 
(50 000 美元 ) 的 严重 影响 . 因此 ,这 个 平均 
值 不 如 中 位 数 { 中 间 的 一 个 薪水 ) 或 者 众 数 
{出现 最 多 的 那个 薪水 ) 更 能 代表 这 一 组 数 ， 
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56 . .58 6 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 
身高 ( 以 英寸 计 ) 


有 关 8 585 位 男士 的 身高 分 布 的 频数 表现 为 一 个 正 态 分 布 的 曲线 .导出 
曲线 的 实际 的 点 没有 标注 出 来 ,图 中 表示 的 只 是 它们 的 一 个 理论 的 近似 . 


常常 是 很 无 意 地 用 非典 型 的 方法 取得 的 ， 盖 洛 普 先 生 (George Gallup) (美国 统计 党 家 ) 会 记得 这 
一 点 ， 出 

一 般 来 说 抽样 的 瞧 一 的 好 方法 是 随机 方法 , 在 随机 方法 中 样本 是 按照 纯粹 概率 性 的 准则 选 
取 的 ,个 人 的 选择 与 成 见 被 完全 排除 .假设 电视 机 显像管 在 -一 个 传送 带 上 到 过 一 位 检查 员 , 并 且 
希望 随机 地 平均 每 六 个 检查 一 个 . 检查 员 可 在 每 一 个 显像管 经 过 他 时 抛 撕 两 校 手 子 , 而 仅 当 他 
抛 得 一 对 相同 的 数 时 取 下 管子 去 检验 . 当然 ,平均 来 说 每 抛 六 次 骨 子 会 发 生 一 次 这 样 的 事 . 因此 
所 选取 的 管子 将 是 从 全 部 管子 总体 中 的 一 个 随机 样本 . 


现在 我 们 必须 注意 一 个 有 关 随 机 样本 的 变化 的 模式 的 一 个 重要 事实 . 如 果 你 有 一 个 母体 ， 
它 是 焉 态 分 布 的 ,有 一 个 确定 的 均值 和 一 个 确定 的 标准 差 . 假设 你 兴 这 个 母体 中 取 由 确定 数目 > 


* 译注 ， 盖 洛 普 民意 测验 就 是 他 首创 的 . 所 以 文中 说 他 最 理解 有 许多 抽样 都 是 由 非典 型 方法 到 得 的 ， 
尽管 可 能 是 在 无 意 中 作出 的 ， 
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项 组 成 的 随机 样本 . 对 每 一 样本 计算 其 均值 , 你 会 发 现 这 个 巾 均值 组 成 的 新 的 总 体 正 如 母体 一 
样 是正 态 分 布 的 . 因为 有 一 个 平均 过 程 已 经 参加 进来 了 , 它 比 原来 的 母体 素 集 得 更 为 紧密 . 事实 
上 上 ,其 标准 差 可 以 其 母体 之 标准 差 除 以 每 个 样本 中 的 项 数 n 的 平方 根 而 得 . 因此 ,如 果 每 个 样本 
包含 外 项 ,这 些 样本 的 均值 的 标准 差 将 是 母体 的 标准 差 的 八 分 之 一 . 

从 一 个 正 态 母体 所 得 样本 其 均值 自身 也 正 态 分 布 ,这 一 事实 告诉 我 们 正 态 分 布 的 母体 有 一 
种 再 生性 . 它们 的 后 代 ( 样 本 ) 继 承 着 它们 的 最 重要 的 特点 ( 正 态 性 ). 并 且 使 人 高 兴 的 是 进一步 
可 知 从 几乎 任 一 类 型 的 母体 抽取 大 的 样本 ,它们 的 均值 也 有 开平 正 态 的 分 布 , 

样本 模式 的 重要 性 能 够 容易 地 用 制造 业 中 的 具体 例子 说 明 . 一 个 生产 者 制造 了 大 量 的 零 
件 , 它 们 的 某 个 尺度 应 当 为 一 英寸 而 且 精密 要 求 很 高 , 对 此 产品 测量 其 随机 抽样 . 如 果 这 些 样本 
的 均值 一 贯 地 超过 一 英寸 ,生产 者 会 知道 在 他 的 生产 过 程 中 存在 着 某 种 系统 误差 . 但 是 如 果 这 
些 样本 的 均值 正好 是 一 英寸 ,并 且 当 其 母体 自 身 是 畴 绕 均值 一 英寸 正 态 分 布 时 ,样本 均值 正 县 
理论 上 预期 的 分 布 模式 . 这 时 ,这 位 生产 者 可 以 做 出 结论 ,系统 误差 已 经 被 消灭 ,而 且 他 的 制造 
过 程 已 "得 到 了 控制 ” ,| 

抽 样 不 只 是 为 了 方便 ,通常 这 是 讨论 问题 的 仅 有 的 可 能 方法 . 在 社会 科学 中 它 特别 开启 了 
用 别 的 方法 不 能 达到 的 调查 领域 . 英国 的 劳工 部 只 从 9 000 个 家 庭 在 四 半期 间 的 开支 的 详细 数 
字 中 就 能 够 对 全 国 劳动 家 庭 预算 作出 最 有 用 的 研究 . 没有 抽样 ,这 样 的 研究 将 完全 不 能 实行 . 


回 到 我 们 的 主要 论题 , 我们 现存 已 作 好 了 准备 来 讨论 问题 2 和 3. ‘我们 将 省 略 问 题 4, 它 基 
十 试验 设计 ,因为 它 是 一 个 大 问题 会 使 本 文 变 得 太 长 , ) "i 
假设 已 知 一 特定 型 号 的 电子 管 的 平均 寿命 是 10 000 小 时 而 标准 差 是 -800 小 时 . 现在 工程 师 
开发 了 管子 的 一 个 新 设计 . 检验 了 由 64 个 新 型 号 管子 所 成 的 样本 ,这 个 样本 中 的 64 个 管子 的 
平均 寿命 为 10 200 小 时 , 比 老 坪 体 之 平均 寿命 长 200 小 时 . 
现在 该 新 设计 可 能 实际 并 不 比 老 的 长 寿 些 . 在 这 情况 下 , 那 全 个 的 样本 只 是 碰巧 比 平均 的 
样本 要 好 一 些 ， 显然 那些 工程 师 想 知 道 表现 出 的 200 小 时 的 改进 是 真 的 还 是 只 是 一 个 偶然 的 变 
入 们 能 够 用 比较 实际 偏差 与 标准 差 的 办 法 来 估算 平均 寿命 之 变化 离 偶然 性 有 参 远 . 因为 由 
64 个 品 组 成 的 样本 的 均值 的 标准 差 是 母体 标准 差 的 八 分 之 ,在 这 情形 ,这 种 样本 的 均值 的 
标准 差 将 是 800 的 八 分 之 一 , 即 100 小 时 . 因此 我 们 的 新 型 管子 的 样本 中 的 :200 小 时 的 表面 的 改 
进 是 这 种 样本 均值 的 标准 差 的 两 倍 . ”i 


概率 理论 告诉 统计 学 家 ,在 样本 和 坪 体 的 均值 之 间 仅 出 偶然 机 会 产生 这 样 大 小 的 荆 别 的 赔 
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率 是 19 比 1, 他 于 是 报告 说 :“ 看 来 这 样 的 结论 似乎 是 明智 的 ,未 曾 发 生 比 较 少 有 的 事件 . 相反 ， 
那 64 个 的 样本 来 自 一 个 新 的 有 着 较 商 的 平均 寿命 的 母体 . 换 句 话说 ,我 的 结论 是 新 的 设计 可 能 
是 一 个 改进 ,” 

这 是 外 理 这 类 情况 的 一 个 普遍 使 用 的 办 法 . 刚才 的 推理 中 ,还 有 各 种 各 样 的 弱点 ,但 都 相当 
复杂 而 且 精 细 , 但 是 我 们 现在 不 去 说 它们 . 处 理 同一 问题 的 较为 令 人 满意 的 办 法 是 应 用 统计 估 
算 的 现代 理论 , 它 用 到 所 谓 置信 区 间 和 置信 系数 . 这 里 统计 学 家 是 这 样 作 的 :他 说 那 64 个 的 样 
本 来 自 一 个 新 的 母体 ,假设 它 为 正 态 的 ,但 其 均值 和 方差 未 知 ; 同 时 他 很 想 知道 有 关 这 个 母体 的 
均值 的 情况 ,因为 那 信息 会 帮助 他 做 出 结论 ,那个 新 设计 是 否 是 一 个 改进 . 

现在 我 们 必须 记 住 统计 学 处 理 的 是 不 确切 的 推断 , 我 们 不 能 期 望 统 计 学 家 做 出 绝对 肯定 的 
结论 . 我 们 必须 期 待 他 对 我 们 的 问题 总 是 给 出 两 部 分 答案 . 这 个 回答 的 第 一 部 分 是 ;* 我 最 好 的 
合计 是 ……. ”这 个 回答 的 不 可 或 缺 的 另 一 部 分 是 :“ 你 有 根据 相信 我 的 估计 的 可 信 程度 是 ……” 

因此 我 们 毫 不 惊讶 ,统计 学 家 一 开始 就 选取 了 一 个 数 . 他 称 之 为 置信 系数 . 例如 ,他 可 能 选 
取 置 信 系 数 为 0.95. 这 表示 他 打算 采纳 一 系列 行动 ,它们 平均 来 说 会 是 百 分 之 妃 士 五 地 正确 . 因 
此 我 们 知道 我 们 认定 他 的 结果 能 有 多 大 信心 . 已 经 确定 了 这 个 数目 ,统计 理论 现在 为 他 提供 了 
一 个 宽度 ,所 谓 置 信 区 间 , 其 中 点 是 样本 的 均值 . 在 我 们 的 例子 中 这 个 区 间 是 10 200 加 或 减 195 
小 时 , 即 是 从 10 005 到 10 395 小 时 , 然后 ,统计 学 家 回答 问题 2 和 3 如 下 “我 估计 新 设计 的 管子 
的 寿命 所 成 的 母体 的 均值 是 大 于 10 005 小 时 并 小 于 10 395 小 时 . 我 不 能 担保 我 是 正确 的 ;但 是 
在 多 次 这 种 陈述 中 ,我 每 一 百 次 会 有 95 次 是 对 的 . 因为 这 个 范围 高 于 老 管子 的 平均 寿命 ,我 结 
论 新 设计 可 能 是 一 个 改进 ”， 

如 果 该 统计 学 家 最 初 曾 决定 采纳 一 个 过 程 是 百 分 之 九 十 九 地 正确 ,他 的 置信 区 间 会 宽 些 . 
他 能 够 做 出 一 个 稍为 不 那么 精确 的 陈述 ,但 使 它 有 更 大 的 可 信人 性 . 反之 ,他 可 以 安排 做 出 一 个 稍 
为 精确 的 陈述 ,但 可 信 性 较 小 . 

最 后 ,让 我 们 用 更 为 精巧 的 ,被 称 之 为 “统计 假设 检验 ”的 方法 来 考察 这 同一 问题 . 这 里 人 们 
可 以 对 迟 况 开始 作 某 种 类 型 的 狂 测 ,然后 通过 一 个 统计 的 推理 看 一 看 它 是 耕 敏 感 ,以 及 敏感 到 
什么 程度 ,以 便 决定 是 取消 还 是 保持 这 个 猜测 . 

因此 该 统计 学 家 可 以 试 一 试 假设 这 个 新 设计 的 管子 平均 寿命 与 老 的 相等 . 当然 他 希望 这 是 
个 正确 的 . 虽然 这 听 起 来 有 点 荒 避 ,但 事实 上 人 们 总 是 习惯 于 从 一 个 人 们 想 要 推翻 的 假设 出 发 

这 里 正如 茸 面 的 情形 一 样 ,这 位 统计 学 家 首先 取 一 个 数 , 它 告 诉 我 们 在 这 个 陈述 中 之 可 售 
性 , 他 实际 用 的 是 某 种 可 称 之 为 “不 可 信 系 数 * 的 东西 ,因为 它 是 测度 预测 错误 次 数 的 百分比 ,而 
不 是 预测 为 正确 的 百分比 
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这 个 不 可 信 系 数 专业 上 称 为 显著 性 水 平 . 设 这 位 统计 学 家 选取 显著 性 水 平 为 0.05, 这 正好 
等 价 于 以 0.95 作为 可 信 系数. 然后 他 关于 这 个 可 信 系 数 计 算 可 信 区 间 , 因为 我 们 有 类 似 于 前 面 
的 可 信 系 数 ,我 们 已 经 知道 了 这 个 特定 的 可 信 区 间 是 从 10 005 小 时 到 10 395 小 时 , 然后 这 位 统 
计 学 家 报告 说 ;“ 老 母体 的 平均 寿命 (10 000 小 时 ?不 在 我 的 可 信 区 间 之 内 .因此 理论 告诉 我 ,应 
放弃 原先 的 假设 , 即 放弃 新 管子 的 平均 寿命 与 老 的 一 样 这 个 假设 , 这 个 原先 的 假设 当然 可 能 实 
际 是 对 的 .但 是 ,理论 进而 告诉 我 ,说 原 假 设 是 对 的 ,而 做 我 刚才 做 过 的 事情 会 犯错 误 , 这 种 情形 
只 有 百 分 之 五 的 可 能 ”, 

这 个 报告 ,如 果 人 人 科 仓 网 地 把 它 想 过 ,是 相当 不 完全 的 , 它 涪 的 是 关于 一 类 错误 的 概率 ,这 
错误 就 在 于 放弃 了 事实 上 是 正确 的 假设 . 但 是 它 有 关 另 一 类 错误 什么 也 没 说 ,这 另 一 类 错误 就 
是 当 原 假设 事实 上 是 错时 接受 了 这 个 假设 . 在 某 些 情 况 下 这 两 个 错误 之 中 有 一 个 可 能 非常 危险 
并 且 代 价 很 高 ,而 另 一 个 则 相对 地 无 害 . 还 有 许多 合用 的 更 为 精细 的 统计 学 方法 (如 被 称 为 内 
曼 - 皮 尔 逊 (Neyman-Pearson) 方 法 和 判定 函数 理论 ), 用 它们 可 碎 设 计 出 一 种 检验 ,以 便 在 估计 
这 两 个 类 型 的 错误 的 概率 时 有 一 个 满意 的 折衷. 
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党 史上 ,差不多 每 个 阶段 数学 家 都 夯 临 危机 . 这 些 危 机 是 营造 数学 的 方式 引起 的 . 
类 人 今天 的 数学 大 致 可 以 比 作 一 座 摩 天 楼 . 然而 数学 家 最 初 动工 建 楼 的 时 候 ,没有 琶 
全 二 ,没有 打下 深 深 的 基础 ,倒是 把 它 直 接 措 在 了 泥土 表面 .这 人 么 做 合情合理 ,因为 那 时 
没 人 起 着 日 后 的 高 楼 ,用 泥土 本 身 垫 底 看 上 去 靠得住 .况且 数学 家 开头 采用 的 建筑 材料 一 关 
于 数 和 交 何 图 形 的 事实 一 一 看 上 去 立足 很 稳 , 都 是 出 自 质 朴 无 华 的 “ 土 ? 经 验 . 数学 的 历史 来 源 
本 来 如 此 ,这 在 沿用 至 今 的 "元 何 " 一 词 中 依然 清晰 可 见 ， 凡 何 " 是 测量 土地 的 意思 . 
但 是 ,楼 才 和 全 出 地 面 就 露 了 馅 :七 是 播 播 晃 冕 的 ,再 扩建 可 能 整 栋 建筑 物 都 要 遵 丙 . 多 亏 古 
典 时 期 (公元 前 690 至 300 年 ) 的 希腊 人 ,不单 看 出 险情 ,而 且 补 上 了 必需 的 加 固 工 程 , 他 们 提出 
两 项 措施 , 第 一 , 选 若干 条 硬 地 ,也 好 依 条 砌 墙 . 这 些 硬 地 是 自然 界 的 自明 真理 . 第 二 ,把 钢筋 塞 
进 构架 . 钢筋 是 每 个 扩建 部 分 的 演绎 证 明 、 
数学 发 展 到 希腊 时 代 的 高 度 , 主体 不 外 欧 氏 几何 . 这 座 楼 事实 上 是 稳 的 . 也 出 过 丝 漏 ,就 是 


某 些 线段 长 度 奇 特 ,比方 说 臂 长 为 1 的 等 钴 直角 三 角形 竟 对 角 线 ,其 长 必须 为 y2. 希腊 人 只 知道 


普通 整数 , 像 v2 这 样 的 东西 不 算数 ,他 们 不 肯 接 受 .为 摆脱 困境 ,他 们 把 这 些 无 理 “ 数 ” 赶 出 大 门 ， 
断 了 替 线 段 配 长 度 的 念头 . 
然而 ,历史 事变 强迫 人 重新 考虑 这 个 决定 . 首先 ,公元 600 年 左右 ,印度 人 引进 负数 , 随后 ， 


不 及 和 希腊 人 死心 队 的 阿拉 伯 人 非但 接 爱 无 理 数 ,还 制订 了 给 无 理 数 作 运算 的 规则 , 文艺 复兴 时 


期 的 欧洲 人 拿 过 希腊 人 的 .印度 人 与 阿拉 伯 人 的 数学 之 后 ,下 不 了 决心 接受 这 两 种 外 来 成 分 , 但 
欧洲 史上 的 此 时 此 刻 , 科 学 开始 繁荣 , 像 背 日 的 希腊 人 一 样 ,欧洲 人 发 觉 数 学 在 科学 事业 中 收 关 
大 局 . 再 者 新 科学 又 应 用 到 技术 中 ,这 些 应 用 离 不 开 定量 的 结果 . 凡 经 畴 路 ,欧洲 人 才 起 用 负数 
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和 无 理 数 ;使 用 的 成 果 越 来 越 多 , 才 克 服 掉 有 背 逻 辑 的 贷 次 感 ,用 起 来 无 拘 无 束 了 ,欧洲 人 固然 
用 这 种 经 过 推广 的 算术 和 已 数 扩建 了 数学 楼 ,也 在 底下 几 层 楼 里 用 直觉 的 物理 的 支架 换 掉 了 项 
腊 人 的 钢筋 . 尽管 如 此 , 变 大 的 楼 使 游 思 浮想 有 了 安稳 的 住处 ,反对 负数 和 无理 数 的 论调 还 是 震 
了 台 . 

御 成 功 搅 得 膨 束 然 的 数学 家 冲 进 微 积 分 .微分 方程 .微分 几何 、. 变 分 法 , 冲 进 数 学 分 析 的 其 
他 分 支 , 仍 卓 一 以 贯 之 地 拿 直 觉 的 物理 的 论据 来 支撑 这 些 扩 建 的 部 分 . 怀疑 这 样 造 楼 未 必 稳 受 
的 联 巾 ,让 达 并 中 尔 式 的 规 功 压 得 星 然 无 声 ,他 的 名 言 是 “向 前 走 , 你 总 会 有 信心 的 ”, 可 是 ,直觉 
到 克 无 法 胜任 重 贷 , 境 上 露出 了 裂缝. 诸如 此 类 的 丝 漏 ,在 哈恩 的 文章 里 谈 它 们 的 性 质 . 幸运 的 
是 ,通过 波 尔 札 诺 . 哥 西 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 加 工 , 上 层 建筑 获得 了 改建 . 这 次 加 工 在 数学 史上 号 称 分 
析 的 严格 化 . 

上 层 建 筑 正 在 加 辕 , 墙 雪 一 一 希腊 人 选 定 的 公理 -一 - 却 坊 了 . 非 欧 几何 的 创造 暴 锯 出 欧 氏 
儿 何 不 是 坟 硬 的 墙 林 ,看 似 过 硬 只 是 勘查 肤浅 所 致 . 非 欧 几 何 公理 同样 过 不 硬 , 丝毫 也 不 更 高 
明 . 数学 家 以 为 自然 界 是 某 种 实在 的 东西 ,相信 他 们 的 心 万 无 一 失地 支持 着 这 种 认识 . 事 到 头 
来 ,实在 的 东西 竟 是 不 可 信赖 的 感觉 材料 . 

还 嫌 儿 学 家 麻烦 太 少 , 想 蔡 空间 向 量 找 代数 表示 的 哈密 尔 顿 ( 见 本 书 第 7 章 的 哈密 尔 顿 传 ) 又 
创造 一 种 新 的 数 ,四 元 数 . 在 此 以 前 ,每 个 数学 家 都 会 信誓旦旦 地 说 ,对 任何 种 类 的 数 a 和 户 ， 
4" 8 必定 等 于 5。a. 结果 ,这 话 对 四 元 数 不 真 . 它 对 大 约 15 年 后 创造 的 矩阵 也 不 真 . 数学 家 这 才 
优 虚 他 们 是 否 过 分 天 真 就 把 善 通 数 的 性 质 接受 下 来 了 . 回想 当年 全 赁 物理 与 直觉 论据 给 数学 添 
上 负数 和 无 理 数 , 真 叫 人 恤 性 不 安 . 照 这 么 看 , 整 栋 数 学 楼 一 一 几何 ,算术 及 其 向 代数 和 分 析 的 
扩充 一 ~ 隐患 严重 . 如 今 高 而 又 高 的 这 座 建筑 物 大 有 陷入 泥 涪 的 危险 . 

维持 数学 的 家 宅 非 要 措施 得 力 才 行 ,数学 家 起 而 应 变 了 . 很 清楚 ,没有 坚固 的 泥土 能 替 数 学 
瓜 底 ,因为 “真理 性 ”这 块 秆 有 其 表 的 硬 地 是 骗 人 的 , 但 是 , 掏 光 浮 土 , 另 安 一 种 坚固 的 基础 ,楼 或 
许 还 能 稳 住 . 这 种 基础 该 是 列举 完备 又 措辞 鲜明 的 公理 和 定义 ,加 上 一 切 结果 的 显 式 证 明 , 无 论 
它们 在 直 党 上 多么 显而易见 , 另外 ,不 要 谈 真 理性 了 ,应 当代 之 以 逻辑 相 容 性 ,也 就 是 数学 家 口 
里 的 一 致 性 .定理 与 定理 相 栓 相 织 , 整 栋 杰 拧 成 一 和 股 强 . 不 管 它 同 泥土 保持 什么 关系 , 它 总 是 凤 
然 一 体 ,很 像 一 座 现代 摩天 楼 , 随 风 摆 , 但 从 下 到 上 结 结实 实 . 这 样 , 数 学 的 力量 就 在 它 的 一 致 
性 ,不 在 它 的 真理 性 . 数学 家 旋即 着 手 这 样 一 项 改造 ,叫做 数学 的 公理 化 ,在 前 因 的 文章 “数学 基 
础 "中 进一步 说 明 . 

改造 完成 了 ,数学 家 兴高采烈 , 在 1900 年 巴黎 举行 的 国际 数学 家 会 议 上 ,那个 时 代 最 杰出 
的 数学 家 施加 药 得 意 洋 洋 地 宣布 ;绝对 的 严格 性 已 经 到 手 ， 馆 今 为 止 数学 史上 最 可 和 怕 的 危机 就 
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此 解除 ;数学 虽然 有 点 丢脸 ,总 算 保住 了 老 命 . 

庞 加 菜 错 了 . 在 基础 改造 中 ,数学 家 雇用 符号 色 辑 来 保证 诸 言 与 推理 准确 . 这 种 新 式 用 语 设 
引起 麻烦 ,但 他 们 还 用 上 了 19 世纪 80 年 代 康 托 创造 的 集 论 或 类 论 , 这 个 理论 仿佛 为 公理 化 提 
供 最 清楚 最 安全 的 出 发 点 ,偏偏 暗含 善 始 料 未 及 的 缺陷 . 就 在 庞 加 莱 炫 糠 数学 碟 于 绝对 严格 的 
前 后 , 丛 恰 在 和 瑶 似 上 佳 基础 的 集合 论 里 ,发 现 了 矛盾 或 逻辑 上 不 一 致 之 处 . 无 法 面 对 严 酶 现实 的 
数学 家 ,婉转 其 词 , 把 这 些 矛 盾 称 作 *“ 舍 论 ”. 究竟 是 些 什么 悖 论 ,可 以 查阅 得 因 的 “ 迟 论 "一文 ,还 
有 他 论 数学 基础 的 文章 后 一 部 分 . 

数学 家 当然 不 想 坐 视 千 百年 的 心血 土 甬 瓦解 , 沦 为 废墟 . 他 们 成 群 结伙 试行 新 的 数学 基础 
方案 ,以 消除 悖 论 为 首当其冲 的 难题 . 既然 公理 化 一 香 证 明 是 许多 数学 分 支 的 力量 源泉 ,无 怪 平 
用 公理 化 处 理 法 代替 康 托 偏重 直觉 的 构造 法 也 成 了 改建 集合 论 的 第 一 着 棋 . 这 一 着 由 策 梅 洛 开 
始 ,不 只 是 要 设法 消除 迟 论 ,还 村 设法 解决 集合 论 中 悬而未决 的 其 他 问题 ,所 谓 连 续 统 假设 就 是 
其 中 之 一 . 然而 , 策 梅 次 用 了 通常 所 谓 选 择 原 理 或 称 选 择 公 理 , 它 不 合 某 些 数学 家 的 心意 . 

两 个 问题 因而 取得 了 相当 重要 的 地 位 . 第 一 ,集合 论 经 公理 化 达到 的 精致 格式 是 不 是 足以 
证 明 或 否 证 连续 统 假 设 . 第 二 ,选择 公理 对 集合 论 的 公理 化 是 不 是 必要 的 . 关于 这 两 个 问题 人 们 
先后 学 到 什么 ,在 科 恩 和 赫 尔 希 的 文章 中 作 了 介绍 . 那 篇 文章 讲解 的 大 结果 里 ,有 一 个 是 科恩 本 
人 得 到 的 ， 

会 论 中 的 这 些 结果 ,虽然 本 来 至 关 紧 要 又 给 出 了 一 条 消除 悖 论 的 通道 , 却 没 有 除 掉 困 拢 
数学 家 的 大 心病 :… 数 学 一 致 吗 ?" 除 掉 已 知 矛盾 保证 林 了 别 的 矛 慎 永 不 银 头 . 建立 数学 几 大 分 支 
的 一 致 性 变 成 了 数学 基础 中 压倒 一 切 的 问题 . 

用 批判 眼光 审查 数学 基础 还 产生 一 些 新 的 争议 . 无 穷 集 作为 物 自 身 看 合 不 合法 、 排 中 律 对 
无 穷 集 适 不 适用 . 亚 辑 在 数学 基础 中 起 怎样 的 作用 ,甚至 一 切 数学 的 真正 基础 是 什么 这 个 总 的 
问题 ,全 都 成 了 争论 的 题目 , 数学 家 采取 判 然 不 同 的 方案 ,试图 了 结 诸如 此 类 的 是 是 非 非 . 

有 一 阵子 ,20 世纪 最 大 的 数学 家 希 尔 伯 特 首创 的 方案 最 有 希望 ,似乎 会 了 结 所 有 的 争端 . 可 
是 , 哥 德 尔 的 一 个 惊人 定理 将 这 个 方案 打 得 粉碎 , 哥 德 尔 定理 究竟 怎么 讲 , 怎 么 证 ,内 格 尔 和 纪 
曼 的 文章 详细 讨论 . 这 里 也 许 只 需要 说 一 说 关键 性 结果 ;一 致 的 一 整 块 数学 不 能 全 部 包含 在 一 
个 公理 化 框架 内 . 

如 实 叙述 数学 严格 性 的 现状 是 要 心 碎 和 欲 绝 的 ,我 们 没有 那么 做 的 勇气 . 数学 家 从 伊利 亚 
金 " HH， 穆 尔 的 话 “ 够 用 一 天 就 严格 一 天 ”找到 了 少许 的 安 昧 . 为 了 赶 走 绝望 情绪 ,他 们 靠 戎 默 解 
嘲 ,妙语 连珠 : 导 辑 是 走 错 道 而 不 失 自 信 的 艺术 ”,"“ 我 们 不 再 能 指望 合 逻 辑 , 充 其 量 能 指望 并 非 
不 合 逻 辑 ” ,诸如 此 类 ,不 一 而 足 . 
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可 怜 ,逻辑 已 经 成 了 脖 辑 的 手下 败 将 ,数学 家 却 像 一 条 和 狗 追 它 目 己 的 尾巴 ,还 在 不 惜 代价 地 
雇 傅 有 还 辑 去 捉拿 数学 的 轩 辑 哩 . 过 去 的 危机 解除 了 ,可 惜 只 是 靠 放弃 数 掌 的 真理 性 , 或 许 眼 下 的 
绝境 将 被 揭穿 是 假 相 ,用 不 着 牺牲 本 学 科 这 男 一 备 受 珍 袜 的 特色 . 或 许 未 来 的 数学 家 不 得 不 版 
依 少年 老成 的 估 罗 瓦 在 19 岁 上 就 表达 过 的 主张 必 数 学 是 人 的 精神 的 苦 差 ,命中 注定 ,需要 学 习 
的 不 会 比 已 经 知道 的 少 , 需 要 探求 的 真理 不 会 比 已 经 找到 的 少 .* 


20. 
几何 与 直 免 


汉 斯 + 哈恩 (Hans Hahn}),1954 年 4 月 号 


这 本 身 就 把 它 证 明了 一 半 哩 . 在 科学 与 拍 学 的 语 育 中 ,代表 常识 的 字眼 此 是 直觉 一 一 
它 指 的 是 直接 感觉 到 的 现象 或 直接 领 司 到 的 道理 . 20 世纪 的 发 现 毫 不 留情 地 虐待 我 们 
关于 物理 世界 的 直 党 信念 .大 家 都 期 望 , 仍 不 失 为 直 党 的 堡垒 的 唯一 领域 该 是 数学 . 毕 达 哥 拉 斯 
定理 依然 完好 无 缺 ;就 主体 而 言 ,自明 的 数学 真理 依然 是 真 的 , 可 兵 , 事 实 却 是 ,即使 在 数学 里 直 
觉 也 挨 了 接 . 这 里 有 来 自古 老 的 直觉 概念 ”的 悖 论 ,也 就 是 馆 辑 子 盾 ;让 它们 通 得 走 投 雹 路 的 现 
代数 学 家 也 不 得 不 改造 思想 ,从 此 把 立足 点 挪 到 不 确实 的 靳 新 前 提 之 上 ， 
若干 年 前 ,杰出 的 奥地利 数学 家 汉 斯 .哈恩 在 一 篇 维也纳 小 组 讲话 中 概述 过 这 种 局 面 , 原 标 
是 为 "直觉 的 危机 “他 的 分 析 依 然 新 鲜 .适时 ,这 里 首次 用 英文 发 表 它 的 一 部 分 . 最 先 鼓 歇 直觉 重 
要 的 人 是 康德 . 哈恩 从 康德 讲 起 ,表明 康德 知识 观 的 基础 如 何 被 现代 科学 “ 动 播 了 ”, 时 空 的 直觉 说 
遭 到 了 爱 因 斯 坦 相 对 论 和 物理 学 的 进 晨 的 猛烈 攻击 , 凤 为 它们 证 明了 不 可 能 绝对 准确 地 决定 事件 
时 空位 置 . 接 下 去 险 恩 考察 了 康德 的 数学 怎么 被 驭 得 体 无 完 肤 . 他 举凡 何 为 例 来 解释 他 的 论点 ,在 几 
何 中 "直觉 逐 潮 丧失 威信 ,最 后 全 都 被 清除 出 去 了 ” 我们 在 此 摘录 他 的 讲话 稿 , 稍 加 压缩 ,刊载 于 下 . 


我 们 已 经 如 此 习惯 现代 科学 的 草 命 性 ,今天 ,要 是 什么 理论 骨 犯 了 常识 ,我 们 倒 容 易 认为 


* 译注 :为 行文 统一 ,本 文 不 用 更 常见 的 译 法 “直观 概念 ”" “直观 信念 ”等 等 . 
** 详 注 ;讲话 时 间 不 详 ,讲话 稿 1933 年 收入 论文 集 t 精 密 科学 中 的 危机 与 改建 .哈恩 此 文 极 鲜明 地 


表达 了 反对 诉 谱 坦 觉 的 立场 ,但 是 应 当 注 意 ,他 从 未 断定 直觉 在 几何 .拓扑 .分 析 中 引起 * 悖 论 ”, 他 懂得 说 
话 要 有 分 寸 ! 
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站 其 让 


在 (把 直觉 从 几何 中 清除 出 去 的 过 程 ) 中 ,一 个 突出 的 事件 是 发 现 了 怪异 的 曲线 . 与 以 往 袖 
为 直觉 上 确 溺 无疑 的 定 见 明明 相 了 矛盾 , 某 些 曲 线 在 任何 一 点 都 没有 切线 ,或 者 说 一 一 这 其 实 是 
一 回 事 一 一 可 以 想像 一 动 点 在 任何 瞬间 都 没有 一 定 的 速度 . 这 里 牵扯 的 问题 直接 影响 着 牛顿 和 
莱 布 尼 菠 所 创建 的 微分 学 的 基础 . 

牛顿 认为 , 动 点 在 瞬间 ! 的 速度 是 随 着 一 靠近 它 的 胡 间 辫 无 限 趋 向 t,z 与 :之 间 的 平均 速度 
所 趋 丫 的 极限 值 . 莱 布 尼 茨 同样 断言 ,曲线 在 p 点 的 斜率 是 随 着 附近 一 点 pp' 无 限 趋向 p,p 与 p 
之 阿 的 平均 斜率 所 趋向 的 极限 值 . 

现在 问 :这 话 适 合 每 条 曲线 么 ? 它 的 确 适 合 自 十 熟知 的 一 切 曲 线 ,如 像 赔 椭圆、 双 曲线 .抛物 
线 . 旋 轮 线 等 等 但 是 不 可 一 概 而 论 ,例如 它 并 不 适合 这 里 画册 的 
那么 一 条 波动 曲线 {图 蕊 .在 户 点 的 邻 域内 , 那 条 曲线 波动 无 穷 
多 次 , 随 着 波 趋向 p ,波长 和 波幅 无 限 缩短 , 如 果 我 们 相继 到 越 来 
越 靠 近 p 的 点 ,那么 上 与 ( 动 点 )p 之 间 的 平均 斜率 就 从 正 1 经 过 
0 降 到 负 1, 然 后 又 从 负 1 升 到 正 1. 也 就 是 说 , 随 着 bp' 经 过 无 穷 多 
个 波 无 限 趋向 p,p 与 p' 之 间 的 平均 多 率 在 值 1 与 值 一 1 之 间 不 
停 地 振 萝 . 因此 谈 不 上 有 极限 . 或 者 说 那 条 曲线 在 p 点 谈 不 上 有 
一 定 的 射 率 . 换血 话说 ,我 们 考虑 的 曲线 在 bp 点 没有 切线 ， 

这 个 相对 简单 的 实例 证 明了 一 条 此 线 未 必 在 每 一 点 都 有 切 
线 .尽管 如 此 ,我们 还 是 习惯 于 赁 直觉 设想 这 类 缺陷 只 会 在 曲线 
不 合 常 例 的 点 上 出 现 . 所 以 , 当 柏 林 大 数 学 家 卡尔 ， 外 尔 斯 特 拉 斯 于 1861 年 宣布 有 一 曲线 在 任 
何 一 点 均 无 准确 斜率 或 切线 的 时 候 , 人 们 才 深 感 意外 .“ 外 尔 斯 特 拉 斯 是 靠 错综复杂 的 艰难 计算 
发 现 那 条 曲线 的 ,我 不 打算 复述 .但 是 ,他 的 结果 如 今 也 能 用 简单 得 多 的 办 法 得 到 . 这 种 办 法 ,我 
打算 讲 讲 ,至 少 讲 个 大 概 . 

我 们 从 一 条 上 升 直线 和 一 条 下 降 直 线 组 成 的 简单 图 形 和 人 手 ( 图 2》 把 鞋 升 直线 换 成 一 条 共 
分 六 段 的 折线 ”, 它 先 升 到 原 直 线 高 度 的 一 半 , 然 后 一 路 降下 ,然后 再 次 升 到 该 高 度 的 一 半 ,继续 


# 译注 :用 更 抽象 的 数学 分 析 术语 来 说 ,外 尔 斯 特 拉 斯 找到 了 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 . 哈 思 原 讲 
话 稿 里 提 到 , 早 很 多 年 , 奥 国 人 波 尔 扎 诺 已 经 独立 获得 了 同样 的 结果 ， 
** 译注 ;图 土 是 把 上 舌 直 线 换 成 “五 眉 的 折线 ”, 而 不 是 六 段 , 以 下 段 数 的 计算 也 不 对 . 但 这 不 影响 本 
文 的 结论 ， 
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向 全 高 度 延 伸 之 后 ,再 次 降 回 到 一 半 高 ,最 后 又 一 次 达到 全 高 度 ( 图 3). 把 下 降 直 线 也 换 成 一 条 
与 此 相仿 共 分 六 有 段 的 折线 . 我 们 于 是 得 到 12 条 线段 的 图 形 . 由 此 出 发 ,再 把 各 线段 换 成 一 条 共 分 
六 段 的 折线 , 便 又 形成 72 条 线段 的 图 形 (图 4). 容易 看 出 ,重复 这 种 做 法 会 产生 一 系列 越 来 越 复杂 
的 图 形 . 可 以 证 明 , 按 这 条 规则 构造 的 几何 对 象 无 限 趋 向 一 具备 所 求 性 质 的 特定 曲线 ;就 是 说 , 它 
在 任何 一 点 都 没有 准确 的 斜率 ,因而 在 任何 一 点 都 没有 切线 , 这 条 曲线 的 这 种 特征 当然 是 直觉 全 
然 不能 把 握 的 ;说 实在 的 ,分 段 过 程 重 复 很 少 几 次 以 后 , 渐 趋 形成 的 图 形 已 经 变 得 如 此 错综复杂 ， 
直觉 简直 无 法 领悟 . 事实 上 ,只 有 逻辑 分 析 能 够 去 追踪 这 个 奇异 的 对 象 , 直 至 捕获 其 最 终 形 态 . 


图 2 图 3 图 4 


只 介 有 人 要 猜 ; 直 觉 在 比较 复杂 的 数学 分 支 中 才 会 失败 ,我 想来 审查 一 下 它 在 初等 分 支 中 
失败 的 例子 . 曲线 概念 位 于 几何 的 人 口 处 ; 谁 都 自信 他 对 什么 是 曲线 有 一 个 基于 直觉 的 清晰 概 
念 . 自古 以 来 人 们 就 主张 可 以 用 下 列 定 义 来 表达 这 个 观念 :曲线 就 是 由 一 点 的 运动 生成 的 几何 
图 形 . 且 听 分 解 吧 ! 1890 年 意大利 数学 家 吉 乌 蹇 帕 ， 皮 阿 诺 ( 他 也 以 他 的 逻辑 研究 出 了 名 ) 证 


| 


借 黄 几 张 图 来 讲 讲 这 种 填空 运动 是 怎么 生成 的 ,至 少 给 大 家 一 个 第 统 的 观念 z 

把 一 个 正方 形 划 分 成 大 小 相等 的 四 个 小 正方 形 , 用 -一 条 由 直线 段 合 成 的 连续 曲线 把 这 些 正方 形 
的 中 心 古 联 在 一 起 (图 5). 现在 想像 一 作 匀 速 运动 的 点 在 某 单位 时 间 内 走 过 这 些 直线 段 做 成 的 连续 
曲线 , 接着 把 这 四 个 正方 形 各 自 划 分 成 四 个 相等 的 正方 形 ,得 出 16 个 正方 形 , 再 联接 它们 的 中 心 点 
(图 6). 想像 一 动 点 在 先前 约定 的 同样 时 间 内 匀速 走 过 这 第 二 条 曲线 . 重复 这 种 做 法 ,每 一 次 都 想像 动 
点 在 同一 单位 时 间 内 匀速 走 过 新 的 线 系 . 图 7 出 示 一 偏 后 阶段 ,其 时 原 正方 形 已 经 划分 成 4 096 个 小 
正方 形 . 现在 可 以 严格 证 明 这 里 逐次 考虑 的 运动 无 限 趋向 - -条 曲线 * ,而 动 点 只 需 给 定时 间 内 就 能 沿 


* 详 注 :这 样 的 曲线 现在 通称 为 皮 阿 诺 曲 线 . 
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图 5 图 7? 


诉 也 不 当 曲 线 看 的 正方 形 之 类 的 几何 对 象 竟然 能 够 由 一 点 的 送 动 生 成 ,而 淮 都 会 毫 不 犹 移 
地 归 人 曲线 一 类 的 男 一 些 对 象 反 倒 不 能 够 这 样 生成 , 例如 说 ,观察 一 下 这 里 出 示 的 波动 曲线 (图 
8), 在 线段 a6 的 邻 域内 该 曲线 必 含 无 穷 多 个 波 ,其 波长 无 限 缩短 ,但 波幅 并 木 缩短 , 不 难 证 明 ， 
这 个 图 形 盟 有 线 的 特征 , 却 不 能 由 一 点 的 运动 生成 ,因为 不 能 设想 会 有 一 动 点 在 有 限时 间 内 经 
过 这 条 波动 曲线 上 所 有 的 点 . 


现在 自然 要 想到 两 个 重要 问题 , (1) 既 然 古老 而 备 受 尊敬 的 曲线 定义 圳 插 不 了 这 个 很 本 梳 
， 念 ,什么 耐用 的 定义 能 够 取代 它 ?”(2) 既然 能 由 一 点 的 运动 产生 

的 几何 对 象 的 类 与 所 有 曲线 的 类 不 相 重合 ,该 怎么 定义 前 一 个 

j| | p 类 ? 今天 两 个 问题 都 有 了 满意 的 回答 ;我 要 暂缓 回答 第 一 个 问 
| 题 , 先 简短 地 谈 谈 第 二 个 . 解决 这 个 问题 要 借助 于 一 个 新 的 几何 

概念 一 一 “在 小 邻 域 中 的 连通 性 ”* .考虑 一 下 直线 . 圆 或 正方 形 . 


在 所 有 这 些 情 况 ,我 们 都 可 以 沿 一 条 通道 从 图 形 上 的 一 点 移 到 

很 接近 它 的 男 一 点 ,这 条 通道 不 离开 图 形 的 界线 而 且 始 终 紧 紧 

地 邻近 那 两 点 . 这 种 性 质 就 叫 “ 在 小 邻 域 中 的 连通 性 ”. 我 们 方才 

or 考察 的 那 条 波动 曲线 并 不 具有 这 种 性 质 , 例如 , 取 和 互相 邻近 的 点 

图 8 


户 本 4( 图 8). 为 了 从 移 到 9 而 不 离开 该 曲线 , 非 走 过 它们 中 间 


* 译注 ;也 叫 “ 局 部 连通 性 *. 
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那 无 穷 多 个 波 不 可 . 这 条 通道 上 的 点 不 全 都 是 紧 紧 地 邻近 旅 和 4 的 ,因为 波 全 都 有 相同 的 波幅 ， 
重要 的 是 懂得 “在 小 邻 域 中 的 连通 性 * 正 是 能 由 一 点 的 运动 生成 的 图 形 的 基本 特征 . 直线 、 
同和 正方 形 能 够 由 一 点 的 运动 生成 ,因为 它们 是 在 小 邻 域 中 连通 的 ;波动 图 形 不 能 够 由 一 点 的 
运动 生成 ,因为 它 不 是 在 小 邻 域 中 连通 的 ， 
为 了 深信 直觉 其 至 在 这 么 初等 的 几何 问题 上 也 不 是 信 , 不 妨 再 举 一 例 . 设想 吡 邻 三 国 的 一 
幅 地 图 (图 9), 这 三 国有 一 些 交会 点 ,就 是 所 谓 的 "三 国 角 区 ,如 
像 点 a 和 点 :直觉 似乎 显示 这 样 的 角 区 只 会 在 若干 孤立 的 点 上 bh 
出 现 , 地 图 内 绝 大 多 数 边界 点 上 只 有 两 国 接 界 . 可 是 ,荷兰 数学 
家 扬 " 布 芳 威 尔 在 1910 年 表明 怎么 能 把 一 幅 地 图 划分 成 在 任 
何 表 界 点 上 都 相互 接 界 的 三 国 ! 
从 一 幅 三 国 地 图 人 人手 ;一 国 划 线 (a), 一 国 打点 (6b), 一 国 是 
实心 的 (c) ,还 有 一 决 与 三 国 紫 邻 的 未 占领 区 (图 10). a 国 想 把 


这 块 土地 纳入 它 的 拖 力 范围 ,决定 开辟 一 条 走廊 ,与 未 占领 地 带 图 4 
的 每 一 点 相距 不 超过 一 公里 ,但 是 ;为 了 避免 纠纷 ,不 去 侵犯 另 
i 中 外 两 国 ( 图 11). a 国 这 么 干 之 后 ,56 国 决定 以 牙 还 牙 , 也 向 剩余 
Wo . 的 未 占领 地 带 插 进 一 条 走廊 ,与 所 有 未 占领 点 相距 不 超过 半 公 
| 由 出 里 ,但 是 不 同 另 外 两 国 接 界 (图 12). 于 是 e 国 不 甘 人 后 ,次 证 也 


癌 尚 未 古 领 的 地 带 伸 出 一 条 走廊 ,与 这 个 地 带 的 每 一 点 相距 不 
超过 三 分 之 一 公里 ,但 是 不 同 别 国 接 界 ( 图 18).a 国 现在 又 向 得 
余 的 未 古 领 地 带 开辟 第 二 条 走廊 ,与 这 个 地 带 内 所 有 的 点 相距 
不 超过 四 分 之 一 公里 ,但 是 不 同 另外 两 国 接 界 , 占 地 过 程 持续 坟 
止 ;b 国 义 伸 出 一 条 走廊 ,与 每 一 未 占领 点 相距 不 超过 五 分 之 一 


i 唉 


出 


四 


| mr 上 
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公里 ;ie 国 及 效仿 ,与 每 一 术 占 领 点 相距 不 超过 六 分 之 一 公里 ;a 国 又 青 次 开始 ,后 事 依 此 类 推 . 既 
然 是 任 想 像 力 自由 驰 验 , 那 就 让 我 们 进一步 假定 :a 国 要 花 一 年 造 它 的 第 一 条 走廊 ,b 国 要 花 随 
后 的 半年 造 它 的 第 一 条 走廊 ,e 国 要 花 搂 了 去 的 四 分 之 一 年 造 它 的 第 一 条 走廊 4a 国 要 人 花 接 下 去 
的 八 分 之 一 年 造 它 的 第 二 条 走廊 , 依 此 类 推 , 每 一 后 继 扩张 要 用 它 的 前 趋 的 一 半 时 间 去 完成 . 看 
得 出 来 ,路 年 后 原先 末 夺 领 的 地 之 无 一 处 还 荐 没 主子 的 ,整个 地 区 被 三 国 瓜 分 一 空 ,而 且 所 有 这 
三 国 在 每 个 边界 点 都 接壤 了 , 直觉 不 能 领会 这 幅 图 样 ,可 是 逻辑 分 析 要 求 我 们 相信 它 ， 


时 为 直觉 在 这 么 多 的 场合 潭 来 是 骗 人 的 ,因为 任 直 觉 看 来 算 真 的 命题 -再 被 逻辑 证 明 是 假 
的 ,数学 家 变 得 越 来 越 怀 疑 直觉 的 有 效 人 性 . 他 们 日 渐 深信 根据 直觉 的 信仰 接受 任何 数学 命题 都 是 
不 安全 的 ,更 别 说 用 它们 来 给 任何 数学 学 说 垫底 了 . 因此 便 产 生 了 从 数学 推理 中 驱逐 直觉 ,使 数学 
死 全 形式 化 的 要 求 , 这 就 是 说 ,每 个 新 的 数学 概念 都 应 当 通 过 纯 逻 辑 的 定义 引进 ,每 个 数学 证 明 都 
应 当日 始 至 终 重 严守 逻辑 的 手段 进行 . 这 个 规划 的 奠基 人 (只 提 最 著名 的 } 是 柯 西 (1789 一 1857) , 波 
尔 扎 诺 (1781 一 1848) .外 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) . 康 托 (1845 一 1918) 和 戴 德 金 (1831- -1916) 

把 数学 完全 形式 化 或 逻辑 化 是 一 项 艰巨 的 任务 ;这 等 于 说 从 根 到 枝 都 要 改造 .过 去 认为 任 
直觉 一 各 了 然 就 接受 下 来 的 命题 也 必须 不 碎 辛 苦 去 求证 . 康德 明确 引 过 空间 是 三 维 的 这 个 命 
题 , 把 它 当 作 基 于 纯真 觉 的 先 验 综 合 判断 的 范本 , 但 是 , 按 现代 标准 , 连 这 句 话 也 要 求 我 们 仔细 
作 逻 辑 分 析 . 首先 就 有 必要 纯 逻 辑 地 定义 几何 图 形 的 “ 维 数 ? 是 什么 章 思 ,然后 必须 纯 远 辑 地 证 

明 普 通 儿 何 的 空间 一 -也 就 是 牛顿 物理 的 空间 一 一 按 这 个 定义 

(5) 中 所 到 的 意义 事实 上 是 三 维 的 . 这 个 证 明 直 到 1922 年 才 由 维 也 
CG:) 纳 数学 家 卡尔 门 格 尔 和 俄罗斯 数学 家 巴 维尔 ， 乌 利 松 同 时 得 

到 ( 蕊 利 松 稍 后 死 于 一 场 悲 修 的 事故 , 正 值 他 的 创造 力 到 达 高 峰 


人) 时 ). 我 想 简短 地 讲 讲 图 形 的 维 数 是 怎么 定义 的 ， 
一 个 几 铅 图 形 叫 做 一 个 “点 集 ”, 我 们 说 它 是 零 维 的 ,如 果 对 
(人 它 的 每 一 点 都 存在 一 任意 小 的 
邻 域 ,其 边界 不 含 该 集合 的 点 . 

| 例如 :有 穷 多 个 点 组 成 的 每 个 集 
合 都 是 零 维 的 ,但 也 有 许多 复杂 的 替 维 点 集 是 由 无 穷 多 个 点 组 
成 的 (图 14). 一 个 非 零 维 的 点 集 巴 做 一 维 的 ,如 果 对 它 的 每 二 .点 
都 在 在 一 任意 小 的 邻 域 ,其 边界 与 该 点 集 只 有 一 个 公共 零 维 集 
(图 15). 每 条 直线 ,每 个 由 有 穷 多 条 直线 合成 的 图 形 .每 个 圆 、 每 


14 


26, 几何 与 直觉 313 


个 精 圆 一 一 简 言 之 ,我 们 平常 称 为 曲线 的 所 有 几何 构造 物 一 一 都 是 这 种 意义 上 的 一 准点 集 . 一 
个 既 非 零 维 又 非 一 维 的 点 集 媚 做 三 维 的 ,如 果 对 它 的 每 一 点 都 存在 一 任意 小 的 部 域 , 其 边界 与 
该 点 集 至 多 有 一 个 公共 一 维 集 ; 每 个 平面 ,每 个 多 边 形 面 积 或 圆 面积 ,每 个 球面 一 一 简 育 之 ; 平 
常 归 入 曲面 一 类 的 每 个 几何 构造 物 一 一 都 是 这 种 意义 上 的 二 维 点 上 集 , 一 个 既 非 零 维 又 非 一 维 也 
非 二 维 的 点 集 叫做 三 维 的 ,如 果 对 它 的 每 一 点 都 存在 一 任意 小 的 邻 域 , 其 边界 与 该 虚 集 至 多 有 
一 个 公共 二 维 集 ; 可 以 证 明 一 一 然而 决 不 那么 简单 一 一 普通 儿 何 的 空间 是 三 维 点 集 ， 


这 个 理论 提供 了 我 们 一 让 在 找 的 东西 一 曲线 概念 的 完全 令 人 满意 的 定义 , 面 线 概念 的 本 
后 特征 直 的 就 是 它 的 一 维 性 . 但 是 , 除 此 以 外 ,这 个 理论 还 使 人 能 够 给 各 种 曲线 的 结构 作 异 常 准 
确 和 微妙 的 分 析 . 关于 这 一 点 ,我 愿意 略 加 评论 ， 
曲线 上 的 一 点 叫做 端 塌 , 如 果 有 任意 小 邻 域 围绕 着 它 ,其 中 。《 

每 个 邻 域 的 边界 与 该 曲线 只 有 单个 公共 点 (图 16 中 的 点 和 点 < 
入 ;曲线 上 不 是 端点 的 二 点 叫做 殴 通 点 ,如 果 它 有 任意 小 分 域 ， 人 Sg 
竹 个 邻 域 的 边界 与 该 曲线 正好 有 了 两 个 公共 点 (图 16 中 的 点 c)， 

曲线 上 的 一 点 叫 微 核 点 ,如 果 它 的 每 个 任意 小 邻 域 的 边界 与 该 

曲线 不 让 有 两 个 公共 点 (图 16 中 的 点 四 .直觉 似乎 显示 ,一 条 曲 

线 不 可 能 只 由 端点 或 只 由 棱 点 做 成. 仅 就 端点 而 言 ,这 种 直觉 的 发 区 
信 佛 已 经 被 逻辑 分 析 所 证 实 , 但 是 谈 到 枝 点 , 它 却 被 驱 倒 了 , 波 


兰 数学 家 华 获 再 夫 。 谢 尔 宾 斯 里 在 1915 年 证 明 存在 一 些 曲 线 ， po 


vw 
| 


| 
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三 角形 (未 划 线 的 区 域 ) 中 各 内 接 一 等 边 三 角形 ,再 抹 掉 它 的 内 部 ;于 是 有 了 九 个 等 边 三 角形 连 
同 它们 的 边 ( 图 18). 想像 这 个 过 程 无 限制 持续 下 去 . (图 19 出 示 第 五 步 ,还 剩 下 243 个 三 角形 . ) 
可 以 表明 , 抹 了 无 穷 多 次 之 后 , 原 等 边 三 角形 的 各 幸存 点 形成 一 条 曲线 ," 其 一 切 点 都 是 枝 点 ,只 
有 原 三 角形 的 顶点 a,6,c 是 例外 . 由 此 不 难得 到 一 切 点 都 是 枝 点 的 曲线 ;例如 说 ,可 以 把 整个 加 
形 扭 夸 , 让 原 三 角形 的 三 个 顶点 合 为 一 点 . 

例子 够 了 ,现在 把 我 们 讲 过 的 东西 总 结 一 下 吧 , 我 们 一 再 发 常 ,在 几何 问题 中 ,哪怕 在 很 简 
单 很 初等 的 问题 中 ,直觉 是 个 全 然 不 可 信赖 的 向 导 . 当然 不 可 能 录用 这 种 声名 狼藉 的 辅助 物 来 
充当 一 门 数学 学 说 的 基础 . 于 是 可 以 畅通 无 阻 地 引 人 不 同 于 普通 几何 的 空间 的 另类 逻辑 构造 
物 ; 例 如 说 , 非 欧 空 间 (其 中 所 谓 欧 氏 平行 公设 换 成 了 相反 的 公设 》、 维 数 大 于 3 的 空间 、 非 阿 基 
米 德 空间 (其 中 有 长 度 大 子 给 定 长 度 的 任何 倍数 )， 

我 们 常 听 人 说 ,多 维 几 何 、 非 欧 几何 、 非 阿 几何 虽然 作为 还 辑 构造 物 是 一 致 的 ,但 是 ,因为 不 
满足 直觉 ,在 整理 人 的 经 验方 面 毫 无 用 处 . 面 对 这 类 异议 ,我 们 该 怎么 说 呢 ? 我 的 头 一 个 意见 
是 ,普通 几何 本 身 就 决 非 直觉 过 程 至 高 无 上 的 样板 . 事实 上 ,每 一 种 几何 -- 一 三 维 的 和 多 维 的 ， 
欧 氏 的 和 非 欧 的 、 阿 氏 的 和 非 阿 的 一 一 都 是 逻辑 构造 物 . 千 百 年 间 , 几 乎 到 眼前 为 止 ,普通 几何 都 
在 出 色 地 效力 于 整理 人 的 经 验 ,因而 我 们 才 变 得 惯 于 靠 它 运作 . 这 就 解释 了 为 什么 我 们 认为 它 合 
乎 直觉 , 凡 偏离 它 的 都 违反 直觉 一 按 直觉 是 不 可 能 的 . 但 是 ,正如 我 们 看 见 了 的 ,这 类 *“ 按 直觉 是 
不 可 能 的 东西 "甚至 在 普通 几何 里 也 出 现 . 只 要 反思 一 下 从 未 想到 的 对 象 , 它 们 立刻 就 会 出 现 

如 今 ,现代 物理 使 人 感到 起 用 多 维 几何 、 非 欧 几 何 的 逻辑 构造 物 来 整理 人 的 经 验 是 适当 的 . 
(虽然 尚 无 迹象 证 明 把 非 阿 几何 包括 进来 也 会 有 用 ,这 种 可 能 性 却 排除 不 掉 . ) 但 是 ,因为 物理 中 
的 这 些 进展 是 很 近 的 事 ,我们 还 没有 养 成 使 用 这 些 馆 辑 构造 物 的 习惯 ,所 以 它们 依然 被 看 作 是 
祖 犯 了 直 党 

提出 大 地 是 球 的 理论 时 ,也 曾 出 现 同样 的 反应 . 大 家 都 拒绝 这 个 假说 ,理由 是 对 卫 点 的 存在 


违反 南 觉 ;然而 ,我 们 终于 习惯 这 种 见解 了 ,今天 谁 也 不 青 想 声称 ,因为 它 与 直觉 冲突 . 所 以 它 不 
可 能 . 


物理 概念 也是 逻辑 构造 物 , 在 这 里 也 能 清楚 地 看 到 我 们 用 熟 了 的 概念 如 何 获 得 合乎 直觉 的 


* 译注 ; 它 称 为 澳 尔 平 斯 基 三 角形 , 这 是 一 种 “分 形 ” 分 形 是 从 20 世纪 70 年 代 起 就 非常 “热门 ”的 话 
题 . 皮 阿 诺 申 线 也 是 一 个 分 形 .分 形 也 有 维 数 . 这 是 由 豪 斯 多 夫 开 创 的 研究 道路 . 谢 尔 平 斯 基 三 角形 的 "分 
形 维 数 "是 1.58, 而 皮 阿 诺 上 曲线 的 分 形 维 数 是 2. 把 分 形 的 几何 学 与 本 文 相对 照 ,是 很 有 启发 性 的 . 
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名 分 ,而 没 用 熟 的 人 则 否认 它们 有 这 种 名 分 , “重量 ”概念 极为 频繁 地 进入 我 们 的 共同 经 验 ,几乎 
人 人 认为 合乎 直觉 . 然而 ,“ 转 动 惯量 ”这 个 概念 没有 进 人 多 数 人 的 活动 ,所 以 他 们 不 认为 它 合 3 
直觉 ,可 是 在 经 常用 它 干事 情 的 很 多 实验 物理 学 家 钵 工程 师 中 间 ,转动 惯量 却 具 有 合乎 直觉 的 
名 分 ,丝毫 不 比 一 般 人 心目 中 的 * 重 量 ” 概 念 示 色 . 同样 ,* 电 位 差 ?概念 在 电工 技师 看 来 合乎 直 
觉 ,在 多 数 人 看 来 并 不 合乎 直觉 . 

如 果 多 维 几 何 、 非 欧 几 何 整理 人 的 经 验 的 那 种 用 途 继 续 大 显 神 通 ,使 我 们 越 来 越 习 惯 于 对 
付 这 类 逻辑 构造 物 ; 如 果 它 们 打 信 了 中 学 课程 ;如 果 我 们 ( 容 我 打 个 比方 ) 在 妈妈 的 膝 上 就 学 它 
们 , 像 现 在 学 欧 氏 几何 一 样 一 一 那 就 不 再 会 有 谁 想 说 这 类 几何 违反 直觉 了 , 因为 ,直觉 并 不 像 康 
德 竭 力 鼓 歇 的 那样 是 什么 纯 先 验 的 认识 手段 . 倒 不 如 说 它 是 植 根 于 心理 惯性 的 习惯 的 力量 
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不 科勒 ， 范 。 前 因 ({ 克 iard van Orman 名 uine) 1964 年 9 月 与 


可 . 科学 标准 已 经 变 得 严谨 了 ,要 是 谁 来 小 题 大 做 地 操心 一 下 数学 的 基础 该 多 好 啊 . 他 
在 哪里 能 找到 跟 他 想 要 葛 基 的 东西 差不多 同样 牢靠 的 基础 昵 ? 
关注 数学 基础 之 情 洲 于 言 表 的 时 候 十 有 八 九 是 大 事 不 妙 ,基本 观念 开始 摇摇欲坠 ,数学 家 
被 迫 要 审查 了 . 牛顿 和 药 布 尼 菠 创建 微分 学 以 后 ,过 了 好 久 人 们 才 着 手 审查 无 穷 小 观念 . 微分 学 
的 职责 悬 研究 比率 ,这 种 无 限 接近 于 零 但 不 同 于 零 的 微量 的 概念 为 研究 比率 提供 了 基础 . 
考虑 一 辆 由 静止 状态 加 速 到 时 速 90 于 米 的 汽车 . 在 里 程 计 的 指针 直 指 60 的 那 一 瞬间 , 汽 
车 一 分 钟 走 一 公里 ;在 较 早 的 垦 间 车 速 小 些 , 在 较 晚 的 瞬间 车 速 大 些 , 一 分 钟 一 千 米 的 瞬时 速度 
并 不 是 指 一 分 钟 内 要 走 一 公里 ,因为 这 个 速 庆 维 持 不 了 一 分 钟 . 既然 汽车 在 加 速 , 这 个 速度 根本 
维持 不 了 任何 一 段 时 间 . 在 每 一 瞬间 汽车 驶 过 的 距离 总 是 零 , 而 这 样 刻画 速度 一 一 一 瞬间 零 公 
里 一 一 是 会 把 一 种 速度 与 另 一 种 速度 的 差别 勾 销 掉 的 .所 以 微分 学 的 始祖 们 才 假 定 存在 无 穷 小 
的 数 ,与 零 只 有 一 丁点 儿 木 同 ,彼此 之 间 只 有 一 丁点 儿 不 同 . (我 们 都 熟悉 越 变 越 小 的 分 数 一 一 
1/8,1/16 等 等 一 一 但 这 些 还 不 是 无 穷 小 ;要 把 一 个 无 穷 小 变 成 1, 只 取 它 的 16 倍 是 不 行 的 ,要 
取 它 的 无 穷 多 倍 酝 , ) 
照 这 人 么 说 ,一 分 钟 一 千 米 是 指 在 茶 段 无 穷 小 时 间 内 走 某 个 无 穷 小 距离 ,一 分 钟 半 千 米 便 晨 指 
在 那 段 无穷小 时 间 内 只 走 那个 无 穷 小 距离 的 一 半 了 , 这 种 搞 法 荒唐 是 显而易见 的 ,但 所 得 的 微分 
学 偏偏 使 人 能 够 用 数学 手段 合理 地 挫 定 比率 了 . 于 是 就 出 现 一 个 很 能 体现 数学 基础 问题 的 特征 的 
问题 ,怎样 摆脱 无 穷 小 , 改 用 更 清楚 的 观念 行事 ,而 又 依然 将 有 用 的 上 居 建 筑 物 保存 下 来 ， 


无 re ,你 的 名 字 叫 数学 .让 自然 科学 家 只 管 相 信 他 的 证 锯 去 吧 ,数学 家 非 要 证 阴 不 
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数 4 在 图 中 表示 成 一 个 包含 所 有 4 员 类 的 类 .这 个 图 最 外 层 的 框 右 侧 不 要 封闭 起 来 ,因为 
这 个 类 中 的 成 员 并 不 限于 这 里 出 示 五 个 例 . 整 幅 图 案 该 用 "4" 作 标题 才 对 头 .说 某 四 面体 类 、 某 
锥 体 类 、 某 球体 类 或 某 贺 柱 体 类 有 四 个 成 员 药 涵 甘 它 属 于 4, 这 么 看 数 是 数学 基础 学 者 提出 的 
几 种 观念 中 的 一 种 . 
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柯 西 和 他 的 后 来 人 在 19 世纪 解决 了 这 个 问题 .考虑 一 连 串 越 变 越 短 的 时 间 区 间 ,其 中 每 个 
都 跨越 给 定 的 那 一 瞬间 . 在 每 个 区 间 上 方 写 出 其 间 汽 车 驶 过 的 距离 , 随便 我 们 设 定 什么 样 的 精 
确 度 ,总 有 一 个 这 样 的 时 间 区 间 ,对 于 它 内 部 的 一 切 区 间 而 言 , 距 离 与 时 间 之 比 都 以 我 们 设 定 的 
精确 度 近 似 于 一 分 钟 一 干 米 . 随 着 所 取 区 间 越 变 越 窜 , 距 离 与 时 间 之 比 的 序列 趋向 一 个 极限 (可 
以 用 名 为 微分 法 的 技巧 来 求 出 这 个 极限 ), 极限 概念 涉及 短 距 离 ,但 不 是 无 穷 小 距离 . 用 极限 概 
念 就 能 定义 在 给 定 瞬间 一 分 钟 走 一 于 米 是 什么 意思 了 ， 


必须 授与 或 取消 合法 地 位 的 数学 概念 不 只 是 无 穷 小 、 试 看 源 于 16 世纪 但 仍 在 经 常 跟 我 们 
打 照 而 的 虚数 观念 ， 即 负数 的 平方 根 观念 . 不 分 正 负 ， 任 何 实数 的 平方 总 是 正 的 、 那 么 ， 负 
数 的 平方 根 是 什么 ?无论 是 什么 ， 它 们 业已 主宰 应 用 数学 到 了 这 种 地 步 ， 甚 至 你 用 距离 去 除 
时 间 也 要 按 相对 论 物 理 得 出 一 个 虚数 了 事 “. 就 像 微分 学 一 样 ,审查 基础 必须 兼顾 如 何 保存 上 层 
建筑 物 . 

一 1 的 平方 根 是 虚 单 位 , 叫 i 其 余 虚 数 是 i 的 实 倍数 ( 见 本 书 第 12 章 “ 数 ”). 实数 3 的 对 应 虚 
数 是 3i,1/2 的 对 应 虚数 是 1/2i;x 的 对 应 虚数 是 xi. 这 样 构成 的 虚数 又 通过 加 法 与 实数 结合 而 
得 出 3 十 ix 十 2i 等 等 ,名 为 复数 , 正 是 这 类 数 赋 于 虚数 某 种 功用 . 任何 复数 只 是 将 两 个 实数 x 和 
y 编码 或 合并 的 一 种 方便 手段 ,x 和 y 可 按 需 要 唯一 地 复原 . 这 种 对 应 可 以 表示 在 由 实 + 轴 与 虚 
y 轴 决 定 的 一 个 平 醒目 ( 见 ,328 页 上 的 图 解 ). 事后 看 来 ,虚数 这 种 神秘 物 本 可 避免 ,只 谈 实 数 的 
“有 序 对 ?也 能 履行 复数 的 职能 . 

有 序 对 观念 在 数学 的 许多 其 他 紧要 关头 也 有 帮助 . 它 的 用 途 永远 相同 , 它 是 把 两 物 当 作 一 
物 把 握 又 不 失去 两 物 踪迹 约 一 种 办 法 . 不 管 x,y 是 数 还 是 别 的 东西 (如 像 父 与 子 ) ,有 序 对 x 与 y 
通常 都 记 为 (x,y). 我 没有 说 这 样 的 对 子 是 什么 东西 ,而 且 卡 过 这 个 间 题 也 是 合乎 传统 的 , 重要 
的 是 它们 做 件 么 .有 序 对 的 一 个 要 紧 的 性 质 是 :如 果 (z, 妇 就 是 (z,m)， 那 公 工 就 是 xz 并 且 y 就 
是 记 ， 

我 说 过 了 , 虚 根 的 神话 原则 上 尽 可 绕 过 . 可 是 , 它 还 是 有 价值 的 , 它 大 大 简化 了 代数 定律 . 当 
然 ,把 虚数 和 复数 解释 除 掉 也 可 以 保留 这 个 优点 的 . 为 此 ,我 们 求助 于 基础 研究 中 司空 见 惯 的 第 
略 :把 复数 定义 为 只 是 实数 的 有 序 对 ,然后 重新 定义 通常 的 代数 运算 加 、 乘 . 震 , 使 这 些 运算 言 之 


* 评注 :这 里 说 的 自然 是 中 维 时 空 连续 统 中 的 距离 和 时 间 ,在 爱 因 斯 坦 的 狭义 相对 论 中 ,我 们 必须 采 
用 为 一 种 度量 距离 和 时 间 的 尺度 一 一 洛 伦 芯 尺 度 ， 如 果 仍 用 爽 几 里 得 尺度 就 会 得 到 虚数 速度 . 感 兴趣 的 
读者 可 以 参看 物理 书 . 一 一 译 者 
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距离 ( 以 千 英尺 计 ) 


时 间 《 以 秒 计 ) 
始 于 静止 状态 的 加 速度 如 图 所 示 , 五 个 垂直 的 长 条 表示 隔 15 
秒 看 到 的 同 为 一 千 米 的 路 积 ', 在 第 一 个 15 秒 内 汽车 ( 深 色 物 ) 大 约 
前 进 70 荣 尺 .在 第 四 个 15 秒 内 汽车 往 前 多 移 32 们 ;- 


> 


距离 (以 千 匡 尺 计 ) 


时 间 ( 以 秒 计 ) 
车 速达 到 一 分 钟 一 千 米 的 那 一 瞬间 是 加 速度 曲线 上 的 一 点 ， 


这 里 截 下 该 曲线 的 一 段 , 随 着 时 间 间 隔 越 变 越 短 ， 生 各 与 于 侈 之 于 站 
的 序列 趋向 一 可 决定 的 有 穷 极限 . ' 


成 理 地 适用 于 有 序 对 . 设计 得 当 , 这 些 运算 就 能 为 我 们 提供 二 PN 


的 有 序 对 代数 . 人 们 多 半 会 说 复数 已 经 解释 成 有 序 对 了 ， 但 我 们 同样 可 以 说 复数 已 经 消逝 了 , 取 
而 代 之 的 是 有 序 对 ， 


Be A 
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复数 x+ yi 可 以 标 在 由 水 平实 轴 与 垂直 虚 轴 所 决定 的 一 个 平面 
上 ,例如 左 图 标 出 了 点 K{1+ 2 和 点 H{2+ 让 .如 果 这 两 点 和 原点 是 
一 平行 四 边 形 的 项 点 ,第 四 个 顶点 ({P} 就 是 这 两 个 复数 之 和 . 

也 可 以 不 光 是 说 有 序 对 “做 ”什么 ,再 往 前 走 ,设法 确定 它们 “是 ”什么 , 这 个 问题 不 像 无 穷 小 
问题 和 虚数 问题 那么 紧迫 ,倒是 更 有 肤浅 哲学 的 味道 . 不 管 人 为 性 多 强 , 任 何 回答 都 合用 ,只 启 
它 角 保持 住 有 序 对 规律 :如 果 (z,y) 就 是 (z,w) ,那么 x 就 是 z 并 且 y 就 是 包 . 今天 通用 的 款式 来 
自 维 纳 和 库 拉 托 夫 斯 基 , 它 不 是 把 有 序 对 (x,y) 简 单 等 同 于 以 x 和 y 为 成 员 的 类 ;假使 那么 干 ， 
(zy) 就 跟 (y,z) 滥 了 . 它 把 (xz,y?) 等 同 于 两 个 类 的 类 ,一 个 是 以 z 为 唯一 成 员 的 类 , 另 一 个 是 以 
z 和 y 为 成 员 的 类 *. 在 这 里 , 既 可 以 说 已 经 把 有 序 对 解释 成 某 种 类 的 二 员 类 ,也 可 以 说 把 有 序 
对 消去 了 ,取而代之 的 是 这 种 类 的 二 员 类 . 这 只 是 措辞 不 同 ,但 前 一 描述 法 的 优点 是 保存 了 “(xz， 
y) ”这 个 记号 和 “对 ”这 个 词 . 


哲学 问题 仿佛 处 在 两 极 之 间 , 一 极 是 常识 受到 伤害 后 义愤 的 质询 (什么 是 无 穷 小 ?什么 是 
负数 的 平方 根 ?) ,一 极 是 多 十 的 周末 小 孩 闲 得 发 慌 时 执 描 的 盈 问 (什么 是 有 序 对 ?)”*. 有 个 哲学 
问题 比 有 邦 对 问题 深刻 些 :什么 是 数 ? 我 们 且 把 这 问题 先 对 准 自 然 数 ,也 就 是 正 整数 和 和 专 . 

数字 给 数 命名 ,数字 "12” 给 12 命名 , 换个 样子 表述 我 们 的 问题 :数字 给 什么 命名 ? 12 是 什么 ? 
12 是 耶稣 的 使 徒 的 多 少 , 是 一 年 中 月 份 的 多 少 , 是 某 失 盒 里 蛋 的 多 少 , 不 过 ,12 决 不 仅仅 是 一 打 蛋 、 
一 打 月 份 一 打 使 徒 的 一 种 性 质 , 它 是 一 打 蛋 的 类 一 打 月 份 的 类 ,一 打 使 徒 的 类 的 公共 性 质 . 

. 在 数学 中 ,清晰 性 的 来 源 之 一 是 宁 谈 类 而 不 谈 性 质 . 一 般 说 ,凡是 车 指出 某 种 性 质 做 得 到 的 


* 译注 :用 文 宁 运 不 及 用 符号 好 懂 . 作者 的 意思 是 ,有 序 对 C(x,y) 可 以 定义 成 无 序 对 {{ 工 ) {x,y)). 
** 译注 :这 对 括号 中 的 例子 是 译 者 自作 主张 添上 的 . 
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下 方 很 函数 可 以 用 一 副 底部 无 界 的 外 层 框 来 表示 ,外 框 不 加 底 是 表示 还 可 以 写 个 没完 . 
框 内 所 含 的 有 序 对 [a ,b} 满 足 "b 是 a 的 a 们 "这 种 关系 .每 个 有 序 对 等 同 于 一 个 二 员 类 .一 个 
成 员 类 在 每 副 内 层 框 的 左 侧 , 它 的 唯一 成 员 是 该 有 序 对 的 首 元 . 为 一 个 成 员 类 在 右 侧 , 它 又 含 
了 两 个 框 , 即 包 含 该 有 序 对 的 两 个 元 . 按 这 种 约定 ,底部 的 有 序 对 (3,9) 不 会 跟 表 示 平 方 函数 的 
有 序 对 (9,3) 相 混淆 . 这 种 款式 的 有 序 对 归功 于 维 纳 和 库 拉 托 夫 斯 基 , 在 现代 数学 中 用 得 很 广 
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事 , 指 出 具备 那 种 性 质 的 所 有 事物 的 类 也 能 做 到 , 毫 不 避 色 . 清晰 性 却 增加 了 ,内 为 ,对 于 类 ,我 
们 有 清楚 的 网 异 观念 ;两 类 的 同 异 无 非 是 有 没有 相同 的 成 员 而 已 ， 

具体 地 说 ,我 们 最 好 不 把 12 解释 成 “ 打 ” 的 性 质 ,而 解释 成 所 有 “ 打 ” 的 类 ,所 有 12 员 类 的 
类 . 每 个 自然 数 也 都 变 成 所 有 x 元素 的 类 . 像 这 样 用 来 定义 4 是 循环 的 ,但 循环 可 以 防止 ,办 
法 是 借助 一 数 的 前 趋 来 定义 该 数 . 例如 ,5 一 旦 到 手 , 便 可 以 把 6 解释 成 剥夺 一 员 便 属于 5 的 那 
些 类 的 类 , 从 开端 处 做 起 ,可 以 把 0 解释 成 以 空 类 为 唯一 成 员 的 类 ,再 把 1 解释 成 剥夺 -一 员 便 属 
于 0 的 那些 类 的 类 ,上 骨 把 2 解释 成 剥夺 一 员 便 属 于 1 的 那些 类 的 类 , 依 此 类 推 . 

任何 款式 的 有 序 对 都 能 克 尽 本 职 ,只 要 它 满足 有 序 对 规律 ,同样 ,任何 款式 的 自然 数 都 能 克 
尽 本 职 , 只 要 它 满足 这 人 么 一 条 规律 :有 第 一 个 数 ,又 有 一 每 次 产生 一 个 新 数 的 后 继 运 算 . 上 面 那 
种 款式 是 1884 年 弗 雷 格 引 进 的 , 它 经 得 起 这 个 测验 ( 见 本 页 插图 ). 还 有 别 的 款式 也 经 得 起 . 
汉 ，。 诺 依 曼 提出 的 款式 是 把 每 个 数 等 同 于 所 有 居 前 数 的 类 ( 见 323 页 插图 ). 在 这 个 系统 中 ,0 是 
空 类 自身 ,1 是 以 0 为 唯一 成 员 的 类 ,2 是 0 和 1 的 类 , 余 可 类 推 . 弗 雷 格 说 员 类 属于 nn, 汉 : 诺 
依 曼 则 说 a 员 类 的 成 员 能 够 与 * 的 成 员 相 配 而 旦 一 一 对 应 ， 

不 论 我 们 按 哪 种 方式 看 数 ,下 一 步 总 是 要 定义 算术 运算 . 加 法 背后 的 想法 是 显然 的 :mm 十 ? 
是 有 那么 多 成 员 的 一 个 类 , 它 的 一 部 分 有 m 个 成 员 , 其 余部 分 及 个 成 员 . 至 于 乘积 mXn 则 蚌 
有 那么 多 成 员 的 一 个 类 , 它 务 为 各 含 个 成 员 的 m 个 部 分 . 


自然 数 4 LT 4 员 类 的 类 ;因此 外 层 框 无 
底 . 按 弗 雷 格 最 先 提 议 的 这 种 数 的 款式 ,1 可 以 解释 成 剥夺 一 
个 成 员 便 属于 0 的 那些 类 的 类 . 


4 [| 
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[EE | 
| 


4 二 二 


Rd 


冯 ， 诺 依 旱 款式 的 自然 数 4 蝇 调 它 能 够 与 4 员 类 相配 而 呈 一 一 对 应 
{用 箭头 显示 】 .这 个 业 中 三 个 元 赁 对 应 来 定 久 . 另 一 个 元 是 空 类 . 


I 


4 一 [EE] 
| 


实数 4 表示 成 有 序 对 {a,b) 的 无 底 类 {外 层 框 ), 此 处 a“ 小 于 户 的 4 
信 ". 这 就 是 3 对 1 具有 的 .7 对 2 具有 的 .11 对 3 具有 的 .诸如 此 类 的 关 
系 .这 种 约定 适用 于 分 数 和 负数 


尚 待 说 明 的 还 有 负数 .分数 . 像 2 和 < 这样 的 无 理 数 , 简 言 之 ,除去 自然 数 以 外 的 所 有 实数 . 
这 里 又 不 指教 式 , 凡 符合 一 定 要 求 的 都 合用 . 有 种 一 揽 子 款式 要 比 多 数 的 款式 更 具 统 一 性 , 它 把 
每 个 实数 看 成 自然 数 之 间 的 某 种 关系 ,说 白 了 是 某 种 相对 的 大 小 关系 , 取 实 数 1/2 作为 特例 . 它 
等 同 于 1 对 从 3 起 每 个 整数 具有 的 .2 对 从 5 起 每 个 整数 具有 的 .诸如 此 类 的 关系 , 与 此 相仿 ,每 
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个 正和 实数 x 等 同 于 “小 于 _ 的 xz 售 " 的 关系 . 比方 说 , 正 实数 1/r 成 了 1 对 从 4 起 每 个 整数 具有 
的 .2 对 从 7 了 起 每 个 整数 具有 的 ,3 对 从 10 起 每 个 整数 具有 的 .诸如 此 类 的 关系 ”. 至 于 人 负 实 数 则 
是 取道 关系 . 例如 , 旗 然 1/2 是 * 小 于 _ 的 一 半 ” 的 关系 ,一 1/2 就 成 了 “大 于 _ 的 两 和 全 ”的 关系 ， 

尽管 可 能 蒸发 像 是 小 孩 在 多 十 的 周末 的 融 问 了 ,我 们 也 不 惜 冒险 插 问 :但 是 ,什么 是 关系 ? 
其 实 , 讨 论 有 序 对 的 时 候 已 经 暗示 闻 ,一 种 关系 可 以 等 同 于 a 对 5 具有 那 种 关系 的 所 有 有 序 对 
(ay 人 的 类 . 这 人 么 一 来 ,实数 就 跟 上 月 然 数 一 样 ,归根 结 蒂 等 同 于 类 了 . 数 1/2 变 成 a 小 于 6 的 一 半 
的 所 有 有 序 对 (a,5) 的 类 , 这 个 有 序 对 类 不 破坏 这 种 “小 于 ”关系 就 不 能 包含 有 序 对 (2,4) ,和 否则 a 
会 正好 是 5 的 1/2 售 ; 但 是 , 它 可 以 包含 有 序 对 (20,41) ,可 以 包含 a 以 应 有 的 差 数 邻近 5 的 1/2 
倍 的 任何 有 序 对 Ca,b). 

按 这 种 做 法 ,每 个 实数 都 对 应 于 一 个 独 异 的 有 序 对 类 . 这 种 独 异 性 是 能 够 证 明 的 ,因为 一 条 
实数 轴 上 任何 两 点 之 间 存 在 一 有 理 数 , 这 就 是 说 ,如 果 z 与 y 是 不 同 的 实数 (比方 说 工 小 于 y)， 
必 有 一 有 理 数 /8(e 和 二 是 整数 ) 小 于 y 而 大 于 xz, 这 时 有 序 对 (a,65) 落 入 与 y 对 应 的 类 而 不 落 
人 与 x 对 应 的 类 ,足见 两 类 互 异 . 

前 而 注意 到 了 ,把 对 描述 成 所 有 ” 员 类 的 类 要 引起 循环 . 把 正 实数 x 描述 成 “小 于 的 zx 
倍 " 的 关系 也 要 陷 人 同样 的 循环 . 然而 ,当时 也 好 ,现在 也 好 ,这 种 描述 有 助 于 我 们 看 出 数 应 当 是 
什么 对 和 象 . 它 合用 的 原因 在 于 这 样 循环 使 用 “mn” 或 “x” 来 作 描述 是 有 某 种 常识 背景 的 . 实际 上 ,在 
这 两 个 场合 ,凭借 细心 的 复杂 的 定义 来 消除 循环 都 是 做 得 到 的 . 

在 解释 一 般 实数 之 前 我 们 就 得 采取 某 种 款式 的 自然 数 了 . 因为 我 们 要 把 实数 当成 自然 数 的 
关系 . 既然 如 此 ,不 管 多 么 无 用 ,也 必须 把 自然 数 看 成 与 对 应 的 整 实数 判 然 不 同 的 东西 . 例如 , 整 
实数 5 不 是 5 员 类 的 类 , 它 该 是 a 小 于 & 的 5 售 的 自然 数 有 序 对 (4a, 四 的 类 . 

在 数学 中 ,对 函数 的 谈论 之 多 决 不 亚 于 对 于 数 . 不 过 ,解决 它 的 哲学 问题 一 什么 是 函 
数 ? 一 一 要 比 数 快 些 . 一 个 函数 可 以 等 同 于 它 的 信 对 它 的 主 目的 关系 , 函数 * 的 平方 根 ” 可 以 
解释 成 根 对 平方 的 关系 :0 对 0 具有 的 ,1 对 1 具有 的 .2 对 4 具有 的 ,2/3 对 4/9 具有 的 .诸如 此 
类 的 关系 ， 因此 ,平方 根 函 数 变 成 所 有 有 序 对 (0,0),(1,1),(2,4),(2/3,4/9), 泛 言 之 (x,x?) 的 
类 .第 321 页 上 的 图 ,把 这 个 函数 表示 成 一 个 类 . 


我 们 的 数学 基础 样本 研究 从 检修 故障 开始 ,已 经 平稳 进入 总 梳理 阶段 了 . 我 们 看 出 ,这 是 一 
个 把 某 些 概念 归 约 为 别 的 概念 ,从 而 精 碱 基本 数学 概念 的 库存 量 的 过 程 . 现在 让 我 们 应 用 这 种 


* 译注 ;因为 1 小 于 4X1/x,2 小 于 7X1/r 等 等 
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技巧 把 常见 的 素数 概念 归 约 为 初等 的 类 的 术语 . 为 了 不 漏 掉 种 种 预 设 ,必须 明确 而 详尽 地 表述 
一 个 又 一 个 定义 ,留心 其 中 使 用 的 一 切 逻 辑 手段 和 数学 手段 . 每 个 定义 必须 说 明 怎 样 消 去 其 个 措 
闻 , 设 法 把 它 或 合 有 它 的 句 于 意译 成 一 套 剩余 词汇 (最 终 宏 得 只 剩 下 极 浅 显 的 字眼 儿 ), 我 们 先 把 

n 是 窒 数 
改变 成 

“是 月 然 数 ,六 且 , 对 于 所 有 自然 数 放 和 大 ,如 果 = 是 关 XA, 那 么 太 或 大 是 1 

这 第 一 步 从 剩余 词汇 中 消去 了 烦人 的 术 请 "素数 ", 代 之 以 心 是 自然 数 允 乘 以 有 的 记 

号 江 的 记号 ,也 要 这 样 做 - 我 们 知道 消去 乘法 记 导 的 办 法 是 把 子 句 4 一 Xk 展开 成 


对 于 每 个 = 员 类 ,存在 一 关 员 类 y,y 的 每 个 成 员 有 上 个 成 员 , 并 且 y 的 各 成 员 无 公 


业 里 时 oo 


上 
全 


EE 


明晰 性 减少 不 像 间谍 精简 那么 值得 注意 . 信使 我 人 的 目标 是 明晰 , 尽 可 恢复 被 消去 的 措 词 ,把 这 


接 下 去 要 消去 的 术语 是 “自然 数 ”. 说 及 是 自然 数 就 是 说 n 是 0, 或 是 0 的 后 继 ,或 是 0 的 后 
继 的 后 继 , 依 此 类 推 , 弗 雷 格 告 诉 我 们 ' 胃 开 * 依 此 类 推 " 的 办 法 是 把 “是 自然 数 * 定 义 成 


弗 曙 格 把 “0 解释 成 以 无 成 员 类 为 唯一 成 员 的 类 ,把 任何 mx 的 "后继 ”解释 成 洲 夺 一 员 便 赂 
于 mx 的 所 有 类 的 类 . 如 果 我 们 消去 “0” 和 “后继 ”, 把 上 述 款 式 的 “n 是 自 然 数 ”等 等 改写 成 一 个 新 
于 可 ,再 用 该 子 句 来 改写 原 短 语 ,我 们 就 是 用 -- 份 短 词汇 讲 出 了 一 则 长 故事 ( 见 326 页 上 的 图 
解 ). 我 们 的 居间 定义 末尾 的 数 “1” 也 消去 了 ,因为 ] 是 0 的 后 继 , 镜 下 的 词汇 只 涉及 类 的 成 员 身 
信和 一 点 点 别 的 东西 ,有 各色 各 样 初等 的 未 辑 小 曲 词 “是 ”, “并且”,“ 或 者 ",“ 如 果 ”那么 "< 部 
个 “所有”, 诸如此类. 


326 VV, 数学 基础 


关于 2 的 陈述 ， | 要 展开 的 术 诸 术语 的 定义 


TT n 是 自然 数 ,并 且 , 对 于 所 有 自然 数 及 和 此 ， 
n 是 素数 . 素数 如 果 nn 是 Ah， 此 , 那 汉 五 或 上 是 1. 


是， 上 |n 员 类 分 成 各 含 & 个 成 员 的 个 部 分 . 
如 果 帮 是 下 ;那么 坟 或 志 是 1. 


n 是 自然数, 并且 ,对 于 所 有 自然 数 有 和 卢 ,| .+ 分 成 各 会 | 存在 一 个 及 员 类 y,y 的 每 个 成 员 有 上 大 个 成 
如 果 员 类 分 成 各 含 个 成 员 的 个 部 | 个 成 员 的 请 1 员 , 并 且 y 的 各 成 员 无 公共 成 员 , 并 且 所 有 也 
分 ,那么 斑 或 上 是 1 个 部 分 只 有 y 的 成 员 的 成 员 是 z 的 成 员 . 


n 是 自然 数 , 并 且 , 对 于 所 有 自然 数 六 种 上 ,| 是 白 然 数 对 于 每 个 类 ,如果 0 是 z 的 成 员 并 且 z 的 成 
如 寺 对 于 x 的 每 个 成 员 x 都 存在 一 个 上 的 员 的 后 继 也 是 = 的 成 员 , 那 么 是 x 的 成 员 . 
成 员 y,y 的 所 有 成 员 是 二 的 成 员 , 并 且 y|0 0 是 以 无 成 员 类 为 叭 一 成 员 的 类 . 

的 各 成 员 无 公共 成 员 , 并 且 所 有 也 只 有 y| 后 继 任何 m 的 后 继 是 剥夺 一 员 恒 属于 闸 的 所 有 
的 成 员 的 成 员 是 r 的 成 员 , 那 么 产 或 雪 是 类 的 类 . 

1. 1 1 是 剥夺 一 员 便 成 为 龙 成 员 类 的 所 有 类 的 类 . 


对 于 每 个 类 zx, 如 果 以 无 成 员 类 为 唯一 成 员 
的 类 是 z 的 成 员 , 并且 对 于 * 的 每 个 成 员 
mm: 璋 夺 一 员 便 外 于 m 的 所 有 类 的 类 是 z 
的 成 员 , 那 么 nn 是 < 的 成 员 , 并 且 , 对 于 所 | 
有 上 各 点 ,对 于 每 个 类 z, 如 果 以 无 成 员 类 
为 唯一 成 员 的 类 是 z 的 成 员 , 并 且 对 于 > 
的 每 个 成 员 澡 ,剥夺 一 员 便 属于 mw 的 所 有 
类 的 类 是 x 的 成 员 , 那 么 有 和 下 是 2 的 成 
员 ; 如 果 对 于 ”的 每 个 成 员 x 都 存在 一 世 
的 成 员 y,y 的 所 有 成 员 是 上 的 成 员 , 并 且 y 
的 各 成 员 无 公共 成 员 , 并 和 且 所 有 也 具有 y 
的 成 员 的 成 员 是 x 的 成 员 ,那么 天 或 点 是 
剥夺 一 员 便 成 为 无 成 员 类 的 所 有 类 的 类 . 


经 过 简化 的 句子 出 现在 这 张 记录 纸 的 底部 左 侧 . 定义 "n 是 素数 "这 个 陈述 产生 一 份 词汇 
表 { 中 列 ) ,其 中 的 术语 党 要 展开 {如 右 列 所 示 }. 最 后 这 个 句子 只 涉及 类 的 成 员 身 分 . 如 果 不 求 
简短 , 尽 可 只 用 "并 且 "、“ 非 "“ 是 _ 的 成 员 " 和 全 称 量 化 的 可 诺 " 每 个 东西 x" 来 收 写 . 术语 展开 
式 中 所 用 的 数 的 款式 是 弗 雷 格 制订 的 . 
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再 往 前 走 几 步 , 所 有 这 些 词语 可 以 归纳 为 几 个 基本 措 词 . 一 个 是 充当 句子 联结 词 的 “并 且 ”. 
另 一 个 是 “ 非 ”. 第 三 个 是 全 称 量 化 的 习 语 “每 个 东西 ?, 或 者 用 起 来 更 灵活 的 “每 个 东西 r”, 紧凑 
的 符号 表示 是 "(x)”. 第 四 ,还 有 及 物 动 词 *E”, 意 思 是 "是 ”的 成 员 ”. 这 张 表 或 许 还 应 当 包 括 第 
五 项 , 即 用 来 分 隔 子 名 的 括号 .下 面 就 是 用 我 们 药 节 俭 记 法 造 的 一 个 短 例 句 : 

(x) 非 (y) 非 (rE yy 并且 非 yEr) 
蕊 实际 上 相当 于 “每 个 东 廿 都 是 一 并 非 它 的 成 员 的 某 个 东西 的 成 员 *. 

不 论 在 算术 中 ,在 微 积分 中 还 是 在 别 的 部 门 中 ,凡是 用 纯 古 典 数 学 记 法 可 表达 的 句子 ,如 果 
不 求 同 样 简短 ,都 能 够 用 这 份 极 小 的 词汇 来 意译 . 前 面 已 经 把 “n 是 和 白 然 数 ” 近 得 够 用 了 ,但 是 与 
完全 意译 成 五 个 基本 习 语 的 结果 与 它 相 比 ,运算 更 为 简 炼 , 我 们 不 想 推 荐 大 家 取 这 五 个 词 作 数 
学 的 通用 语言 或 实用 计算 工具 .然而 ,如 此 众多 的 数学 观念 居然 能 从 如 此 贫乏 的 基底 生成 ,特别 
是 从 我 们 的 这 个 基 说 生成 ,这 上 毕竟 有 点 理论 上 的 兴趣 


五 个 基本 措 词 的 四 个 属于 胃 辑 . 一 个 一 “EE ”一 一 是 集 论 或 类 的 数学 所 有 的 . 或 者 也 可 以 
说 五 个 全 在 集 论 中 ;逻辑 措 词 终究 是 每 门 科学 的 地 地 道道 的 附 局 品 ,也 是 集 论 的 ， 

这 么 一 来 ,好 像 全 部 数学 都 可 以 用 集 论 语汇 来 意译 了 , 所 以 ,全 部 数学 真理 都 可 以 化 成 集 论 
真理 . 每 个 数学 问题 都 可 以 变换 成 集 论 问题 . 这 种 归 约 要 么 预兆 重大 数学 问题 前 途 光 明 , 要 么 说 
明 集 论 也 有 限 古 典 数 学 问题 一 样 深刻 的 问题 . 

后 者 才 是 实情 . 而 且 , 集 论 最 糟 的 一 面 还 不 只 是 能 写 出 难于 证 明 是 真是 假 的 句子 ,倒是 能 写 
出 似乎 太 易于 证 明 即 真 又 假 的 句子 . 有 一 个 这 样 的 句子 是 

非 (y) 非 (z)[ 非 (YEy 并且 xEx) 并 且 非 ( 非 -Ey 并 上 且 非 zx€ x)] 

为 顾及 人 类 交际 作 局 部 改 译 的 话 , 那 么 它 说 的 是 

它 似乎 真 ;只 要 取 + 不 是 自身 成 员 的 所 有 东西 x 的 类 作 >, 不 就 得 了 吗 ? 殊不知 它 必 定 假 ; 假 使 
真 像 这 里 断定 的 那样 存在 着 y, 我 们 大 可 就 取 y 作 xz 的 特例 ,然后 自 相 矛 盾 地 论 定 ye y 当 目 仅 
当 非 y€ wy. | 

集 论 里 有 的 是 悖 论 ,罗素 在 1901 年 找到 的 这 个 停 论 是 其 中 最 简单 的 . 所 有 这 些 悖 论 的 教训 
就 是 ,给 出 集 类 中 成 员 身 分 的 充分 必要 条 件 还 保证 不 了 存在 这 样 的 类 . 特 衣 之 ,罗素 惧 论 麦 明 不 
存在 正好 由 不 是 自身 成 员 的 东西 组 成 的 类 . 因此 , 集 论 的 大 任务 成 了 判别 什么 样 的 类 才 存 在 . 已 
知 的 回答 都 不 是 又 自然 又 站 得 住 脚 的 ;看 上 去 唯一 自然 的 回答 是 对 每 个 成 员 身 分 的 条 件 都 存在 
一 个 类 , 它 站 不 住 脚 . 
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自 1901 年 以 来 , 集 沦 品种 激增 , 却 没 有 一个 是 分 明 最 好 的 . 在 这 号 框架 中 , 连 无 了 矛盾 性 问题 
也 县 而 未 类, 因为 我 们 不 再 能 信任 常识 对 命题 的 似 真 性 所 下 的 判断 . 集 论 中 的 常识 被 述 论 搞 吴 
了 和 名声. 作为 数学 的 基础 , 集 论 远 远 不 及 我 人 蔓 基 于 集 论 之 上 的 东西 来 得 定 抽 . 

很 清楚 ,我 们 决 不 可 指望 数学 的 集 论 基础 充当 一 副 解 药 以 平息 疑心 古典 数学 靠不住 的 情 
绪 . 当 我 们 评价 旨 在 使 集 论 好 用 的 各 种 计划 时 ,我 们 只 求 有 一 良策 , 福 最 终 的 上 层 建 筑 物 中 重 造 
算术 ,忽略 逻辑 算 子 和 乘法 也 无 妨 “. 如 果 为 更 高 的 目标 而 添上 这 些 记号 的 话 , 那 就 不 会 有 覆盖 
所 有 可 表达 的 真理 又 避免 说 盘 话 的 证 明 程 序 了 . 即使 把 变 号 的 值 局 限于 自然 数 ,局 面 也 不 会 
改观 . 

所 询 初 等 数论 的 记 法 就 是 这 样 . 用 这 种 记 法 可 表达 的 典型 真理 是 

Cz)(y) 非 (z)[ 非 (x 二 y 十 z) 并 且 非 (y 二 x 十 z)]. 
这 相当 于 说 :对 所 有 自然 数 zx 和 yy ,存在 某 自然 数 z, 或 者 + 二 y 十 x 或 者 y= 二 x 十 z, 哥 德 尔 表明 ,给 
定 一 证 明 程 序 ,我 们 可 以 用 这 种 贫乏 的 记 法 造 一 个 句子 ,如 果 它 能 有 符合 液 程序 的 证 明 , 它 便 是 
假 的 ;如 采 不 能 , 它 便 是 真 的 . 所 以 , 哥 德 尔 认可 了 古典 数 学 规律 *. 我 们 却 发 现 自 己 波 集 论 作为 
方便 而 有 限 的 词汇 的 时 候 , 不 知 不 觉 地 认为 它 也 鞠 古 典 数学 制订 了 一 套 总 的 公理 系统 一 一 该 让 
集合 落 在 它们 可 果 的 地 方 了 . 


这 样 的 公理 化 规划 永远 也 不 能 完成 . 别 指望 有 什么 证 明 程序 强 得 足以 覆盖 古典 数学 的 一 一 
娜 怕 只 是 算术 的 一 一 -全 部 真理 ,而 又 排除 一 切 假 话 . 这 个 值得 注意 的 事实 是 库 尔 特 。 哥 德尔 在 
1931 年 证 明 的 ， 

第 329 一 330 页 上 的 图 解说 明了 加 法 与 减法 证 明 程序 是 完全 的 :能 用 这 种 记 法 表达 的 每 个 
真理 都 能 用 那 种 程序 来 证 明 . 然而 ,这 种 记 法 只 包括 议定 记 法 的 少数 侧面 . 我 们 的 给 定 程序 要 么 
不 健全 ,因为 它 证 得 出 假 话 ,要 么 不 完全 ,因为 它 证 不 出 初等 数论 的 一 个 真理 . 

哥 德 尔 的 发 现 给 种 种 先 人 之 见 当头 一 击 . 人 们 总 以 为 ， 数 学 真理 的 本 性 是 它 的 可 证 性 , 
但 并 非 如 此 ， 毫 无 疑问 ， 用 这 种 有 限 的 清晰 的 初等 数论 记 法 能 造 出 来 的 句子 ， 每 一 个 都 是 用 
意义 的 ， 每 一 个 都 是 真 的 或 假 的 ， 每 一 个 与 其 自身 的 否定 总 有 一 个 是 真 的 ， 可是， 它 的 真理 
性 无 法 确保 可 证 性 ， 数学 中 的 真理 与 自然 科学 中 的 真理 之 间 的 差别 恶 伯 不 像 我 们 想像 的 那样 

* 译注: 这样 的 算术 恶 怕 只 对 计算 机 科学 的 某 些 领域 有 点 用 处 ,当然 ,也 很 可 能 是 我 无 知 . 


xx 译注 :这 话 决 非 语 无 伦 次 . 哥 德 尔 的 确认 为 ,要 克服 数学 形式 系统 的 不 完全 性 ,就 得 采纳 越 来 越 强 
的 古典 数学 . 
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泾 酒 分 明 . 


XT—(y—2)}—=2—(y— .7x) 


《我们 按 两 种 办 法 从 这 些 公理 推出 定理 ;把 任何 一 个 项 
代入 和 任何 变 号 ,或 者 用 给 定 等 式 的 一 侧 置 换 另 一 但 . ) 


=z—(y— oy) 


yy—=ty—y)—(r—7x) 


T(r ee) = (rr) 


Tt yy yy) (rr) 


I rty— yy (rx) 


《 式 子 "X7 十 yy 可 以 定义 为 “x 一 (Cy 一 y) 一 y)* 的 缩写 . 
如 法 定律 也 就 只 是 作为 减法 定律 的 缩写 得 出 , 因此 定 
律 “z 十 ?一 ?十 z 证 明 如 下 . ) 


工 一 人 一 2 一 9 一 一 (一 尖 ) 一 工 》 


Ty y= yr rr) 


算术 加 法 和 减法 的 证 明 程 序 从 取 作 公理 的 两 个 等 式 [ 第 1,2 步 } 开 始 ,然后 定 出 用 代入 或 
置换 推出 定理 的 各 步 .第 3 步 至 第 9 步 可 从 列 入 右 列 的 居 前 步骤 得 出 ， 加 法 借助 于 减法 来 定 
多 ,然后 证 明 它 的 一 条 初等 定律 (第 10 一 12 步 ). 


数学 基础 方面 的 工作 可 以 涉及 概念 ,可 以 涉及 规律 . 这 篇 文章 大 抵 是 在 谈 涉及 概念 的 工 
作 一 一 停 例 定义 把 某 个 概念 归 约 为 别 的 概念 . 但 哥 德 水 发 现 正 好 与 研究 规律 及 其 在 公理 或 证 明 
程序 中 的 包装 有 关 ， 这 类 工作 没有 因为 懂得 重要 数学 分 支 的 完全 系统 不 可 得 就 威 少 ; 这样 那 样 


第 11 步 ,定义 
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使 人 大 开眼 界 的 不 完全 系统 是 可 得 的 ， 加 
事实 上 ,可 德尔 的 结果 大 大 激励 了 专注 于 规律 的 基础 研究 分 支 中 的 工作 . 进入 如 德尔 证 明 
的 那些 稀奇 的 技术 已 经 造就 了 一 个 壮观 而 兴旺 的 数学 分 支 :证 明 论 . 这 是 基础 产生 上 层 建筑 的 


一 个 实例 .“ 


* 译注 : 贡 德 尔 不 完全 性 定理 无 疑 是 当代 证 明 论 的 一 个 至 关 重 要 的 背景 . 但 是 ,即使 从 技术 上 看 ,他 
的 工作 也 远 不 及 干 内 .区 尔 怕 妆 的 工作 对 证 明 论 的 贡献 大 . 于 引 信也 许 旺 良 为 他 把 递归 过 数 论 
也 包括 在 证 明 论 中 ， 


层 比 


威 拉 和 蕙 ， 范 。 风 因 (Willard van Orman Quine),1962 年 4 月 对 


几 件 事情 凑 到 一 起 使 这 种 局 面 可 能 发 生 . 年 龄 按 度 过 的 时 间 来 算 , 生 日 却 必须 与 出 生 
的 月 份 日 期 吻合 ;2 月 29 日 少见 ,并 非 年 年 都 轮 得 着 一 回 的 . 
承认 了 弗 雷 德里 克 的 处 境 可 能 发 生 , 它 又 悖 在 哪里 ? 不 外 是 开头 那 股子 莞 雇 的 气息 . 人 在 
第 wn 次 生日 上 超过 # 岁 的 概 兴 小 到 1 460 分 之 一 ,即便 把 周期 性 偏差 估计 在 内 也 好 不 了 多 少 **，; 
这 个 概率 过 小 ,我 们 很 容易 忘记 它 的 存在 . 
那么 ,可 以 第 统 地 说 悖 论 就 是 咎 一 昕 蕊 废 但 有 一 论证 支撑 的 任何 结论 吗 ? 我 想 , 到头来 这 
种 解释 大 抵 说 得 过 去 ,但 是 拟 下 好 多 东北 没 说 . 支撑 悖 论 的 论证 也 许 暴 圳 一 个 被 掩 坦 的 前 提 的 
莫 译 性 ,也 许 暴露 历来 被 看 作 是 物理 理论 .数学 或 思维 过 程 的 轴 心 的 某 种 先 人 之 见 的 荒 误 人 性. 所 
以 ,在 貌似 迁 腐 之 极 的 导论 里 ,可 能 潜伏 着 灾难 . 发 现 侍 论 在 历史 上 不 只 一 次 成 为 大 规模 改造 思 


草 eeesns 里 年 轻 的 主人 公 ，, 只 经 历 5 次 生日 ,就 已 经 满 了 . 20 岁 . 好 


* 译注 :美国 喜 台 剧 ,A。 水 利文 作 明 ,下 ' SS。 吉尔 伯 特 编剧 . 前 因 以 它 为 例 讨论 - -类 * 悖 论 * 即 弗 雷 
德里 克 的 生日 . 

**” 铎 注 :现在 通行 的 公历 是 1581 年 由 教皇 格 利 高 里 制定 前 , 故 称 格 利 高 里 历 . 按 此 历法 .2 月 平年 为 
28 日 ,半年 为 29 日 ,而 每 四 年 置 一 疾 . 而 公元 纪年 每 世纪 之 首 , 即 X XO 人 年 均 不 置 痿 . 但 车 年 数 可 用 
400 整除 , 则 仍 为 平年 . 所 以 2000 年 是 平年 ,2 月 只 有 28 日 ,而 2004 年 则 为 阔 年 ,2 月 为 29 日 .在 1581 年 
以 前 ,公元 历法 采用 舌 略 历 ,据说 是 公元 前 45 年 由 凯撒 定 药 .凯撒 全 名 (英文 ) 为 Julius Caesar, 故此 历 称 
为 癸 赂 (Julius 之 译音 ) 历 , 置 背 方 法 与 现在 不 同 . 即 没有 规定 每 400 年 只 能 少 置 三 个 间 年 . 文中 讲 到 20 岁 
只 过 了 五 个 生日 ,就 是 因为 生日 是 2 月 29 日 .这 只 有 在 出 生年 可 用 400 整除 时 才 可 能 . 
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想 基础 的 机 缘 . 实际 上 ,数学 基础 研究 几 十 年 来 都 受到 两 个 悖 论 的 困扰 和 刺激 ,一 个 是 1901 年 


《 茧 赞 斯 的 海盗 ) 中 "最 巧妙 的 悖 论 " 
拖累 了 弗 雷 德里 克 . 这 个 海盗 生 于 2 月 29 
日 ,年 满 20, 但 "前 不 久 才 过 了 五 次 "生日 ， 


好 素 提出 来 的 . 另 一 个 是 1931 年 可 德尔 提出 来 的 . 

作为 踏 上 这 片 范 险 地 带 的 第 一 步 , 让 我 们 来 考虑 另 
外 一 个 悖 论 :乡村 理发 师 悖 论 . 这 不 是 将 来 要 讲 的 1901 年 
罗素 大 迟 论 ,要 小 一 点 . 1918 年 罗素 把 发 明 权 给 予 一 位 通 
报 消 息 的 无 名 氏 *. 据 该 悖 论 称 , 某 村 中 有 一 男人 ,是 个 理 
发 师 ,他 尽 给 一 一 也 就 是 遍 给 而 且 只 给 一 一 村 里 不 自己 
着 明子 的 男人 市 胡子 . 问 : 那 理发 师 自己 剃 胡子 么 ? 

在 这 个 村 子 里 ,任何 男人 由 那 理 发 师 剃 胡子 当 和 且 仅 
当 他 不 自己 着 胡子 . 所 以 , 特 言 之 , 那 理 发 师 自己 剃 胡 子 
当 且 仅 当 他 不 自己 剃 胡子 , 说 他 自己 剃 胡子 ,要 出 麻 炳 ; 
说 他 不 自己 课 胡 子 ,也 要 出 麻烦 ， 

现在 比较 一 下 两 个 悖 论 . 弗 雷 德里 克 的 处 境 车 看 是 
苑 小 的 ,但 给 个 简单 论证 便 是 以 让 人 永久 认可 ,反之 , 谈 
到 那 理发 师 ,结论 却 太 芒 雇 , 任 何 时候 都 无 法 认可 . 

眼看 一 个 论证 要 去 证 明 这 个 决 不 能 接受 的 结论 ,该 
怎么 说 呢 7 幸好 ,那个 论证 倚赖 于 假设 . 它 叫 我 们 轻信 
一 个 故事 , 讲 的 是 某 村 中 某 男 人 尽 给 村 里 不 自己 剃 胡 子 
的 男人 剃 胡 子 . 这 是 出 麻烦 的 根子 ,承认 了 它 才 落 个 芒 
腔 的 下 场 , 只 好 说 那 理发 师 自己 剃 胡子 当 昌 仅 当 他 不 自 
己 制 胡子 , 真正 该 作 的 结论 正好 是 没有 这 号 理发 师 . 摆 
在 我 们 面前 的 立论 方法 一 点 也 不 神秘 ,无 非 是 两 千年 来 
还 辑 家 所 说 的 归 廖 :要 否 证 那 理发 师 , 便 假定 他 ,再 推出 
他 自己 剃 胡子 当 且 仅 当 他 不 自己 剃 胡子 的 订 论 . 理发 师 


圭 论 只 不 过 证 明了 没有 一 个 村 子 会 有 尽 给 村 里 不 自 己 剃 胡子 的 男人 剃 胡 子 的 男人 . 乍 一 听 这 样 全 
盘 否 认 是 荒 廖 的; 赁 什么 不 许 村 里 有 这 号 男人 呀 ?y 但 归 次 论证 就 表明 了 和 赁 什 么 不 许 , 因 此 我 们 同 
意 这 个 全 盘 否 认 ,正如 我 们 同意 弗 需 德里 克 在 第 5 次 生日 上 远 不 小 5 岁 乍 看 荒 雇 但 终究 可 能 . 

毕竟 ,这 两 个 悖 论 同样 是 用 无 懈 可 击 的 论证 去 支撑 徒 具 其 天 的 诬 论 . 在 一 个 悖 论 中 ,人 在 第 ， 


" 译注 :发 表 在 罗素 的 “逻辑 原子 主义 哲学 "一 文中 ， 
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次 生日 上 可 能 4n 岁 是 奇谈 , 却 也 是 真理 ;在 另 一 个 悖 论 中 ,没有 一 个 村 子 会 有 * 尽 给 村 蛙 不 且 己 制 
胡子 的 男人 剃 胡子 的 男人 ?是 奇谈 , 却 也 是 真理 ， 

然而 ,我 不 想 把 “人 悖 论 ” 一 词 局 限于 意 在 建立 真理 的 情 视 , 我 要 突出 特点 ,把 这 类 屠 论 叫 敌 讲 真 
话 的 导论 或 “真言 悖 论 ”.“ 悖 论 " 是 统称 ,完全 可 以 说 还 有 讲 想 话 的 悖 论 或 假 语 悖 论 *， 

弗 雷 德里 克 悖 论 是 真言 悖 论 , 只 要 我 们 认定 它 的 论点 不 是 在 谈 剧 中 人 物 弗 雷 德 里 克 , 而 是 谈 
人 在 第 nn 次 生日 上 可 能 4n 岁 这 个 抽象 真理 . 与 此 相仿 ,理发 师 停 论 也 是 真言 悖 论 , 只 要 我 们 认定 它 
的 论点 是 没有 村 子 会 有 这 号 理发 师 . 

一 方面 , 假 语 悖 论 的 论点 不 仅 和 在 看 是 荒废 的 ,而 旦 确实 是 假 的 . 原因 在 于 号 称 证 明 的 论证 中 

有 诸 误 , 典型 的 眼 语 悖 论 就 是 2=1 的 各 色 滑 稽 误 证 . 和 多数 人 都 听 说 过 它 的 这 种 那 种 版 本 . 这 里 是 
19 忆 纪 英国 数学 家 和 与 古 斯 特 ， 德 摩根 提 拱 的 版 本 . 令 x 二 1, 于 是 ,x 二 x, 所 以 ,x 一 1=x 一 1. 以 
一 1] 除 两 侧 , 得 出 x 十 1 二 1; 斌 然 z= 二 1, 这 等 于 说 2 二 1, 雇 误 之 处 是 用 zx 一 1 来 除 , 该 数 为 0， 

不 说 “ 狠 语 悼 论 ”, 单 说 “ 雇 误 ”, 行 吗 ? 不 大 行 . 从 讷 误 引 出 的 结论 可 以 假 也 可 以 真 ,可 以 在 
意料 之 外 也 可 以 在 意料 之 中 . 殷 语 悖 论 的 沦 证 中 总 有 课 误 ,但 除 此 以 外 求证 的 论点 还 必须 看 似 
荒 泌 又 果然 为 想 ， 

古老 的 芝 诺 悖 论 中 间 ， 有 些 应 当 列 人 假 语 悖 论 . 以 阿 基 里 斯 与 乌龟 的 悖 论 为 例 . 要 是 不 拘泥 
于 这 两 个 典 构 的 角色 , 瞻 加 概 插 移 话 ， 该 悖 论 所 求证 的 是 这 样 一 个 芋 课 论点 ,5 只 要 赛跑 的 一 方 不 
停 地 跑 ， 扰 浴 胸 得 多 慢 ， 筋 一 一 方 永 远 追 不 上 他 . 芝 诺 的 论证 是 说 ， 每 当 候 的 一 方 抵达 被 扎 的 一 方 
到 过 的 一 远 ， 被 过 的 一 方 已 经 前 移 了 一 点 . 把 这 个 论证 挑 得 更 明 ， 就 发 现 衣 误 在 于 误 认 为 递 接 时 
间 眉 的 无 碗 序列 之 和 必 为 永恒 . 其 实 ， 如 果 将 后 续 段 选 得 越 来 越 短 ， 递 接 时 间 航 的 无 穷 序列 的 全 
体 片 避 以 取 有 限 暑 间 及 可 以 取 无 限时 间 . 这 是 收 化 级 数 问题 ， 


格雷 林 个 论 ， i 


即使 阁 富 壕 论 与 做 请 笑 论 会 在 一 一 起 也 显然 包 所 不 了 全 部 的 导论 最 惊人 的 都 论 显然 无 法 归 


人 这 两 类 中 的 位 简 一 类 , 考虑 -下 1968 年 库 尔 特 ， 格律 林 设计 的 导论 , 它 涉 及 异 摹 形容 词 或 非 
自我 擎 状 形容 词 


* 译注 :“ 假 语 悖 论 ” 原文 为 falsidical( 生 造 的 ) paradox, 作者 在 比 处 辩解 道 ， “这 个 词 听 上 去 离谱 ,实则 不 


然 ;falsidicus 在 普 劳 图 斯 那里 出 现 两 次 ， 在 更 早 的 作家 那里 也 出 现 两 次 . ” 普 劳 图 斯 是 古 罗 蕊 喜剧 大 师 .“ 真 育 
壤 论 ”, 英 交 则 为 veridical paradox. 
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说 明 这 个 悖 论 要 求 先 给 自 区 形容词 或 自我 摹 状 形容 词 下 定义 . 形容词" 短 的 "是 短 的 ,就 是 
说 " 短 的 "一 词 确实 短 到 只 有 两 个 字 ; 形 容 词 “中 文 的 "是 中 文 的 ,因为 “中文 的 "这 几 个 字 确 是 中 
文 ; 形 容 词 "形容 词性 的 "是 形容 词性 的 ,就 是 可 以 用 它 来 形容 某 个 词 : 形 容 词 “多 音节 的 ”是 多 音 
入 的 ,因为 它 有 四 个 音节 .用 格雷 林 的 术语 说 ,这 些 形容 词 个 个 是 自 擎 的 ;个 个 是 对 自身 真 的 , 另 
有 一 些 形容 词 是 异 摹 的 . 比方 说 ,“ 长 的 "不 是 长 的 形容 词 ;* 德 文 的 "不 是 德 文 的 形容 词 ;* 单 音节 
的 "不 是 单 音节 的 形容 词 . 

形容 词 异 草 的 "是 自 摹 形容 词 还 是 异 人 摹 形容 词 ? 这 么 一 问 就 引起 格雷 林 悖 论 了 ,在 这 里 我 
们 人 处境 极 糟 , 跟 磁 上 理发 师 相 像 . 如 果 打 定 主意 说 “ 异 摹 的 ”是 自 摹 的 ,就 是 硬 要 说 这 形容 词 对 自 
导 真 . 可 是 + 那样 一 来 , 它 反 倒 成 了 异 摹 的 而 非 自 摹 的 ,因为 凡 用 得 上 形容 词 “ 异 人 摹 的 " 便 是 异 摹 
形容 词 , 如 果 因 此 就 打 定 主意 说 形容 词 * 异 摹 的 ”是 异 摹 的 , 那 就 是 硬 要 说 它 对 自身 不 真 , 这 样 一 
来 , 它 可 真正 成 了 异 摹 的 ,从 而 它 对 自身 真 , 这 又 使 它 成 了 自 莫 的. * 

乡村 理发 师 造成 的 窘境 与 此 雷同 . 当时 我 们 自救 之 法 是 宣布 要 归 恋 ,最 终 论 定 没 有 这 号 理发 


理发 师 悖 论 假定 某 村 中 有 一 理发 师 , 他 尽 给 不 让 己 判 胡子 的 男人 剃 胡子 .问题 是 这 理发 师 
给 不 


给 不 给 自 己 章 胡子 . 悖 论 是 他 给 自己 蕴 胡 子 当 且 仅 当 他 不 给 自己 剃 崩 子 . 


译注 :这 里 译 者 多 加 了 几 句 话 ， 
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师 . 然而 ,这 里 没有 理 当 舍 弃 而 姑且 假定 的 前 提 . 我 们 只 不 过 给 形容 词 " 异 摹 的 "下 了 定义 ,然后 问候 
是 不 是 异 摹 的 ,居然 就 陷 人 窘境 . 事实 上 ,不 必用 这 个 形容 词 , 不 必 给 它 下 定义 ,也 能 得 到 如 出 一 罚 
的 悖 论 . 按 定义 “ 异 划 的 ”是 指 “ 对 自身 不 真 ”; 所 以 ,我 们 尽 可 改 问 形容 词性 短语 "对 自身 不 真 " 是 不 
是 对 自身 丰 . 结果 发 现 , 它 是 当 且 私 当 它 不 是 ,因此 它 既 是 又 不 居 ”; 是 见 仍 有 格 第 林 悖 论 . 

照 这 么 看 ,格雷 林 悖 论 似乎 不 折 不 扣 是 个 假 语 悖 论 , 它 的 论点 是 一 自 相 巴 盾 的 合 取 命题 :我 
们 手 里 的 形容 词 对 自身 真 并 且 不 真 .但 是 ,对 照 芝 诺 的 或 2 二 1 的 假 语 悖 论 ,格雷 林 人 导论 有 它 证 
怪 之 处 ,就 是 让 人 革 然 不 知 论证 中 的 刻 误 究竟 在 哪 里 . 由 于 这 个 缘故 ,最 好 认为 它 代表 第 三 类 悖 
论 , 跟 真 育 尾 论 , 假 语 惊 论 都 不 一 样 . 


二 律 背 反 


这 类 迟 论 叫做 二 律 背 反 , 正 是 它们 酿 成 思想 危机 , 二 律 背 反 用 公认 的 立论 方式 制造 自 相 巴 
盾 . 它 使 人 承认 有 些 默 认 的 受信 赖 的 立论 模式 必须 挑 明 ,从 此 放弃 或 修正 ， 

格雷 林 迟 论 的 一 种 形式 表明 形容 词 短语 “对 自身 不 真 "对 自身 既 真 又 假 ,我 们 举 它 为 例 , 它 
的 论证 要 依 奢 哪 些 默认 的 立论 原则 呢 ?9 最 要 紧 的 是 这 么 一 条 :形容 词 “ 红 的 "对 某 物 真 当 且 仅 当 
该 物 是 红 的 ;形容 词 “大 的 "对 某 物 真 当 且 仅 当 该 物 是 大 的 ;形容 词 * 对 自身 不 真 ”对 菜 物 真 当 上 且 
仅 当 该 物 是 对 自身 不 真 的 ; 依 此 类 推 . 这 条 原则 的 最 末 例 就 是 直接 导致 格雷 林 悖 论 的 特例 . 

无 可 香 认 , 每 当 我 们 谈 起 某 形容 词 对 某 物 真 的 时 候 ,总 是 在 默默 使 用 这 条 原则 , 例如 ,我 们 
说 形容 词 “ 红 的 ”对 某 物 真 当 上 且 仅 当 该 物 是 红 的 ,而 且 对 所 有 的 形容 词 都 是 照 此 办 理 的 , 这 条 原 
则 简 喜 就 反映 了 所 谓 基 形 容 词 对 基 物 真 的 本 来 意义 , 它 是 一 条 硬 原则 ,很 难 不 信 . 可 是 ,所 以 会 
有 格雷 林 二 律 背 反 , 又 明明 要 归罪 于 这 条 原则 . 那个 二 律 背 反 直截了当 是 这 条 原则 的 一 个 特例 . 
在 这 条 原则 中 , 令 * 某 形容 词 " 是 “对 自身 不 真 * 这 个 形容 词性 短语 , 令 * 某 物 " 又 是 这 同一 个 短语 ; 
这 样 一 来 ,该 原则 当即 断言 “对 自身 不 真 " 对 自身 真 当 且 仅 当 它 对 自身 不 真 , 足见 该 原则 必须 放 
弃 ,至 少 也 要 想 点 法 子 限制 一 下 . 

可 是 ,该 原则 如 此 忠实 地 反映 着 所 谓 某 形容 词 对 某 物 真 的 本 来 意义 ,放弃 它 就 不 能 不 压根 
儿 扔 掉 “ 对 “ 真 ”认定 这 是 要 坏事 的 昏 话 .我们 不 肯 能 说 某 形容 词 对 某 物 真 了 ,但 形容 词 本 身 仍 
然 可 以 照 用 不 误 , 可 以 按 通 常 方 式 用 来 表达 物 的 属性 ;向 “对 真 * 开 刀 只 不 过 会 切 掉 谈论 蘑 形 


* 译注 :建议 读者 认真 想 一 想 ,怎么 从 * 它 是 当 且 仅 当 它 不 是 推出 " 它 旗 是 又 不 是 *. 有 人 说 非 用 排 中 
律 不 可 ,根本 不 是 那么 一 同事 1 | 
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容 词 表达 某 物 的 属性 的 一 种 特殊 措 词 * 

然而 ,这 种 特殊 措 词 有 它 方便 的 地 方 ; 没 了 也 挺 可 惜 . 我 们 其 实 大 可 不 必 根 本 不 要 它 . 毕竟 ， 
说 某 形容 闻 对 蘑 物 真 与 不 真 只 在 一 种 特殊 情况 营 了 麻烦 ,其 中 谈 到 一 特殊 形容 词 一 就 是 “对 
自身 不 真 ”这 个 短语 一 表达 一 特殊 物 一 又 是 这 同一 个 短语 一 的 属性 . 只 要 在 这 种 情况 发 
肆 不 用 "对 “ 真 "这 种 措 词 ,也 就 把 格雷 林 停 论 打 旺 了 . 在 其 他 情况 , 尽 可 像 平常 一 样 无 忧 无 虑 地 
继续 便 用 这 种 措 词 ,一 直到 又 发 现 别 的 二 律 背 反 。 

实际 上 , 沾 亲 带 故 的 二 律 背 反 要 多 少 有 多 少 . 为 了 使 这 一 大 帮 都 声 失 元 气 ,只 向 一 例 开 刀 可 
不 成 ,必须 切 得 更 深 . 我 们 必须 发 誓 不 仅 禁止 "对 “和 真 * 与 “对 自身 不 真 ? 联 用 ,而 且 禁 止 它 与 其 他 
各 种 涉及 真理 性 的 短语 联 用 ;我 们 必须 发 暂 禁 止 与 这 类 短语 联 用 的 也 不 只 是 “对 “” 真 ”, 还 包括 
其 他 各 种 涉 真 模 词 . 让 我 们 先 看 儿 个 不 这 么 干 就 会 构成 威胁 的 二 律 背 反 . 


埃 皮 门 尼 德 悖 论 


有 个 古老 的 埃 皮 门 尼 德 迟 论 : 埃 皮 门 尼 德 身 为 克 里 特 人 ,居然 说 所 有 克 里 特 人 都 是 撒谎 者 . 如 
采 他 讲 了 下 话 , 他 便 是 撤 度 者 . 看 样子 ,这 个 悖 论 曾 经 传 到 圣保罗 耳 里 ,但 他 没 抓 住 要 领 . 圣保罗 
在 致 提 多 书 “ 中 警告 道 :“ 他 们 中 的 一 个 ,还 是 他 们 当地 的 一 个 先知 ,说 克 里 特 人 永远 是 撒谎 者 .” 

实际 上 埃 皮 门 尼 德 悖 论 很 毛 糙 ,有 漏洞 . 兴 许 有 些 克 里 特 人 是 撤 谎 者 , 埃 皮 门 尼 德 尤其 当 之 
无 愧 ,但 有 些 不 是 ; 兴 许 埃 皮 门 尼 德 虽 是 撒谎 者 ,但 偶尔 也 讲 真 话 . 无 论 在 哪 种 情况 下 ,矛盾 都 没 
了 - 稍 事 修补 ,也 能 在 某 种 程度 上 挽救 原 悖 论 . 然而 ,我 们 不 如 转向 表达 同一 观念 的 更 简单 的 手 
法 ,也 是 古 已 有 之 了 . 这 就 是 “撒谎 者 " 停 论 ” , 它 简 简单 单 说 :我 在 撤 谎 ”. 甚至 还 可 以 删 去 绕 弯 
于 的 人 称 代词 ,径直 谈 甸 子 :“ 这 个 甸子 是 假 的 . ”到 这 个 份 儿 上 ,似乎 得 说 它 体 现 了 二 律 背 反 最 
起 码 的 本 质 , 一 个 句子 真 当 和 且 仅 当 它 假 . 

竭力 扫除 这 个 二 律 背 反 的 人 心 生 一 计 . 他 们 抗议 道 ,这 样 用 法 ,短语 "这 个 多 子 ” 无 所 指 . 他 
们 的 理由 是 ,你 把 该 指 的 句子 补 出 来 并 不 能 消 掉 那个 短语 . 试问 ,那个 短语 指 什么 句子 ? 不 就 是 
句子 “这 个 甸子 是 假 的 " 吗 ? 需 知 “ 这 个 旬 子 是 假 的 "也 是 一 个 句子 ! 于 是 ,在 原名 子 中 把 短语 


* 译注 :依照 上 文 提 到 的 原则 ,说 “这 朵 花 是 红 的 ”与 说 ": 红 的 ?对 这 打 花 真 ”本 来 等 价 . 如 果 废 除 “ 对 
_ 真 "这 种 特殊 措 词 方式 ,前 一 说 法 无 碍 ,后 一 说 法 犯 肪 . 

*# 译注 ; 见 子 (圣经 - 新 约 全 书 ) 提 多 书 ,第 一 章 12 一 14 闻 . 
其 关 和 泽 注 ;pseudomenon, 一 个 希腊 词 的 音译 , 意 为 “撒谎 者 ”. 哲学 史家 、 膛 辑 史 家 不 该 不 知道 这 个 事实 
吧 ? 伪 惕 有 人 把 它 译 成 “诡辩 式 推 理 ”! 他 们 也 应 该 知道 “诡辩 或 推理 ”一 词 包含 了 和 病 铸 的 内 容 . 
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克 里 特 人 埃 皮 门 尼 德 说 ,所 有 克 蛙 特 人 都 是 撒谎 者 : 这 样 一 句 
六 可 以 简化 成 我 在 撒谎 "或 "这 个 句子 是 假 的 ", 这 类 悖 论 叫 二 律 
育肥 ,似乎 可 以 证 明 它 们 是 真 的 当 且 仅 当 是 假 的 . 
“这 个 句子" 代 之 以 它 所 指 的 句子 的 引文 , 便 得 到 *' 这 个 句子 是 假 的 是 假 的 可 是 ,现在 整个 外 
层 名 不 得 断定 假 是 它 自身 的 属性 , 倒 只 断定 假 是 同 它 自身 不 一 样 的 某 句 子 的 属性 了 . 这 不 引起 
眉 论 . 
然而 ;如 果 我 们 就 是 鬼 迷 心 窍 ,执意 要 造 一 个 甸子 , 它 不 折 不 扣 地 说 假 是 它 自 身 的 属性 , 那 
也 还 是 做 得 到 的 . 比方 说 ,这 样 造 :*“* 附 在 自身 的 引文 后 部 时 产生 一 假 话 ? 附 在 自身 的 引文 后 部 
时 产生 一 假 话 ". 这 个 句子 指定 了 15 字 组 成 的 一 申 字 . 它 讲 ,如 果 你 把 这 串 字 连 写 两 次 又 在 首次 
写 出 的 这 囊 字 两 边 添 引号 ;那么 产生 的 结果 是 假 的 . 可 是 ,产生 的 结果 正 是 讲 这 件 事 的 这 个 句子 
本 身 , 这 企 句 子 真 当 且 仅 当 人 它 假 ,我 们 仍 有 "撒谎 者 ”一律 背 反 。 
这 征地 道 的 二 律 背 反 ,与 涉及 “ 异 摹 " 或 “对 自 届 假 "或 "对 自身 不 真 ” 的 二 律 背 反 地 位 相当 : 
个 过 , 曙 先 那个 要 第“ 对 真 "假手 构件 “对 自身 不 走 " 作 乱 :眼前 这 个 仅仅 靠 * 走 "假手 构件 “个 
话 " 或 不 真 的 话 " 作 乱 . 为 避免 这 两 个 二 律 背 反 及 其 亲朋 故 友 ;可 以 严 加 限制 ,不 许 再 用 “对 ， 
喜 和 " 走 " 也 不 许 再 用 它们 的 等 价 物 和 派生 物 ,或 者 无 论 如 何不 许 再 把 这 类 水 真 措 词 用 于 本 身 
含 这 类 涉 真 措 词 的 形容 词 或 句子 . 
这 个 限制 可 以 稍微 放宽 ,正如 多 素 与 措 新 基 ( 波 兰 数学 家 ;如 今 在 加 利 福 尼 亚 大 学 ) 的 工作 
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所 提示 的 ,允许 涉 真 措 词 分 层 就 做 得 到 .我们 可 以 使 用 * 真 "对 _“ 真 "“ 假 "及 其 他 涉 真 措 词 ,但 
永远 要 附加 或 想像 它 附 加 了 数字 下 标 0,1,2 等 等 ;比方 说 * 真 ,”,“" 真 ,”,“ 真 ,”,“ 假 ,” 等 等 . 然后 
留心 当 涉 真 措 词 T 用 于 句子 或 别 的 词语 S 时 . 开 的 下 标 要 高 于 S 内 部 的 任何 下 标 ,就 能 避免 二 律 
背 反 . 破坏 这 个 限制 ,就 算是 无 意义 或 不 合 文法 ,不 算是 真 句子 或 假 句子 . 例如 ,我们 尽 可 问 形 容 
词 “ 长 的 "和 “ 短 的 "是 不 是 对 自身 真 。, 这 两 问 都 有 意义 , 回 管 分别 为 “不 是 "和 “是 ”. 然而, 我们 不 
能 去 谈 短 语 “ 对 自身 不 真 ,” 是 对 自身 真 。 还 是 对 自身 假 , ,这 么 谈 无 意义 ;我 们 不 得 不 去 阿 它 是 对 
自身 真 , 还 是 对 自身 假 ! ,这么 问 才 不 致 引 向 二 律 背 反 .无 论 问 的 是 真 , 还 是 假 , ,回答 都 会 是 一 个 
管 单 的 两 不 仿 祖 的 和 否定. : 

这 一 点 值得 再 说 说 . 形容 词 "长 的 "和"“ 短 的 ”都 能 有 意义 地 用 于 自身 ,一 个 用 得 假 ,一 个 用 得 
真 . 男 一 方面 ,形容 词性 短 诸 “ 对 自身 真 ,” 和 “对 自身 不 真 ,* 根 本 不 能 用 于 自身 ,无 所 谓 用 得 真 还 
是 用 得 假 . 所 以 ,问题 “对 自身 真 。? 是 不 是 对 自身 真 ,?” 的 回答 是 不 ;形容 词性 短语 “对 自身 真 ,” 
对 自身 没有 意义 ,而 不 是 对 自身 实 !. z 

接 下 去 ,证 我 们 用 下 标 法 考察 一 下 “撒谎 者 ”的 那个 最 鬼 迷 心 窃 的 款式 . 为 了 有 意义 ,现在 必 
须 在 出 现 “ 假 话 ” 一 词 的 两 处 插入 下 标 ,而 且 要 按 递 增 的 次 序 来 插 , 比 方 说 *' 附 在 自身 的 引文 后 
部 时 产生 一 假 话 ,? 附 在 自身 的 引文 后 部 时 产生 一 假 话 ,*. 这 样 一 来 , 停 论 没 了 . 这 个 旬 子 不 折 不 
扣 是 假 的 . 据 它 讲 , 它 所 描述 的 某 一 组 词 是 假 句子 . 这 一 组 词 就 是 “* 附 在 自身 的 引文 后 部 时 产 
生 一 俄 话 , * 附 在 自身 的 引文 后 部 时 产生 一 假 话 ,”, 但 它 事实 上 并 不 是 假 , 句子 , 它 没有 意义 . 足 
见 ,说 这 一 组 词 是 假 ; 句子 的 句子 是 候 的 , 那 是 一 个 假 ; 句子 . 

这 种 消除 二 律 背 反 的 办 法 仿佛 做 过 了 头 . 不 过 ,一 举 删 去 “ 真 ” 和 其 他 涉 真 措 词 的 代价 要 天 得 
多 . 取 中 等 代价 ,可 以 只 禁止 把 这 类 措 词 用 于 含 这 类 措 词 的 词句 . 这 两 种 方法 都 不 及 下 标 法 来 得 经 
济 . 下 标 法 才 人 允许 我 们 把 涉 真 措 词 用 于 合 涉 真 措 词 的 词句 ,尽管 与 惯例 不 合 的 手法 让 人 发 寄 . 没有 
一 种 方 子 不 是 链 而 走 险 ; 没 有 一 种 不 是 偏离 自然 的 现成 用 语 习 惯 的 人 为 设计 . 一 律 背 反 命 该 如 此 . 

真言 悖 论 带 来 惊讶 , 细 想 证 明 , 惊 谋 很 快 自行 消散 , 假 语 迟 论 带 来 惊讶 ,者 清 暗 藏 的 雇 误 之 
后 ,月 出 它 是 虚惊 一 场 , 二 律 背 反 带 来 惊讶 , 却 没有 更 温和 的 对 策 能 化 解 它 ,只 得 拒绝 我 们 的 -- 
部 分 概念 遗产 了 . 

修正 概念 体制 的 事 并 非 无 先例 ,科学 每 有 进展 必 小 规模 发 生 ,有 大 进展 必 大 规模 发 生 , 责 白 尼 
尝 合 ,从 牛顿 力学 转 到 爱 因 斯 坦 相对 论 便 是 实例 , 变化 再 大 ,也 可 以 指望 迟早 会 习惯 新 体制 ,觉得 
它 才 自然 . 日 心 说 一 度 被 称 作 再 白 尼 悖 论 ,信奉 此 说 的 人 也 是 这 么 叫 的 , 不 含 隐 下 标 (或 诸如 此 类 的 
防护 措施? 的 涉 真 措 词 或 许 总 有 一 天 不 堪 人 耳 , 瓦 于 明明 导致 一 律 背 反 , 听 上 去 就 是 十 足 的 苗 话 . 

只 过 来 说 ,在 芝 诺 时 代 , 他 那些 假 语 悖 论 一 定 是 地 道 的 二 律 背 反 . 我 们 当代 人 自 哆 得 意 地 指 
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出 一 个 雇 误 : 递 接 区 间 的 无 穷 序 列 之 和 必 为 无 限 .但 基 ,这 种 见解 无 疑 是 芝 诺 时 代 概 念 体制 的 重 
要 部 分 . 从 芝 诺 的 观点 看 ,承认 无 穷 多 段 合 成 有 限 段 的 收敛 级 数 反 而 是 人 为 的 , 跟 我 们 给 涉 真 措 
施 活 下 标的 新 花招 没 什 各 两 样 . 或 许 公元 4000 年 我 们 和 的 后 人 一 一 嬉 取 这 个 小 莫 的 存在 性 假 
说 一 一 会 觉得 添 下 标 很 自然 , 像 我 们 觉得 收效 级 数 很 自然 一 样 .一 个 人 腿 中 的 二 律 背 反 成 了 另 
一 个 人 眼中 的 假 语 悖 论 , 其 间 经 历数 千年 . 


ot 
人 ss - OA 
= Wl 
UN 1】 
SN 

wa 2 EF Sy a ci é 帮 y 5 Ss 
fT AOI GIS WS te MW ed. AAA 
”, - Ss EL A ”" . ty 7 Pe fg 


Wy ' J i F er ‘ 
. yin | * , , ‘ 7 5 . 
Mo ho ee ae 8 J AI TY ai Mr yi J S .mad r -Pr 


芝 诺 悖 论 " 阿 基 里 斯 与 乌龟 "提出 一 个 刻 论 ,只 要 鸟 鱼 不 源 入 动 ,无 论 多 慢 , 跑 得 飞快 的 阿 
基 旦 斯 就 追 不 上 它 ,这 叫 假 语 悖 论 , 号 称 的 证 明 中 有 一 姜 误 . 


我 还 没有 把 当代 的 二 律 背 反 讲 完 . 顺便 说 说 ,还 有 一 个 好 例 是 谈 数 与 音节 的 ,罗素 把 发 明 权 
给 予 一 位 名 刘 负 里 的 图 书 管理 员 . 十 有 一 个 单 音节 名 称 , 因 为 “十 ”就 只 一 个 音节 . 七 十 二 滨 一 :个 
三 普 节 名 称 .七 百 七 十 上 的 七 次 方 有 一 个 很 长 的 名 称 , 全 写 出 来 也 许多 达 数 十 音节 ;但 这 个 数 也 
可 以 用 更 短 的 办 法 来 指定 ,刚才 我 只 用 9 个 音节 ( 即 “ 七 百盛 十 七 的 七 次 方 ”, 恰 好 九 个 音节 ) 就 
把 它 指定 于 .然而 可 以 肯定 ,无 论 靠 名 称 还 是 靠 摹 状 语 ;用 少 于 19 个 音节 无 法 指定 的 数 是 数 不 
清 的 . 音节 总 共 只 有 有 穷 多 个 ,因此 少 于 19 个 音节 的 名 称 和 短语 也 只 有 有 穷 多 个 ,而 正 整 数 却 
有 无 穷 多 个 .那么 ,很 好 ,用 少 于 19 个 音节 不 可 指定 的 数 当中 必定 有 一 最 小 者 了 . 这 里 便 是 贝 里 
二 律 背 反 :那个 用 19 个 音节 不 可 指定 的 最 小 数 用 18 个 音节 可 指定 .我 刚才 只 用 18 个 音节 把 它 
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指定 了 *. 

这 个 二 律 背 反 跟前 面 见 过 的 二 律 背 反 属 于 同一 家 族 ,因为 其 中 的 关键 词 “ 可 指定 "与 “对 
真 "可 以 相互 定义 . 它 又 是 一 涉 次 措 词 , 按 罗素 ， 塔 斯 基 计划 ,该 有 下 标 . 那个 用 少 于 19 个 音节 
不 可 指定 。 的 最 小 数 的 确 用 18 个 音节 可 指定 ,, 但 用 少 于 19 个 音节 不 可 指定 ,”. 先 用 "对 _ 真 ” 
译 出 ^ 可 指定 ”的 意思 ,再 按 下 标 法 处 理 * 对 . 真 ", 就 会 自动 看 出 这 样 消除 贝 里 二 律 背 反 是 行 得 
通 的 ， 


罗素 二 律 背 反 


并 非 一 切 二 律 背 反 都 属于 这 个 家 族 . 1901 年 罗素 发 现 的 那个 最 著名 的 二 律 背 反 在 这 个 家 族 
之 外 . 它 涉及 类 是 不 是 自身 的 成 员 ? 有 的 类 是 自身 的 成 员 , 有 的 类 不 是 . 例如 ,所 有 不 止 五 个 成 
员 的 类 的 类 有 不 止 五 个 类 是 它 的 成 员 ,所 以 这 个 类 是 自身 的 成 员 ,反之 ,所 有 男人 的 类 不 是 男 
人 ,不 是 自身 的 成 员 . 所 有 不 是 自身 成 员 的 类 的 类 呢 ? 既然 它 的 成 员 是 非 自 身 成 员 者 ,那么 它 够 
格 作 自身 成 员 当 且 仅 当 它 不 是 自身 成 员 , 又 是 二 律 背 反 那 副 司 空 见 惯 的 跨 脸 :既是 丸 不 是 . 

早出 好 多 年 的 罗 率 二 律 背 反 与 格雷 林 “ 对 自身 不 真 "的 二 律 背 反 "™ 显然 可 类 比 . 但 是 ,罗素 
二 律 背 反 不 属于 埃 皮 门 尼 德 , 贝 里 .格雷 林 二 律 彰 反 所 在 的 同一 家 族 . 我 这 么 说 的 意思 是 ,罗素 
二 律 背 反 不 能 归罪 于 任何 涉 真 措 词 ,不 是 给 涉 真 措施 添 下 标 解决 得 了 的 . 这 个 二 律 背 反 中 的 关 
键 词 是 “类 ”和 “成 员 ”, 两 个 词 都 不 能 用 " 真 "“ 对 ， 真 "之 类 的 术语 来 定义 . 

我 早先 说 了 ,二 律 背 反 使 人 承认 有 些 默认 的 受信 赖 的 立论 模式 必须 挑 明 , 从 此 放弃 或 修正 ， 
就 罗 烤 二 律 背 反而 言 ,被 他 发 现 不 合格 的 这 种 立论 模式 是 一 条 类 存在 性 原则 ;对 你 能 够 表述 的 
任何 条 件 ,都 存在 一 类 ,其 成 员 是 满足 该 条 件 的 东西 . 

想 抛弃 这 条 原则 可 不 容易 , 指定 一 类 的 几乎 不 二 法 门 就 是 说 出 一 样 东 西 属于 它 的 充分 必要 
条 件 , 通 称 “ 成 员 条 件 "**. 把 这 样 的 条 件 说 了 出 来 ,我们 便 感 到 这 个 类 * 给 定 了 ”, 还 要 说 没有 这 


* 至 注 : 中 文革 状语 “那个 用 少 于 19 个 音节 不 可 指定 的 最 小 数 ” 恰 好 由 18 个 音节 组 成 ,与 原 英文 草 
状语 巧合 .上 面 说 音节 总 共有 只 有 有 穷 包 个 ,是 由 于 每 一 个 音节 均 由 一 个 元 音 一 个 辅音 构成 ,而 英 诺 中 元 音 
音 均 为 数 有 了 上限, 所 以 音节 总 数 只 能 是 有 穷 的 . 
*# 译注 ;要 防止 歧义 :显然 需要 某 种 辅助 手段 来 表示 数字 下 标 是 附 在 * 可 指定 ”一 词 上 的 . 英文 中 词 与 
疗 隔 开 , 一 般 不 需要 辅助 手段 , 这 里 维持 英 交 的 原貌 . 
*x# 译注 ;1908 年 首次 出 现在 他 和 L: 纳尔逊 的 文章 里 . 
*x#% 译注 :the membership condition， 直 诺 为 “成 员 身 分 条 件 ” 
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号 类 简直 不 可 理喻 . 是 的 ,这 个 类 也 许 是 空 的 ,但 怎么 会 根本 没有 这 号 类 呢 ? 该 有 的 成 员 条 件 全 
都 有 了 ,还 想 要 什么 呢 ? 可 展 这 样 的 训 示 帮 不 上 一 点 忙 .二 律 背 反 就 在 面前 ,简单 明了 地 证 明 这 
条 类 存在 性 厌 则 站 不 住 脚 , 一 看 就 仅 , 根 据 简单 的 逻辑 道理 ,没有 尽 取 非 自 身 成 员 的 类 作成 员 的 
类 , 管 它 空 不 空 , 不然 的 话 , 它 势必 概 自 为 成 员 当 且 仅 当 不 自 为 成 员 . 

罗素 二 律 背 反 给 戈 特 洛 布 。 弗 雷 格 当 头 一 击 . 存 f 算 术 的 基本 定律 里 ,这 位 创建 数理 逻辑 
的 德国 数学 家 自 认 为 在 自 相 一 致 的 逻辑 规律 中 找到 了 数学 基础 . 那 部 书 的 第 二 卷 行将 付 印 ,他 
却 收 到 罗 索 来 信 . “算术 扬扬 欲 瞧 ”, 据 说 弗 雷 格 在 复 信 里 写 道 * ,他 震 二 卷 补 作 的 附 记 的 开场 折 
是 :… 正 值 竣 工 之 际 楼 基 塌 了 ,科学 家 很 少 会 碰 上 比 这 更 不 称心 的 事 . 伯 特 兰 ， 罗 案 的 一 封 来 信 
置 我 于 此 种 境地 ……” 

罗 守 二 律 背 反 有 理发 师 悖 论 所 不 及 的 新 意 . 诚然 ,也 算 肖 似 入 微 了 ,根据 简单 的 逻辑 道理 ， 
没有 村 于 会 有 尽 给 村 里 不 自己 剃 胡子 的 筋 入 剃 胡子 的 田 人 ,否则 他 会 自己 剃 胡子 当 且 仅 当 不 自 
已 闽 硼 子 . 理发 师 导论 表明 没有 这 号 理发 师 , 是 一 真 育 悖 论 . 罗素 二 律 背 反 表明 没有 尽 取 非 自 身 
成 员 者 作成 员 的 类 ,为 什么 不 是 真言 悖 论 ? 理发 师 停 论 不 算 二 律 背 反 ,为 什么 它 要 算 ? 理由 在 
于 我 们 的 思维 习惯 业已 成 形 , 从 不 推定 有 这 号 理发 师 , 却 不 容 分 说 地 推定 有 这 号 类 . 理发 师 悖 论 
只 配 当 个 迟 论 . 这 是 因为 ,我 们 能 引用 纯 逻 辑 根 据 舍 归 雇 排除 那 理 发 师 也 不 怎么 惊讶 ; 重 温 归 谭 
论证 , 连 这 份 惊讶 也 减退 了 ;无论 如 何 , 我 们 从 未 铁心 相信 有 这 号 理发 师 . 罗素 悖 论 则 是 地 道 的 
二 律 背 到 ,因为 它 逼 迫 我 们 抛 挛 的 类 存在 人 性 原则 具有 根本 性 . 来 日 方 长 哩 . 过 凡 彰 年 , 那 条 原则 
的 范 膏 性 变 成 老生 常 谈 了 , 某 一 得 位 原则 掌权 已 久 , 上 略 备 常识 气息 了 ,我 们 总 会 另 有 眼看 待 罗 吉 尾 
论 , 认 定 它 也 不 过 是 个 表明 没有 这 号 类 的 真 育 悖 论 . 一 个 人 眼中 的 二 律 背 反 可 以 是 另 一 个 大腿 
中 的 真 衣 悖 论 , 一 个 人 眼中 的 真 青 悖 论 又 可 以 是 另 一 个 人 眼中 的 陈 知 小 调 ， 

号 格雷 林 ,、 贝 里 、 埃 皮 门 尼 德 二 律 背 反 相 比 ,罗素 二 律 背 反 助 长 了 葛 严 重 的 危机 . 那些 二 律 
背 反 攻击 真理 和 指称 的 语义 学 , 罗 雪 二 律 背 反 则 是 攻 洁 类 的 数学 . 多 数 的 数学 分 支 要 请 类 来 帮 
帮忙 ,数学 推理 行程 挑 得 越 明 越 是 如 此 . 差不多 每 过 要 率 扯 类 的 转折 关头 总 相册 默 使 用 一 条 基 
本 的 类 原则 ,恰恰 就 是 让 罗素 二 律 背 反 搞 得 声名 狼藉 的 类 存在 性 原则 . 

我 说 过 ,格雷 林 、 贝 里 , 埃 皮 门 尼 德 二 律 背 肥 是 一 家 ,罗素 二 律 背 反 不 在 其 内 . 它 自 有 它 的 亲 
属 .事实 二, 它 是 如 下 无 穷 序列 一 一 权 称 * 罗 素 二 律 背 反 序列 ” 吧 一 一 的 首 项 . 罗素 二 律 背 反 下 
明 , 没 有 类 尽 取 不 是 自身 成 员 的 类 作成 员 . 接着 有 个 二 律 背 反 表明 ,没有 类 尽 取 不 是 自身 成 员 的 


* 译注 :罗素 1902 年 6 月 16 日 去 信 , 弗 雷 格 当月 22 日 回信 . 时 这 网 圭 信 尚未 发 表 弗 
雷 格 研究 的 算术 不 是 一 阶 的 ,正好 基于 上 述 未 经 限制 的 类 存在 性 原则 . 
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成 员 的 类 作成 员 . 进一步 又 有 个 二 律 背 反 表 明 , 没 有 类 尽 取 不 是 自身 成 员 的 成 员 的 成 员 的 类 作 
成 员 , 依 此 类 推 ,以 至 无 穷 . 

很 简单 地 限制 一 下 负 罪 的 类 存在 性 原则 ,就 可 以 使 这 一 切 二 律 背 反 及 其 亲 故 丧失 元 气 . 那 
条 原则 说 ,对 你 能 够 表述 的 任何 成 员 条 件 , 都 首 在 一 类 ,其 成 员 尽 是 满足 该 条 件 的 东西 . 我 们 会 
得 到 罗素 二 律 背 反 序列 , 靠 的 是 把 条 件 取 成 不 是 自身 成 员 , 或 不 是 自身 成 员 的 成 员 ,或 诸如 此 
类 . 每 加 出 麻烦 都 是 由 于 所 取 的 成 员 条 件 本 身 又 在 谈论 是 与 不 是 成 员 . 如 果 禁 止 我 们 的 类 存在 
性 原则 扩散 到 成 员 条 件 提 到 是 否 成 员 的 情况 ,罗素 二 律 背 反 及 其 亲 故 便 不 复 再 来 . 这 种 类 存在 
挂 限 制 法 肖 似 引信 下 标 前 不 久 盘 算 过 的 那 种 涉 真 措 词 限制 法 ,也 就 是 不 许 把 涉 真 措 词 应 用 于 又 
会 涉 直 措 词 的 词句 . 

装运 的 是 ,禁止 类 存在 性 原则 扩散 到 成 员 条 件 提 到 是 否 成 员 的 情况 并 不 会 搅乱 偶尔 用 用 类 
的 数学 分 支 , 正 因为 如 此 ,虽然 有 罗素 的 及 相关 的 二 律 背 反 ,数学 分 支 大 多 可 以 继续 满不在乎 地 
用 类 作 辅 助 工 具 . 


类 的 数学 


有 个 不 寻常 的 数学 分 支 , 它 关注 的 中 心 就 是 类 , 叫 敌 一 般 集 论 . 在 这 个 领域 里 ,人 们 专门 研 
究 类 的 类 、 类 的 类 的 类 .……, 其 手法 不 免 要 违背 方才 盘算 的 那 种 限制 ;禁止 类 存在 性 原则 扩散 到 
成 员 氏 件 提 到 县 否 成 员 的 情况 . 所 以 ,在 一 般 集 论 中 便 要 设法 按 较为 适中 的 限制 行事 . 

一 般 集 论 盛 产 侍 论 . 其 至 前 文 提 到 的 罗素 二 律 背 反 序列 也 无 法 尽 显 这 种 悖 论 气 质 . 一 般 集 
论 首先 操办 无 穷 ( 无 穷 类 和 无 穷 数 ), 央 而 卷 人 无 穷 的 停 论 . 这 个 部 类 的 一 个 相当 温顺 的 老 悖 论 
说 ,你 能 把 整 类 的 成 员 无 遗漏 地 与 该 类 真正 的 一 部 分 成 员 关 联 . 例如 ,你 能 把 所 有 正 整数 与 10 
的 倍数 关联 ,比方 说 1 与 10 联 ,2 与 20 联 ,3 与 30 联 , 依 此 类 推 . 每 个 正 整数 都 有 了 着 落 ;10 的 
倍数 竟然 跟 全 体 整 数 一 样 多 . 这 不 是 二 律 背 反 , 倒 是 真言 悖 论 . 在 本 行 的 专家 中 间 连 悼 论 气 息 也 
消失 得 精光 , 正 合 真言 悖 论 应 有 的 下 场 ， 

19 世纪 一 般 集 论 和 无 穷 算术 的 葛 基 大 康 托 证 明 , 某 种 东 想 的 类 永远 多 于 那 种 东西 ; 牛 类 多 
于 牛 , 一 股 强烈 的 悖 论 气息 弥漫 在 他 的 证 明 中 . 

先 注意 一 下 “多 于 ”的 定义 . 所 谓 这 种 东西 多 于 那 种 东西 ,是 指 这 种 东西 对 那 种 东西 的 每 种 
关联 ,都 没 法 不 遗漏 这 种 东西 , 所 以 , 康 托 求证 的 是 牛 类 对 牛 的 每 种 关联 总 会 落下 一 些 牛 类 . 证 
明 刀 下 . 取 牛 类 对 牛 的 一 种 关联 ,可 以 是 任何 随意 的 关联 ， 一 头 牛 也 许 属 于 与 它 关联 的 牛 类 ,也 
许 不 属于 . 现在 来 考虑 不 属于 与 它 关联 的 类 的 牛 ， 这 些 牛 本 身 也 形成 一 牛 类 ,不 论 该 类 是 空 类 或 
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康 托 证 明 在 集 论 中 很 重要 .他 表明 一 一 种 东西 的 类 永远 多 于 那 种 东西 . 举 牛 和 牛 类 (这 里 用 矩 


形 标 出 ) 为 例 . 和 如果 把 每 头 牛 与 一 个 类 任意 关联 { 它 可 以 是 该 类 的 成 员 ， 也 可 以 不 是 ) ,总 会 剩 下 
一 类 不 与 任何 牛 关联 . 
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非 空 类 . 它 正 是 一 不 与 任何 牛 关联 的 牛 类 . 假使 该 类 与 某 头 牛 关 联 , 那 头 午 势 必要 属于 该 类 当 且 


仅 当 不 属于 该 类 . 


这 个 论证 是 一 般 集 论 中 大 批 论 证 的 典型 代表 , 如 果 我 们 禁止 类 存在 性 原则 扩散 到 成 员 条 件 
提 到 是 否 成 员 的 情况 ,这 批 论证 统统 要 报销 . 要 知道 ,确保 证 明成 功 的 是 一 个 制 不 服 的 牛 类 , 指 
定 该 牛 类 车 的 是 一 个 提 到 是 否 成 员 的 成 员 条 件 :不 是 与 它 关 联 的 牛 类 的 成 员 ， 

关于 这 个 牛 类 论证 ,我 葛 关 心 的 倒是 显示 它 的 悖 论 气 息 . 这 个 论证 作 吾 定性 推断 的 方式 跟 


正 整 数 全 部 可 以 
与 10 的 倍数 关联 , 尽 
管 后 者 只 是 整数 类 的 
一 部 分 . 


理发 师 磋 育 悖 论 差 不 多 一 样 ,也 有 跟 罗 素 二 律 背 反 差不多 一 样 . 所 以 , 康 
托 定理 一 一 这 个 定理 不 是 只 恋 牛 与 牛 类 ,而 是 污 谈 任何 一 种 东西 与 这 
种 东西 的 类 一 一 让 我 们 亲 厚 悖 论 或 仿 迟 论 在 严 击 地 致力 于 推进 理论 . 


李 的 定理 便 人 仅 得 ,对 每 个 类 ， 其 至 每 个 无 穷 类 ， 都 在 在 一 更 大 的 类 , 它 


的 子 类 的 类 ， 

到 此 为 止 ,未 见 二 律 背 反 , 再 迈 一 小 步 ,当即 撞 上 一 个 . 对 每 个 类 都 
存在 一 更 大 的 类 , 样 样 东西 的 类 怎么 办 ? 这 样 的 悖 论 叫 康 托 伴 论 . 只 要 
你 重 温 康 托 定理 的 证 明 , 但 直接 应 用 到 这 个 灾难 性 的 例子 一 一 不 是 谈 
牛 , 谈 起 样 样 东 西 来 了 一 一 你 会 很 快 看 出 ,说 到 底 康 托 二 律 背 反 归 结 为 
罗素 二 律 背 及 . 

足见 ,要 替 一 般 集 论 葛 基 , 中 心 问题 是 如 何 使 罗 案 二 律 背 反 及 其 随 
员 们 丧失 元 气 . 如 果 想 保住 康 托 定理 之 类 ,使 二 律 背 反 谍 失 元 气 的 限制 
就 必须 适可而止 ,不 能 全 面 禁 趟 类 存在 性 原则 扩散 到 成 员 条 件 提 到 是 
否 成 员 的 情况 . 诱 人 的 路 线 之 一 是 下 标 计 ,类 似 于 防范 真理 和 指称 一 律 
背 反 所 用 的 计 . 罗素 本 人 在 1908 年 采取 的 方案 女 这 条 路 线 煌 象 ;各 为 
逻辑 类 型 论 . 同年 德国 数学 家 第 梅 洛 提出 一 一 条 很 不 同 的 路 线 , 随 后 车 于 
年 里 又 有 人 建议 作 进 一 步 的 改动 . 

一 般 集 论 的 所 有 这 类 葛 基 方案 都 以 二 律 背 反 的 忠告 为 出 发 点 ;就 
是 说 ,作为 菜 类 中 成 员 的 充分 必要 条 佛 订 出 的 一 个 给 定 条 件 可 以 真有 
对 应 的 类 ,也 可 以 没有 . 因此 ,各 种 供 选 竟 基 方案 保证 与 不 保证 有 对 应 
类 的 成 员 条 件 各 不 相同 . 当然 , 非 自身 成 员 这 个 条 件 , 没 有 一 种 理论 承 
认 有 对 应 类 . 凡 得 出 罗素 二 律 背 反 序 列 的 项 的 条 件 ,都 是 如 此 . 凡是 会 
引起 别 的 什么 二 律 背 反 的 ,也 都 是 如 此 ,只 要 我 们 指 得 出 来 . 

但 也 不 能 过 于 简单 ,禁止 每 个 生产 二 律 背 反 的 成 员 条 件 ,假定 其 人 
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的 都 有 对 应 的 类 . 麻烦 之 处 是 有 那么 一 些 成 员 条 件 ,假定 各 条 件 本 身 有 对 应 类 并 不 打 紧 ,可 是 这 
些 类 合 在 一 起 会 产生 闻 盾 . 这 就 迫使 我 们 去 搜寻 存在 性 假定 的 最 佳 一 致 组 合 ,结果 提出 了 各 式 
各 样 的 一 般 集 论 莫 基 方 案 . 每 一 种 计策 都 不 自然 ,因为 只 有 被 二 律 背 反 摘 得 声名 狼藉 的 那 种 不 
受 限制 的 计策 才 自 然 : 每 一 种 都 有 竞争 对 手 所 缺乏 的 优点 ,要 么 更 强劲 ,要 人 么 更 简单 ,要么 在 特 
定 领域 推出 的 后 果 更 吸引 人 . z 

我 星 先 说 过 ,发 现 二 律 背 反 是 思想 进化 过 程 中 的 危机 ., 在 一 般 集 论 中 ,危机 从 60 年 前 开始 ， 
至 今 没 有 过 去 .* 


可 德尔 证 明 


到 目前 为 止 , 这 箱 短 文 里 的 好 汉 或 恶棍 一 直 是 二 律 背 反 . 别 的 悖 论 是 不 大 起眼 的 陪衬 . 别 的 
悖 论 毕 竞 不 那么 惊人 ,也 比较 好 校正 , 别 的 悖 论 没有 挫 和 60 年 危机 ,起 码 存 这 60 年 里 没有 . 悄 
若 其 中 哪个 悖 论 往日 挫 和 过 和 持久 的 危机 (区 诺 的 假 语 悖 论 无 疑 挫 和 过 的 ) , 它 当 时 就 是 名 副 其 实 
的 二 律 背 反 了 . 

临 了 ,让 我 谈 一 个 当代 悖 论 . 它 决 非 二 律 背 反 ,绝对 是 个 真言 停 论 ,可 是 ,从 它 的 证 明 模 式 来 
看, 从 结果 的 出 乎 意料 来 看 ,甚至 从 它 摊 和 进 一 场 危机 的 潜能 来 看 , 它 都 能 同 二 律 背 反 媲美 . 这 
束 是 再 德 尔 的 数论 不 可 完全 性 证 明 . 

在 1931 年 那 篇 巨 作 里 , 哥 德 尔 证 明 ; 所 有 演绎 系统 ,随便 取 什 么 样 的 公理 , 想 把 正 整数 初等 
算术 的 一 切 真理 都 罗 织 到 它 的 定理 之 中 是 办 不 到 的 ,除非 它 不 自 爱 , 也 肯 放 一 些 假 话 进门 ( 见 本 
书 第 30 章 内 格 尔 . 纽 曼 的 “再 德尔 证 明 ”， 哥 德 尔 表 明 , 对 任何 给 定 的 演绎 系统 ,怎么 造 一 个 初 
等 数论 句子 , 它 真 当 且 仅 当 它 在 该 系统 中 不 可 证 . 所 以 ,每 个 这 样 的 系统 ,要 么 漏 掉 了 该 抓 住 的 
真理 而 不 完全 ,要么 证 出 了 假 话 而 破产 ， 

全 用 费事 就 能 把 哥 德 尔 证 明 跟 埃 皮 门 尼 德 悖 论 联 上 ,或 者 跟 * 产 生 一 假 话 " 那 种 款式 的 “ 撒 
说 者 " 悖 论 联 上 . 因为 ,把 “ 假 话 ? 读 成 * 非 定理 "就行 了 ;““ 附 在 自 号 的 引文 后 部 时 产生 一 非 定理 ， 
附 在 自身 的 引文 后 部 时 产生 一 非 定理 ”. 

这 向 话 不 再 表示 二 律 背 反 ,因为 它 不 再 说 它 自身 是 假 的 . 它 在 说 它 自 身 不 是 定理 ,不 是 我 沿 
未 指定 的 某 演绎 理论 的 定理 ， 如 果 它 是 真 的 , 它 成 了 该 演绎 理论 没 能 纳 人 定理 之 中 的 一 句 真 话 . 
如果 这 甸 话 是 假 的 , 它 是 定理 ,那么 一 来 ,该 演绎 理论 便 有 假定 理 了 ,足见 它 不 自爱 . 


* 详 注 :这 里 是 指 从 20 世纪 初 年 开始 出 现 危机 . 至 今 仍 未 过 去 的 “ 今 确 实 包 括 21 世纪 之 始 的 今天 . 
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本 德尔 采取 如 下 做 法 去 得 到 他 的 数论 不 完全 性 的 证 明 . 他 表明 ,在 上 面 的 话 里 出 现 的 那 种 
行 话 一 一 谈 非 定理 、 谈 附 言 在 引文 后 部 的 行 话 一 一 怎么 按部就班 用 谈 整数 的 算术 行 话 反 映 出 
来 , 按 这 种 办 法 ,他 十 分 巧妙 地 得 出 -- 个 只 合算 术 词 汇 的 句子 , 却 继承 了 原 句子 的 关键 性 特征 ， 
它 真 当 且 仅 当 它 不 是 数论 定理 . 凡是 可 以 选 来 给 “数论 定理 ”下 定义 的 系统 , 哥 德 尔 的 把 戏 都 行 
得 通 . 

哥 德 尔 的 发 现 不 是 二 律 背 反 ,倒是 真 害 悖 论 . 初等 数论 不 会 有 ( 泛 言 之 纯 数 学 更 不 会 有 ) 婚 
健全 又 完全 的 演绎 系统 ,这 是 真 话 旷 .我们 一 向 认为 数学 上 的 真 就 是 可 证 ,足见 这 名 真 话 推翻 了 
依 关 大 局 的 先 人 之 见 , 在 这 个 意义 上 , 它 确实 是 悖 理 的 . 

像 任 何 真言 悖 论 一 样 ,我 们 也 能 习惯 这 个 真理 ,从 而 渐渐 弱化 它 的 悖 论 性 . 但 这 个 真理 也 需 
要 某 种 弱化 .数理 诬 辑 家 在 干 这 件 事 ,使 尽 了 混 身 解数 . 哥 德 尔 的 结果 开创 了 一 种 研究 方向 , 近 
30 年 间 已 经 伸展 到 一 个 又 大 又 忙 的 数学 分 支 的 各 部 分 ;这 个 分 支 有 时 叫 短 证 明 论 ,涉及 递归 丙 
数 及 有 关 问 题 ,实际 上 还 包括 一 般 的 抽象 的 机 器 计算 理论 , 停 论 多 面 , 最 不 近 情理 的 一 面 或 许 就 
是 有 时 能 最 终 显示 它 远 远 不 像 看 上 去 那样 轻薄 无 聊 . 


20. 
非 康 托 集 论 


保罗 ，]， 科 办 (Paul J, Cohen) ， 
鲁 本 ，。 赫 尔 希 (Ruben Hersch)， 
1967 年 12 月 要 


就 像 任 何 政治 或 科学 革命 一 样 , 要 这 场 革命 的 参加 者 或 目击 者 预言 它 最 终 的 后 果 是 困 
难 的 , 恶 怕 除 了 说 后 果 势 几 闪 刻 ,什么 也 不 好 说, 不妨 一 试 的 是 引 往事 为 来 事 的 向 导 ， 
诚然 ,这 是 靠不住 的 向 导 ,但 聊 胜 于 无 
. 在 这 篇 文章 里 ,我 们 打算 利用 非 欧 几 何 这 个 时 常 谈 起 的 老 故 事 来 前 明 非 标准 集 论 这 个 现 正 
展开 的 新 故事 . 
当然 ,集合 是 数学 中 最 原始 最 简单 的 观念 之 一 ,简单 到 了 如 今 已 经 列 人 幼儿 园 课程 . 无 疑 正 
是 因为 太 简 单 , 它 作为 最 根本 的 数学 概念 的 作用 直到 19 世纪 80 年 代 还 没有 挑 明 . 只 是 那 时 康 
托 才 作出 集 论 中 第 一 个 非 不 是 道 的 发 更. 
要 描述 他 的 发 现 , 必 须 先 说 明 无 穷 集 是 什么 意思 . 无 穷 集 不 外 是 一 有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 . 
例如 ,所 有 “有 自然 " 数 1,2,3 等 等 的 集合 是 无 穷 集 ,给 定 线段 上 所 有 点 的 集合 也 是 无 穷 集 . 
康 托 指出 , 哪 怡 对 无 穷 集 ,也 能 言 之 成 理 地 谈 集 合 的 元 素数 ,至少 能 言 之 成 理 地 说 两 个 不 同 
的 集合 有 相同 的 元 素数 . 这 跟 有 穷 集 是 一 样 的 道理 . 如 果 能 把 两 个 集合 中 的 元 素 一 一 配对 ,我 们 
就 能 说 这 两 个 集合 有 相同 的 元 素数 或 相同 的 “基数 ”. 如 果 能 做 到 这 一 点 ,我 们 就 把 这 两 个 集合 
叫 和 做 等 价 集 ， 


所 有 日 然 数 的 集合 可 以 与 所 有 偶数 的 集合 配对 ,又 可 以 与 所 有 分 数 的 集合 配对 ( 见 下 页 的 


象 集 论 时 下 进 人 某 种 变 划 状态 ,在 好 些 方面 都 类 似 19 世纪 几何 学 里 发 生 的 那 场 革命 
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集合 叫做 可 数 的 ,如 果 它 可 以 与 自然 数 ( 中 行 } 一 一 配对 .因此 ,所 有 偶数 的 集合 (项 行 )] 是 
可 数 的 .所 有 分 数 的 集合 { 底 行 } 也 是 可 数 的 .这 里 出 示 的 分 数 是 德国 数学 家 格 奥 尔格 ， 上 康 托 
(11845 一 1918} 用 过 的 ;它们 的 排 法 不 合 自然 次 序 , 而 是 取 分 子 与 分 母 之 和 决定 的 次 序 . 两 例 都 
表明 ,无 穷 集 不 像 有 穷 集 , 它 可 以 与 它 的 子 集 之 一 等 价 . 


~ 
心 
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示意 图 ). 这 两 组 例 于 显示 了 无 穷 集 的 悖 理 之 处 ,一 个 无 穷 集 居 然 可 这 等 价 于 它 的 真子 集 之 一 . 
事实 上 ,不 难 证 明 ,一 个 集合 是 无 穷 集 当 所 仅 当 它 等 价 于 它 的 某 个 子 集 . 

这 一 切 虽 然 迷 人 , 却 不 是 康 托 的 创新 . 只 有 表明 了 并 非 所 有 无 穷 集 都 有 相同 的 基数 ,无 窃 集 
的 基数 概念 才 会 让 人 感 兴趣 , 这 正 是 康 托 在 集 论 中 的 第 一 个 伟大 发 现 , 他 用 他 著名 的 对 角 线 证 
法 表明 了 自然 数 的 集合 与 线段 上 点 的 集合 不 是 等 价 的 ( 见 213 页 上 的 示意 图 ). 

是 见 ,至 少 有 两 种 不 同 的 无 穷 . 第 一 种 ,自然 数 ( 及 任何 等 价 的 无 窃 集 ) 的 无 穷 , 叫 做 阿 列 夫 
零 (3o). 基数 为 的 。 的 集合 叫做 可 数 集 . 第 二 种 无 穷 是 一 线段 所 表示 的 无 穷 . 它 的 基数 用 德 文 小 
写 的 ctc) 来 命名 ,rc 指 “ 连 续 统 ”. 任何 线段 ,不 拘 长 度 大 小 , 均 有 基数 5"( 见 下 页 上 的 示意 图 ). 平 面 
上 的 任何 矩形 ,空间 中 的 任何 立方 体 ,乃至 一 切 无 界 欧 m2 维 空间 一 -不 论 z 是 1,2,3 还 是 
1 0001 一 一 也 都 是 如 此 . 


无 穷 之 链 每 升 一 级 ,总 要 顺 平 自然 地 青 升 一 级 . 这 里 ,我 们 撞 上 了 一 个 概念 :给 定 集合 的 所 
有 于 集 的 集合 . 如 果 原 集合 叫做 A, 那 么 这 个 新 集合 叫做 4 的 寡 集 ,写作 2*. 正如 从 4 可 得 赛 集 
24 ,从 24 文 可 得 22 ,这 样 继续 下 去 ,只 要 我 们 喜欢 . 

康 托 证 明 , 不 论 4 是 有 穷 集 还 是 无 穷 集 ,24 永远 不 会 与 4 等 价 . 所 以 ,不 断 形成 所 有 子 集 的 
集合 这 一 过 程 生成 一 条 递增 的 不 等 价 无 穷 集 的 无 终端 链 . 特 言 之 ,如 果 4 是 自然 数 集 , 那 就 不 难 
证 明 2 (自然 数 集 的 所 有 子 集 的 集合 ) 与 连续 统 ( 线 段 上 所 有 点 的 集合 ) 是 等 价 集 . 简 言 之 ， 

2%, 一 (。 


现在 读者 也 许 会 想到 一 个 问题 有 没有 无 穷 集 , 其 基数 在 28. 与 之 间 昵 ? 也 就 是 说 ,线段 
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实数 集 不 可 数 , 康 托 用 他 著名 的 对 角 线 证 法 表明 了 这 个 事实 .这 里 按 小 数 记 法 随机 
列 出 该 集合 的 一 个 样本 .如果 取 第 一 个 数 的 第 一 个 数字 ,第 二 个 数 的 第 二 个 数字 , 依 此 
类 推 , 便 得 到 一 个 实数 ,其 无 尽 小 数 展开 式 是 .164 027 7…( 浅 色 数 字 ), 如 果 随 机 改变 展 
开 式 中 的 数字 ,可 以 得 出 .275 138 8.…… 尾 索 片刻 就 会 看 出 ,新 数 与 表 上 每 个 数 至 少 有 
一 处 不 相同 , 因此 该 数 未 出 现在 表 上 ,于 是 证 明 表 是 不 全 的 ， 


土 有 没有 无 穷 点 集 , 既 不 等 价 于 整个 线段 又 不 等 价 于 自然 数 集 呢 ? 

这 个 问题 , 康 托 想到 了 ,不 过 他 没 能 找到 任何 这 样 的 集 . 他 论 定 一 不 如 说 是 猜想 一 一 没有 
这 号 东西 存在 . 康 托 这 个 推测 ,人 称 “ 连 续 统 假设 ” 希 尔 伯 特 1900 年 拟 主 的 那 份 大 名 里 肾 的 未 
解数 学 问题 表 上 ,第 一 个 问题 便 是 征询 连续 统 假设 的 证 明 或 耕 证 , 只 是 在 1963 年 它 才 最 后 解 
决 . 然而 ,所 谓 “ 解 决 ", 意 思 跟 希 尔 伯 特 心中 的 意思 截然 不 同 . 

想 着 手 处 理 这 个 问题 ,就 不 能 再 信赖 康 托 的 集合 定义 ， 照 他 的 说 法 ,集合 是 “我 们 的 直觉 或 
思维 能 够 明确 区 分 的 对 象 所 汇集 成 的 任何 总 体 ”. 这 个 定义 貌似 清澈 ,殊不知 隐藏 着 一些 危险 的 
陷阱 , 1902 年 弗 雷 格 可 悲 的 经 历 即 是 一 例 . 弗 雷 格 行 将 发 表 -- 部 里 程 碑 式 的 作品 :其 中 要 重建 算 
术 , 使 算术 基于 集 论 , 也 就 是 当时 按 康 托 的 工作 来 理解 的 “直观 ” 集 论 ， 这 时 章 雷 格 收 到 年 轻 人 罗 
素 的 来 信 , 他 作出 回应 ,给 他 的 论著 末尾 添 了 这 样 一 段 后 记 :* 正 值 峻 工 之 际 楼 基 二 了 ,科学 家 很 
少 会 碰 上 比 这 更 不 称心 的 事 . 就 在 这 部 作品 快要 印 好 的 时 候 , 伯 特 兰 。 罗素 先生 的 一 封 来 信 置 
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我 于 此 种 境地 .” 

罗 案 的 突然 袭击 无 非 是 点 出 一 个 简单 的 谜 . 有 两 种 集合 . 首先 是 一 些 古 怪 的 集合 ,比方 说 
“那个 恰好 能 用 二 十 二 个 汉字 擎 状 的 所 有 集合 的 集合 ”* ,其 古怪 之 处 是 它 自身 就 满足 它 的 定义 
性质 ;换言之 ,这 种 集合 包含 自身 作 元 素 .我 们 把 这 种 集合 叫做 尺 集 ,R 代表 罗素 ,然后 是 其 他 一 
切 集合 ,不 属于 自身 的 集合 , 把 这 种 集合 叫做 非 -R 集 . 现在 ,罗素 说 ,请 考 虚 一 下 所 有 非 -R 集 的 
汇聚 (这 里 只 是 为 行文 方便 才 绰 人" 汇 亭 ” 一 词 作 "“ 和 集合” 的 同 义 语 . ). 把 这 个 集合 叫做 M. 于 是 ， 
M 要 么 是 RR 集 要 么 是 非 -R 集 . 然而 ,如 果 M 是 非 -R 集 ,那么 , 按 M 的 定义 ,MM 属于 MM. 所 以 ,M 
符合 RR 集 的 定义 :M 是 及 集 , 这 是 一 个 矛盾 . 另 一 方面 ,如 果 MM 是 尺 集 ,那么 , 按 M 的 定义 ,MM 不 
属于 M. M 不 属于 自身 ,就 是 说 ,M 不 是 RR 集 , 这 又 是 一 个 矛盾 .* 

教训 :自由 运用 康 托 的 直观 集合 概念 会 导致 蔬 盾 . 只 有 来 用 某 种 更 精巧 的 处 理 法 去 避 开 二 
律 背 反 , 集 论 才 能 成 为 数学 的 可 靠 基 础 . 当 人 们 终于 知道 了 罗素 所 提出 的 那 类 矛盾 之 后 ,他 们 正 
是 这 样 做 的 . 


从 前 也 发 生 过 不 受 欢 迎 的 导论 闻 进 一 赛 貌 似 清 晰 的 数学 理论 的 事 . 有 过 世 庶 停 论 , 它 们 向 
希 脂 人 揭示 了 直观 线 概念 和 点 概念 中 始 料 未 及 的 复杂 之 处 , 我 们 尽 可 作 个 类 比 : 罗 素 发 现 无 节 
制 运用 直观 集合 概念 要 出 矛盾 , 芝 诺 则 是 发 现 无 节制 运用 直观 * 线 ?与 “点 ”概念 要 出 矛盾 ， 

公元 前 6 世纪 发 端 于 泰利 斯 的 希腊 几何 曾经 信赖 一 未 经 规定 的 直观 * 线 ?概念 和 “点 "概念 . 然 
而 ,大 约 300 年 后 , 欧 几 里 得 已 经 给 这 些 概 念 作 了 公理 化 处 理 . 对 于 欧 几 里 得 ,几何 对 象 仍 是 会 直觉 
去 认识 的 实 实在 在 的 东西 ,但 是 ,作为 几何 推理 的 题材 ,它们 要 由 某 些 未 经 证 明 的 论断 4“ 公理 ?和 
“公设 ”来 规定 :它们 的 其 他 一 切 性 质 理应 当成 “定理 ?从 那些 论断 得 到 证 明 . 我 们 不 知道 这 种 演变 
挟 不 是 ,在 多大 程度 上 是 在 应 答 芝 诺 那 样 的 悖 论 .不 过 ,无 可 怀疑 ,在 希腊 人 看 来 ,只 依赖 (于 少 他 们 
蛛 想 这 人 么 做 ,也 相信 是 这 么 做 的 ) 从 叙述 清楚 的 少量 假定 得 出 的 逻辑 推论 ,几何 学 要 可 舍得 志 了 。 

部 集 论 而 言 ,类 似 的 演变 没有 花 300 年 ,仅仅 花 了 35 年 . 如 果 说 康 托 扮演 泰勒 斯 的 角色 ,是 
个 能 够 只 信赖 直观 推理 的 学 科 竟 基 人 ,那么 1908 年 为 公理 化 集 论 黄 基 的 策 梅 洛 就 扮演 着 欧 几 
里 得 的 角色 . 当然 ,创造 “ 欧 氏 几何 ”的 希腊 几何 家 其 实 有 一 长 串 , 欧 几 里 得 只 是 其 中 一 个 ;在 公 
理化 集 论 的 创造 过 程 中 出 现 过 半 打 伟大 的 名 字 , 策 梅 洛 也 只 是 其 中 的 第 一 个 ， 


* 译注 ,请 读者 注意 ,定义 或 全 状 这 个 集合 的 短语 ,“ 那 个 恰好 -…… 的 集合 " 怡 好 是 22 个 字 . 
** 译注 : 代 作 者 交代 一 句 :在 狭义 集 论 中 有 和 赫 换 公理 ,从 它 可 推出 策 梅 洛 的 子 集 公理 . 根据 运 今 已 知 
的 全 部 事实 ,只 要 严格 按 子 集 公理 行事 ,无 法 形成 M 那样 的 集合 
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正 像 欧 几 里 得 列 出 点 和 线 的 某 些 性 质 ,只 把 能 从 这 些 公理 (不 是 从 任何 可 能 的 直观 论据 ) 获 
得 的 几何 定理 看 成 已 证 的 ,在 公理 化 集 论 中 也 把 集合 简单 地 看 成 满足 一 组 给 定 公 理 的 不 定义 对 
象 . 当然 ,我 们 依然 想 研 究 集合 (或 线 , 依 情况 而 定 ), 所 以 公理 并 不 是 任意 选择 的 ,而 是 按照 我 们 
的 直观 集合 概念 或 线 概念 选择 的 , 尽管 如 此 ,我 们 却 禁 止 直觉 起 任何 更 进 一 层 的 正式 作用 ;我 们 
只 接受 能 从 公理 推出 的 命题 . 这 些 公理 所 描述 的 对 象 可 能 确实 存在 于 现实 世界 之 中 ,但 这 个 事 
实 与 形式 演绎 过 程 不 相干 (尽管 对 发 现 不 可 少 ). 

我 们 约定 照章 行事 ,仿佛 几何 中 “ 线 ”“ 点 "“ 角 ”的 符号 或 集 论 中 “集合 ”、“ 是 ”的 子 集 "等 
等 的 符号 只 不 过 是 纸 上 的 印记 ,可 以 只 按 一 组 给 定 规则 (公理 与 推论 规则 ) 改 变 排 法 的 印记 . 只 
有 按 这 类 符号 操作 规程 得 到 的 陈述 才 当 作 定 理 接受 . (在 实践 上 真正 接受 的 只 是 人 付出 足够 时 
间 与 劳力 之 后 显然 能 够 按 这 种 办 法 得 到 的 陈述 . ) 


在 几何 史上 有 条 公设 起 过 独特 的 作用 , 这 就 是 平行 公设 . 它 说 过 给 定点 恰好 可 作 -- 条 线 与 
给 定 线 平行 . 作为 公理 ,这 句 话 引起 的 困难 是 不 具备 自明 性 ,而 人 总 觉得 数学 理论 的 基石 要 有 自 
明 性 才 好 . 事实 上 ,平行 线 定义 成 哪怕 无 限 延长 (“至 无 穷 ”) 也 永 不 相交 的 线 . 既然 我 们 画 在 纸 上 
或 黑板 上 的 任何 线 都 是 有 穷 长 的 ,这 条 公理 按 本 性 便 不 能 靠 感官 的 直接 观察 来 检验 . 尽管 如 此 ， 
它 在 欧 拱 几何 中 却 起 着 不 可 甬 少 的 作用 . 有 好 多 世纪 ,几何 学 里 的 一 个 主要 问题 就 是 要 证 明 平 
行 公设 ,要 表明 能 把 它 当 作 定 理 从 更 自明 的 欧 氏 公理 得 出 来. 

真 巧 ,在 抽象 集 论 中 也 有 一 条 不 寻常 的 公理 是 某 些 数学 家 觉得 难于 忍受 的 . 这 就 是 选择 公 
理 , 它 说 的 是 :如 果 a 是 任何 集 的 汇 京 {A4,B,…} ,而 旦 a 中 的 集 无 一 是 空 集 , 那 就 存在 一 集合 Z， 


P S 


一 \ 
无 窃 线 与 有 穷 线段 也 可 以 表明 有 一 一 对 应 . 这 里 户 是 半圆 S 的 中 心 ,S 又 与 无 穷 线 上 相 
切 . 从 PP 发 出 的 一 条 射线 只 在 一 点 穿 过 8S. 这 样 ,从 PP 发 出 的 请 射线 就 给 出 S$S 上 请 点 与 1 上 请 


点 的 一 一 配对 . 当 射 线 从 左 到 右 改 变 方向 时 ,S 和 上 中 的 一 切 点 都 漏 不 掉 . 足 见 ,无 穷 线 上 的 点 
与 任意 长 的 有 穷 线段 上 的 点 之 间 存 在 着 一 一 对 应 


L 
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组 成 它 的 元 素 丛 好 一 个 来 自 A, 一 个 来 自 B, 依 此 类 推 ,遍及 a 中 所 有 的 集 . 举例 来 说 ,如 果 a 由 
两 个 集 组 成 ,一 是 所 有 三 角形 的 集 , 一 是 所 有 正方 形 的 集 ,那么 a 显然 满足 选择 公理 , 我 们 只 要 
选择 某 个 特殊 的 三 角形 和 某 个 特殊 的 正方 形 ,然后 让 这 两 个 元 素 组 成 Z 就 行 了 . 

多 数 人 觉得 选择 公理 像 平 行 公设 一 样 , 凭 直觉 就 很 能 言 之 成 理 . 它 引起 的 困难 在 于 我 们 多 
许 a 享有 的 幅度 "任何" 集 的 汇 京 . 我 们 已 经 见 到 了 ,存在 着 由 越 来 越 大 的 无 穷 集 形成 的 无 终端 
链 . 像 这 类 多 得 不 可 思议 的 集 的 汇聚 , 没 法 子 真 从 它 的 所 有 成 员 集 中 一 个 接 一 个 地 去 选 . 如 果 我 
们 接受 选择 公理 ,也 无 非 是 接受 可 能 作 这 样 的 选择 的 信仰 , 正 像 我 们 接受 平行 公设 就 是 接受 两 
线 延 长 至 无 穷 时 性 状 如 何 的 信仰 一 样 . 事实 证 明 , 从 瑶 似 无 那 的 选择 公理 可 推出 - 些 出 乎 意料 
的 极端 强劲 的 结论 . 例如 ,有 了 它 ,我 们 就 能 够 用 归纳 推理 去 证 明 有 关 任 何 集合 中 的 元 素 的 陈 
述 ,一 如 我 们 能 够 用 数学 归纳 法 去 证 明 有 关 自 然 数 1,2,3 等 等 的 定理 ， 

选择 公理 在 公理 化 集 论 中 起 着 独特 的 作用 . 许多 数学 家 认为 ,只 要 可 能 ,就 应 当 避 免 用 它 ， 
不 假定 选择 公理 是 真是 假 的 公理 化 集 论 旭 是 几乎 所 有 数学 家 都 信得过 的 . 下 面 我 们 用 “狭义 集 
论 " 指 这 么 一 个 公理 系统 ,用 "标准 集 论 ” 指 以 策 梅 洛 和 亚伯拉罕 ， 弗 兰 克 提出 的 全 套 公 理 为 基 
础 的 那 种 集 论 : 狭 义 集 论 加 选择 公理 . 


1938 年 , 库 尔 特 ， 哥 德尔 深刻 阐明 了 集 论 这 门 学 问 . 哥 德 尔 最 出 名 的 是 1930 至 1931 年 他 
那 伟 大 的 "不 完全 性 定理 ”( 死 内 梅 尔 .纽曼 的 * 哥 德尔 证 明 ”, 本 书 第 30 章 ). 这 里 我 们 指 的 是 哥 
德尔 稍 后 的 一 项 工作 , 非 数学 家 不 大 了 解 的 , 1938 年 哥 德 尔 证 明 下 列 根本 结果 ,如果 狭义 集 论 一 
发 ,那么 标准 集 论 也 一 致 . 换言之 ,选择 公理 并 不 比 别 的 公理 更 危险 ;如 果 在 标准 集 论 中 能 找到 
矛盾 ,那么 在 狭义 集 论 内 部 必定 已 经 暗含 矛盾 了 . 

这 还 不 是 哥 德 尔 所 证 明 的 全 部 结果 . 我 们 请 读者 回想 一 下 康 托 的 “连续 统 假 设 ”, 即 不 存在 
大 于 只 。, 小 于 的 无 穷 基数 , 可 德尔 也 表明 了 ,我 们 尽 可 放心 取 连 续 统 假设 作 集 论 中 的 一 条 补充 
公理 ;就 是 说 ,如 果 连 续 统 假设 加 狭义 集 论 蕴涵 牙 盾 ,那么 在 狭义 集 论 内 部 又 必定 已 经 暗含 忒 持 
了 , 这 是 康 托 向 题 的 半 个 解 ; 它 不 是 证 明 连 续 统 假设 ,只 是 证 明 它 不 可 否 证 . 

想 介 得 表 德 尔 怎样 达到 他 的 结果 ,需要 仅 得 公理 系统 的 模型 是 什么 意思 , 让 我 们 暂且 回 到 
平面 几何 的 公理 . 如 果 取 这 些 公理 ,包括 平行 公设 在 内 ,我 们 就 有 了 欧 氏 几何 的 公理 ;反之 ,如 果 
让 其 他 一 切 公理 保持 不 变 , 但 是 把 平行 公设 换 成 它 的 否定 ,我 们 就 有 了 某 种 非 欧 几 何 的 公理 对 
两 个 公理 系统 一 一 欧 氏 的 与 非 欧 的 一 -我 们 都 要 间 : 这 组 公理 会 导 教 蔬 盾 么 ? 

对 欧 氏 系统 提 这 个 疝 题 似乎 不 合 情 理 . 我 们 一 向 熟悉 的 教 了 2000 年 的 中 学 几何 怎么 会 错 
多? 在 非 数 学 家 眼 里 ,倒是 后 一 种 公理 系统 绝对 有 点 可 疑 ,因为 它 否 认 任 直 觉 言 之 成 理 的 平行 
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蛤 定 集合 的 所 有 子 集 的 集合 如 图 所 示 . 顶部 的 正方 形 .三 角形 和 回 形 构成 三 元 集 
A 这 个 集合 共有 2 或 8 个子 集 { 按 略微 反常 的 假定 把 整个 集 和 空 集 也 算 在 内 ). 这 个 新 
集合 由 八 个 元 素 组 成 ,叫做 汉 的 串 集 , 记 为 2^ 如果 ,A 有 n 个 元 素 ,A 的 串 集 便 有 2 个 
元 素 : 如 果 及 是 无 穷 集 ;2 “也 是 无 穷 集 , 但 不 等 价 于 A， 


公设 .尽管 如 此 ,从 20 世纪 数学 的 观点 来 看 ,这 两 种 几何 多 少 是 平起平坐 的 . 两 者 都 是 有 时 能 应 
用 于 物理 世界 的 ,两 者 又 都 是 一 致 的 . 所 谓 “ 一 致 " 取 一 相对 意义 ,我 们 要 作 点 解释 ， 

我 们 先 表明 非 欧 几何 一 致 ,为 了 做 这 件 事 , 只 要 把 * 线 ”这 个 词 处 处 换 成 短语 "大圆 ”, 指 一 穿 过 
球体 中 心 的 平面 在 该 球体 表面 上 形成 的 线 . 现在 把 各 公理 看 成 谈 到 一 给 定 球 表面 上 的 点 与 大 圆 的 
陈述 . 此 外 ,约定 把 球面 上 每 一 对 对 径 点 与 单个 点 等 同 看 待 . 只 要 读者 乐意 的 话 ,他 可 以 想像 非 欧 
几何 的 公理 改写 了 ,其 中 “ 线 " 这 个 词 处 处 换 成 了 “大 圆 ”",“ 点 ”这 个 词 处 处 换 成 了 “点 对 ”( 即 一 点 与 
其 对 径 点 的 一 对 ). 于 是 ,显而易见 ,所 有 的 公理 都 是 真 的 一 一 至 少 可 以 说 ,要 是 我 们 对 球体 表面 
的 普遍 见解 是 真 的 ,那些 公理 就 都 是 真 的 . 事实 上 ,从 欧 氏 立体 几何 的 公理 不 难 证 明 一 个 定理 : 
球体 表面 是 方才 描述 的 那 种 意义 上 的 一 个 非 欧 曲面 . 换言之 ,我 们 看 出 来 了 ， 如 果 非 欧 几 何 的 公 
理 导 致 矛盾 ,那么 普通 的 欧 氏 球体 几何 也 会 导致 矛盾 . 这 样 ,我 们 就 有 了 一 一 个 相对 一 致 性 证 明 ， 
如 果 欧 氏 三 维 见 何 一 致 ,那么 非 欧 二 维 几 何 也 一 致 .我们 说 ; 欧 氏 球体 的 表面 是 非 欧 几何 2 公理 的 
一 个 模型 . (在 我 们 所 用 的 这 个 特殊 模型 中 平行 公设 失效 是 因为 根本 没有 平行 线 . 也 有 可 能 造 一 
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曲面 ; 叫 * 伪 球面 ”, 在 其 中 平行 公设 为 假 是 因为 过 一 点 不 止 有 一 条 线 与 给 定 线 平行 , ) 

发 明 非 欧 几 柯 ,识别 它 的 一 致 性 被 欧 氏 几何 的 一 致 性 所 蕴涵 ,这 是 许多 伟大 的 19 世纪 数学 
家 的 工作 ;我们 要 特别 提 到 伯 思 啥 德 . 黎 曼 的 名 字 . 只 是 在 20 世纪 才 提 出 欧 氏 几何 本 身 是 不 是 
一 致 的 问题 *， 


这 个 问题 是 由 希 尔 伯 特 提出 并 回答 的 . 希 尔 伯 特 的 解 是 坐标 系 观念 的 简单 应 用 . 许多 大 学 
新 生 知道 ,平面 上 的 每 点 可 以 与 一 对 数 相关 联 , 就 是 它 的 x 坐标 与 y 坐标 , 然后 每 条 线 或 每 个 圆 
便 可 以 与 一 方程 相关 联 , 就 是 坐标 与 y 坐标 之 间 仅 仅 对 该 线 或 该 加 上 的 点 成 立 的 一 种 关系 ， 
人 靠 这 类 办 法 ,我 们 就 在 几何 与 初等 代数 之 间 建 立 起 菜 种 对 应 , 凡 属 于 一 学 科 的 陈述 都 有 -属于 
他 学 科 的 陈述 同 它 对 应 . 足见 , 欧 氏 几何 公理 会 导致 巴 秆 仅 当初 等 代数 规则 -普通 实数 的 性 
质 一 一 会 导致 矛盾 这 里 我 们 又 有 了 一 个 相对 一 致 性 证 明 . 过 去 说 , 非 欧 几何 一 致 ,如 果 欧 氏 几 
何 一 致 ;现在 又 说 , 欧 氏 几 和 柯 一 至 ,如 果 初 等 代数 一 致 . 欧 氏 球体 是 非 欧 平面 的 模型 ;坐标 对 的 集 
合 又 是 欧 氏 平面 的 模型 . 

面前 有 了 这 些 例子 ,我 们 就 可 以 说 , 哥 德 尔 的 选择 公理 和 连续 统 假设 相对 一 致 性 证 明 类 似 
希 尔 伯 特 的 欧 氏 几何 相对 一 致 性 证 明 . 在 两 个 场合 都 是 用 某 种 更 初等 的 理论 来 核 正 标准 理论 ， 
当然 ,从 来 没有 人 认真 怀疑 欧 氏 几何 的 可 靠 性 ,而 布 劳 威 尔 、 外 尔 和 上 庞 加 莱 这 样 杰出 的 数学 家 对 
选择 公理 却 持 有 严重 的 怀疑 . 在 这 个 意义 上 , 哥 德 尔 结果 的 影响 和 意义 要 大 得 多 . 

集 论 中 类 似 非 欧 几何 的 那 种 发 展 一 一 我 们 不 妨 称 之 为 非 康 托 集 论 一 只 是 从 1963 年 才 在 本 
文 作者 之 一 (科恩) 的 工作 中 出 现 .“ 非 康 托 集 论 ”是 忻 么 意思 呢 ? 正 像 驳 氏 几 何 与 非 欧 几 何 取 相 同 
的 公理 ,只 有 平行 公设 在 外 ,标准 (“ 康 托 ”) 集 论 与 非 标 准 (“ 非 康 托 ”) 集 论 也 只 是 有 一 条 公理 不 同 . 
非 康 托 集 论 到 狭义 集 论 的 公理 ,但 不 是 添上 选择 公理 ,倒是 添上 选择 公理 的 这 种 或 那 种 形式 的 下 
定 . 特 言 之 ,可 以 取 连 续 统 假设 的 否定 作 一 条 公理 . 我 们 将 要 说 明 ,这 样 一 来 ,连续 统 问题 便 有 了 完 
备 解 , 哥 德 尔 的 发 现 是 连续 统 假设 不 可 否 证 ,现在 添上 的 则 是 连续 统 假设 也 不 可 证 明 

我 们 描述 过 的 几何 一 致 性 证 明 要 求 造 模型 ,同样 , 哥 德 尔 结果 与 科恩 的 新 发 现 也 都 要 求 造 模 型 
在 这 两 种 情况 ,我 们 想 证 明 的 东西 相仿 :如 果 狭 文集 论 一 致 ,那么 标准 集 论 或 非 标 准 集 论 也 一 致 

哥 德 尔 的 想法 是 给 狭义 集 论 造 一 个 模型 ,证 明 在 这 个 模型 中 选择 公理 和 连续 统 假设 是 
定理 . 他 的 做 法 如 下 ,我 们 只 使 用 狂 义 集 论 的 公理 ( 见 356 页 上 的 详解 ), 先 敬 公理 2 保证 至 少 丰 


* 译注 :准确 些 说 ,应 当 是 19 世纪 末期 . 希 尔 伯 特 在 1899 年 出 版 的 4 几何 基础 } 一 书 中 提出 了 这 个 问 
题 . 
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地 方 图 书馆 


中 心 图 书包 


罗素 停 沦 示例 :设想 某国 图 书馆 员 依 惯例 不 把 他 们 的 书 列 六 卡片 目录 ， 
而 是 列 入 活页 目录 ;就 是 说 ,目录 本 身 就 是 一 本 书 ， 有 些 图 书馆 员 把 目录 自 
身 列 入 目录 [顶部 ) ;有 些 不 这 么 做 (顶部 下 方 第 二 栏 ), 仿 罗素 大 名 ,把 第 一 
种 目录 叫做 月 集 ;及 集 是 包含 自身 的 集合 . 然而 ,如 果 国 家 图 书馆 长 决心 编 
一 部 所 有 不 列 自身 的 目录 的 大 目录 ,会 怎样 呢 ? 他 那 部 大 目录 属 不 属于 那 
部 大 目录 ? 
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356 .数学 基础 


是 _ 的 成 员 ( 元 豪 ) 
等 于 

不 等 于 

空 集 


, 处 臣 性 公理 ;WY x yi YesErmzE yr 二 yy). 
两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 成 员 . 

. 空 集 公 理 ;: 了 zWY ee 一 wwE 工 )， 
存在 一 个 无 成 员 的 集合 ( 空 集 )， 

. 无 序 对 公理 ,YY xy zy wweE rw=XV w= y). 
如 果 x 和 yy 是 集合 ,那么 (无 序 } 对 {7,y} 是 集合 . 


. 和 集 公 理 ( 并 公理 }) ,VYx]yYrtzE yer twEiRtE x)) 
如 果 xz 是 集 的 集合 , 它 的 所 有 成 员 的 并 也 是 集合 . (例如 ,如 果 z= 二 {faybyc} ,fascrdre)}) ,那么 x 的 {两 ) 元 
素 的 并 是 集合 {asbicyd,e}.} 


, 万 穷人 公理 :jEx& YY yyEr=yti{iyl tr)). 


存在 一 个 集合 , 它 包 含 空 集 , 并 且 , 如 果 属于 zyy 与 {13?} 的 并 也 在 工 中. 区 分 元 素 》 与 单元 集 {y} 很 机 紧 . 
这 条 公理 保证 了 无 穷 集 的 存在 性 . 


， 答 换 公理: 太 丰 (征文 本 1 3 和 了 Bo) ,此 处 Biwyv) 志 Vr(irE vs(sE 
ut A ss rit st )). 
这 条 公理 很 难 改 用 中 文 孝 述 . 它 风 6x 而 不 叫 6, 因 为 它 其 实 是 一 整 族 公理 , 我 们 假定 本 系统 中 可 家 达 的 全 
体 公 式 已 经 校 举 出 来 了 ;第 x 个 公式 叫 A,， 痊 换 公理 是 说 ,如 果 对 固定 的 ,tACxsyit "rt, 志 ) 把 y 叭 
一 定 浆 为 x 的 函数 ,比方 说 y 二 Kz}, 那么 对 每 个 wy 在 上 的 值 域 都 是 一 个 集合 .粗糙 地 说 ,这 意味 着 在 集 
论 形式 语言 中 能 陈述 的 任何 (“合理 ”) 性 质 都 能 用 来 定义 一 个 集合 (具备 所 陈述 的 性 质 的 那些 东西 的 集合 }. 


7. 天 集 公 至. YXx]yY zz yzCr). 
这 条 公理 说 ,对 每 个 ,存在 着 z 的 所 有 子 集 的 集合 y, 虽然 这 里 的 y 也 和 由 一 种 性 质 来 定义 , 需 集 公理 却 是 


兽 换 公理 包容 不 了 的 ,因为 > 并 未 作为 任何 函数 的 值 域 给 出 . 实际 上 ,y 的 基数 要 比 z 的 基数 大 ,所 以 这 
条 公理 才 使 我 们 能 够 造 更 高 的 基数 . 


8, 选择 公理 :如 果 a-*A, 关 扣 是 对 所 有 aE€ x 都 有 定义 的 函数 ,那么 对 aEzxr 存在 着 另 一 函数 产 a) 并 且 f(a) EE Aa. 


这 就 是 著名 的 选择 公理 , 它 使 我 们 能 够 作 无 穷 多 次 “选择 ”, 即 使 我 们 手 里 没什么 性 质 来 定义 选择 函数 ,从 
而 改 用 6.， 


9. 正则 性 公理 ;Wx3yx 二 VC(yEr&Y zizE Tr yy), 
例如 ,这 条 公理 明确 禁止 z€E xz. 


策 梅 洛 -弗兰克 集 论 公理 在 此 列 出 .为 了 陈述 这 些 公理 ,有 必要 使 用 集 论 符号 ,顶部 给 出 了 
性 号 一 览 表 .这 个 公理 系统 是 由 策 梅 洛 和 弗兰克 提出 的 ， 
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在 一 个 集 ( 空 集 ), 然 后 靠 公理 3 和 公理 4 保证 存在 一 越 来 越 大 的 无 穷 集 的 无 穷 序 列 :然后 靠 公 
理 5 保证 存在 一 无 穷 集 ;然后 靠 公理 ? 保证 存在 一 越 来 越 大 的 不 等 价 无 穷 集 的 无 终端 序列 ,如 
此 等 等 . 哥 德 尔 大 体 就 是 这 样 规定 了 一 类 集合 , 它 们 都 可 以 从 较 简 单 的 集合 一 步 步 地 实际 构 道 
出 来 . 他 把 这 些 集 合 电 做 “可 构造 集 ” ;它们 的 存在 性 是 由 狭义 集 论 的 公理 来 保证 的 , 接着 他 又 
表明 ,在 可 构造 集 的 范围 内 选择 公理 和 连续 统 假设 都 可 以 得 到 证 明 . 这 就 是 说 ,第 一 ,从 任何 可 
构造 集 (4 ,号 …) 的 可 构造 汇聚 e 可 以 选择 一 个 可 构 阁 集 Z, 组 成 它 的 元 束 至 少 一 个 来 目 4 ,一 
个 来 自 瑟 , 依 此 类 推 . 这 就 是 选择 公理 ,在 这 里 也 许 叫 做 选择 定理 更 合适 ,第 二 ,如 果 A 是 任何 无 
穷 的 可 构造 集 , 那 就 没有 可 构造 集 在 A 与 24“ 之 间 ”( 大 于 4, 小 于 A 的 老 集 ,与 二 者 都 不 等 价 )， 

因此 ， 三 义 连续 统 假设 "在 可 构造 集 论 中 得 到 证 明了 . 只 要 取 第 一 个 无 穷 基 数 闪 。 作 4 ,刚才 那 
句 话 便 是 连续 统 假设 . 


假使 我 们 准备 采纳 只 存在 可 构造 集 这 条 公理 的 话 , 哥 德尔 的 工作 就 会 完全 解决 掉 这 两 个 问 
题 . 为 什么 不 这 么 做 昵 ? 因为 ,人 们 感到 ,没有 理由 坚持 按 任 何 预定 公式 来 构造 集合 ,否则 就 不 
准 承认 它 是 真正 的 集合 . 普通 的 集 未 必 是 可 构造 集 ,因而 在 普通 集 论 中 既 没 有 证 出 选择 公理 也 
没有 证 出 连续 统 假设 .无 论 如 何 ,有 一 点 是 确定 了 : 尽 可 假定 它们 中 的 任何 一 个 而 不 致 引起 任何 
矛盾 ,除非 狭义 集 论 的 那些 “安全 "的 公理 已 经 自 相 矛 盾 , 它们 引起 的 任何 矛盾 必定 会 已 经 出 现 
在 可 构造 集 论 中 ,而 后 者 是 普通 集 论 的 模型 . 换 句 话说 ,已 知 两 者 不 能 由 其 他 公理 吾 证 , 却 不 知 
它们 能 不 能 证 明 . 

”在 这 里 , 跟 欧 氏 几 何 中 的 平行 公设 作 类 比 尤 其 恰当 , 直到 最 近 人 们 都 认为 欧 氏 公理 理 所 当 
然 是 一 致 的 . 几何 学 家 和 感 兴趣 的 问题 是 它们 是 杏 独立 ,就 是 说 ,平行 公设 能 否 根据 别 的 公理 子 以 
证 明 . 为 证 出 平行 公设 ,先后 有 一 大 批 几 何 学 家 试图 表明 它 的 否定 要 导致 雇 论 , 看 样子 是 高 斯 第 
一 个 看 出 这 类 “ 雇 论 ”无 非 是 某 种 新 的 非 欧 几何 的 定理 而 已 . 然而 ,高 斯 有 勇气 去 想 的 ,他 却 没 筋 
气 发 表 . 引出 否认 平行 公设 的 还 辑 后 果 这 件 事 留 给 了 鲍 耶 依 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 . 这 后 果 就 是 
发 现 各 种 “异想天开 ”的 几何 . 在 这 以 后 才 认 识 到 ,二 维 非 欧 几何 恰好 是 某 几 种 弯曲 表面 (球面 和 


伪 球 面 ) 的 普通 欧 氏 几何 “异想天开 ?的 几何 原来 跟 “ 现 实 世界 ”的 欧 氏 几何 同样 具备 逻辑 -- 
致 性 ， 


* 译注 ;constructible sets ,我 国 渤 辑 家 喜欢 译作 * 可 构成 集 ”, 用 心 良 苦 ， 但 不 人 台 哥 德尔 的 本 意 . 他 引 
进 这 个 术语 时 明白 变 代 过 “这 里 *constuctible' 一 启 要 接 半 直觉 主义 的 涵义 去 理解 ” 一 旦 译作 "可 构成 
集 ”, 他 的 话 反而 落空 


“共同 的 见解 ” 


. 与 疗 一 物 相等 的 物 彼此 相等 ， 
. 等 物 加 等 物 ,总 和 相等 ， 

. 等 物 减 等 物 ,所 余 相 等 ， 

. 彼此 重合 的 物 彼此 相等 . 

. 整体 大 于 部 分 . 


em 


A 


设 ” 

从 在 条 一 点 到 任何 一 点 (有 可 能 ) 作 (恰好 -条 ;直线 . 

(有 本能) 把 有 限 直线 循 一 条 直线 不 断 延 长 . 

(有 可 能 ) 取 任何 中 心 与 任何 距离 描 出 一 圈 . 

. 所 有 直角 被 此 相等 . 

. 如 果 落 在 两 条 直线 上 的 一 条 直线 使 同一 侧 的 内 角 ( 之 和 ) 小 于 一 直角 ,这 两 条 
直线 经 无 限 延 长 后 相交 于 该 侧 ( 的 一 点 ). 


or 


欧 几 里 得 的 公理 分 成 两 种 :“ 共 同 的 见解 "和 “公设 ”. 经 鉴定 出 自 苏格兰 物理 学 家 兼 数学 家 

约翰 ， 普 莱 费 尔 的 一 条 公理 说 ,对 不 在 给 定 线 由 上 的 给 定点 点, 有 一 条 不 与 m 相交 的 线 通过 

A. 可 以 裘 明 它 与 欧 几 里 得 的 公设 5 等 价 . 把 “有 一 条 " 换 成 “没有 一 条 "或 “不 止 有 一 条 ”, 便 得 

到 某 种 非 欧 几何 .应 当 说 , 按 现 代 标 准 , 欧 几 皇 得 的 公理 不 清楚 ,也 不 完备 . 

集 论 中 类 似 的 一 步 是 否认 选择 公理 或 连续 统 假设 . 当然 ,我 们 的 意思 是 说 ,这 一 步 要 证 明 否 
定 它们 是 与 狭义 集 论 一 致 的 ,正如 哥 德 尔 证 明 肯 定 它 们 是 与 狭义 集 论 一 致 的 ,该 证 明 业 已 在 前 
些 年 完成 ,数理 逻辑 领域 中 因而 掀起 一 个 活动 高 潮 ,其 最 终结 果 无 法 预 小 . 

既然 这 是 个 求证 公理 系统 相对 一 致 性 的 问题 ,自然 要 想到 造 模 型 .我 们 已 经 见 到 了 ,表明 欧 
氏 三 维 室 间 中 的 玫 种 曲面 是 非 欧 二 维 几何 的 模型 也 就 建立 了 非 欧 几 何 的 相对 一 致 性 . 与 此 雷 
同 , 为 了 证 明 选 择 公理 或 连续 统 和 假设 为 假 的 非 康 托 集 论 的 合法 性 ,我 们 必须 使 用 狭义 集 论 的 公 
理 去 造 一 个 模型 ,在 其 中 可 以 证 明 选 择 公理 的 否定 或 连续 统 假设 的 否定 是 定理 . 


不 得 不 承认 , 造 这 种 模型 是 一 种 复杂 的 棘手 的 事 . 这 或 许 原 就 在 意料 之 中 . 各 德尔 的 康 托 集 
论 模 型 由 可 构造 集 组 成 ,就 他 的 模型 来 说 ,任务 在 于 创造 本 质 上 与 直观 集合 概念 相同 但 更 易 处 
理 的 某 种 东西 . 就 我 们 眼前 的 任务 来 说 , 却 必 须 用 狭义 集 论 的 常见 建筑 石料 去 创造 奇异 的 不 全 
直觉 的 某 种 东西 ,由 它们 来 构成 模型 . 

我 们 不 想 认 输 , 不 想 说 声 在 非 技术 性 文章 里 不 可 能 描绘 这 种 模型 就 拉倒 . 我 们 想 试 斌 ,至少 
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要 给 它 所 涉及 的 一 两 个 主要 想法 作 个 描述 性 说 明 . 我 们 的 出 发 点 是 不 合 选 择 公 理 的 普通 集 论 . 
我 们 只 希望 证 明 非 康 托 集 论 在 相对 意义 土 的 一 致 性 . 前 面 说 过 ,如 果 欧 氏 几 何 一 致 , 非 欧 几 何 模 
型 便 证 明 非 欧 几 何 一 致 .同样 ,我 们 要 来 证 明 , 如 果 狭 义 集 论 一 致 ,给 它 添上 陈述 “选择 公理 是 假 
的 "或 “ 连 缮 统 假设 是 假 的 ”, 它 仍然 一 致 . 我 们 不 妨 假 定 手头 有 了 一 个 狭义 集 论 模型 作出 发 点 . 
这 个 模型 叫做 W ,可 以 看 成 哥 德 尔 的 可 构造 集 的 类 . 

从 哥 德 尔 的 工作 ,我 们 懂得 ,为 了 使 选择 公理 或 连续 统 假设 失效 ,至 少 必 须 给 M 添上 一 个 不 
可 构造 集 , 怎么 做 呢 ? 引进 字母 a 代表 添 到 M 上 的 一 个 对 象 ;a 应 当 是 哪 种 东西 仍然 有 待 决定 . 


在 球体 表面 上 “直线 "的 意思 
解释 成 "大 图 ”{ 上 图 的 A 和 8}. 对 
任何 一 对 对 径 点 {aa 和 bb’) 都 有 
许多 大 圆通 过 , 如 果 我 们 把 “点 "的 
意思 解释 成 "点 对 ”, 那么 欧 几 里 得 
的 第 一 公设 是 真 的 . 如 果 人 允许 被 延 
长 的 “直线 "全 长 有 限 或 者 绕 球 而 
行 时 折 铝 许多 次 ;第 二 公设 就 是 真 
的 .如果 把 距离 理解 为 要 沿 着 可 折 
回 多 次 的 大 圆 来 测度 ,第 三 公设 也 
是 真 的 . 第 四 公设 同样 是 真 的 . 普 
莱 费 尔 公设 则 是 假 的 , 因为 任何 两 
个 大 较 都 相交 .足见 球面 是 非 欧 几 
何 的 一 个 模型 , 伪 球 面 { 底 部 } 也 是 
一 模型 ,只 要 把 直线 解释 成 连接 表 
面 上 任何 两 点 的 最 短 曲 线 . 在 伪 球 
体 的 表面 上 有 许多 "直线 "通过 给 
定点 而 不 穿 过 给 定 直线 ， 


一 旦 添上 a， 也 就 必须 添上 用 狭义 集 论 所 容许 的 运算 一 一 把 两 个 或 更 多 的 集 并 成 新 集 ， 形 成 
器 集 ， 诸 如 此 类 -一 一 从 a 能 形成 的 每 样 东西 . 按 这 种 方式 从 M 十 a 生成 的 集 的 新 汇聚 将 要 是 
做 六 ， 对 按 假 定 是 狭义 集 论 模型 ， 问 题 就 在 怎样 去 选择 ae， 使 得 (1)N 也 是 狭义 集 论 模型 ， 
(2)a 在 六 中 不 是 可 构造 集 ， 只 有 能 做 到 这 两 点 ， 才 谈 得 上 有 希望 否认 选择 公理 或 连续 统 
假设 . 

想 对 该 怎么 做 有 点 含糊 的 感 党 ,不 妨 先 问 和 癌 1850 年 要 去 发 现 伪 球面 的 几何 学 家 可 能 会 怎 
么 做 .很 粗粮 地 说 ,看 来 他 是 从 欧 氏 平面 上 的 一 条 曲线 M 人 手 , 想 到 不 在 该 平面 上 的 一 点 a, 然 
后 把 那 一 点 a 与 M 上 所 有 的 点 相连 , 既然 所 选 的 a 本 不 在 对 的 平面 上 ,他 得 到 的 曲面 N 一 定 与 
欧 氏 平面 不 是 一 回 事 , 因此 ,有 理由 设想 ,只 要 有 足够 的 智谋 和 熟练 技巧 ,他 就 能 表明 N 确实 是 
某 种 非 欧 妃 何 的 模型 了 . 

非 康 托 集 论 中 的 做 法 与 此 类 似 , 就 是 选 一 个 新 集 a 充当 不 可 构造 集 ,把 狭义 集 论 的 运算 应 
用 到 < 和 M 中 的 集 上 ,然后 由 这 样 得 到 的 所 有 集 组 成 新 模型 N, 只 要 能 做 到 这 一 步 , 那 就 已 经 证 
明 我 们 能 放心 否定 可 构造 性 公理 了 “. 既然 哥 德 尔 表明 了 可 构造 性 蕴涵 选择 公理 和 连续 统 假设 ， 
这 就 是 否定 这 两 个 陈述 中 任何 一 个 都 必 不 可 少 的 第 一 步 . 

为 了 实现 这 第 一 步 , 必 须 表 明 两 件 事 : 所 选 的 a 始终 是 不 可 构造 的 ,不 但 在 M 中 如 此 ,在 NN 
中 也 如 此 ;NN 像 一 样 ,也 是 狭义 集 论 的 模型 . 我 们 采取 一 种 绕 圈 子 的 做 法 来 规定 a. 我 们 想像 
目 己 要 去 编 一 张 表 , 其 中 列 出 谈 到 N 中 的 集 a 的 一 切 可 能 的 陈述 . 如 果 我 们 给 出 一 条 能 决定 性 
何 这 样 的 陈述 真 不 真 的 规则 ,a 就 定 下 来 了 . 

关键 性 计谋 原来 是 要 把 a 选 成 一 个 “ 通 正 ?(generic) 元 素 , 就 是 说 ,要 把 a 选 成 只 有 对 人 MM 
中 几乎 所 有 的 集 都 成 立 的 人 性质 才 对 a 成 立 . M 中 的 每 个 集 既 有 能 因 别 它 的 不 寻常 的 独特 性 
质 , 又 有 它 同 M 中 几乎 所 有 其 他 集 共 享 的 通常 的 典型 性 质 . 结果 看 出 ,还 是 有 可 能 完全 挑 明 独 
符 人 性质 与 通 正 性 质 之 间 的 这 种 区 别 ,使 它 化 为 形式 的 区 别 , 这 样 一 来 , 当 我 们 把 a 选 成 一 个 通 
正 集 ( 可 以 说 是 没有 独特 性 质 能 把 它 跟 M 中 的 任何 集 区 分 开 来 的 集 ) ,就 能 推出 N 依然 是 狭 
义 集 论 的 模型. 我 们 引进 的 新 元 素 没 有 会 败坏 出 发 点 M 的 令 人 讨厌 的 性 质 , 同时 ,a 是 不 可 构 
造 集 . 任何 可 构造 集 总 有 某 种 独特 性 一 一 能 用 来 构造 它 的 那些 步骤 一- 而 我 们 的 a 恰好 没有 
任何 这 样 的 个 性 ， 

归 造 连续 统 假设 在 其 中 为 假 的 模型 ,我 们 必须 给 M 添上 不 止 一 个 新 元 素 ,而 是 大 量 新 元 素 . 


事实 上 ,我 们 必须 添上 无 穷 多 个 才 行 . 我 们 的 实际 做 法 还 能 做 到 ,从 模型 M 的 观点 来 看 ,所 添 的 


* 译注 :可 构造 性 公理 就 是 “只 存在 可 构造 集 ” 
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诸 元 素 具 有 基数 
外 > 一 2 ， 
粗糙 的 几何 类 比 也 许 又 会 有 点 帮助 :对 艇 人 非 欧 曲 面 中 的 一 个 二 维 生 物 来 说 , 想 认 识 到 他 的 世 
界 是 三 维 欧 氏 空间 的 一 部 分 是 不 可 能 的 .在 眼前 这 个 场合 ,站 在 性 外 面 ,我 们 会 以 为 自己 只 插入 
了 可 数 无 穷 多 个 新 元 素 , 然而 ,它们 却 是 用 M 中 可 到 手 的 任何 手段 都 不 能 “ 数 ” 的 . 因此 ,我 们 得 
到 一 个 连续 统 假设 在 其 中 为 假 的 新 模型 N .在 N 中 起 实数 (也 就 是 线段 上 的 点 ) 作 用 的 诸 新 元 
素 具有 大 于 2* 的 基数 ,是 见 现 在 有 了 一 个 无 穷 基 数 一 一 即 2* 一 一 大 于 欠 。 而 小 于 c, 因 为 在 我 
们 的 模型 N' 中 ,sc 等 于 
202" ) 

既然 我 们 能 造 一 个 连续 统 假 设 在 其 中 为 假 的 集 论 模型 ,我们 就 能 给 普通 狭义 集 论 添上 连续 
统 假设 为 假 的 假定 ;能 产生 的 邓 质 无 一 不 是 已 有 的 . 依照 相同 的 精神 ,我 们 也 能 造 选 择 公 理 在 其 
中 失效 的 集 论 模 型 , 我 们 苏 至 能 十 分 确切 地 说 出 哪些 无 穷 集 有 可 能 “从 中 选 出 ”, 哪 些 “ 太 大 ,不 
能 从 中 选 出 ”. 

哥 德 尔 只 用 一 个 模型 (可 构造 集 的 类 ) 产 生 他 的 结果 ,在 非 康 托 集 论 中 我 们 却 不 是 有 一 个 面 
是 有 许多 模型 ,每 个 都 是 怀 着 特殊 目的 造 的 . 比 任何 模型 更 为 重要 或 许 是 让 人 能 造 这 一 切 模型 
的 技术 ;“ 通 正 " 概 念 与 相关 的 “ 力 迫 ”(forcing) 概 念 . 很 粗糙 地 说 , 通 正 集 只 有 它们 在 要 像 集合 的 
压力 下 “被 这” 才 有 的 那些 性 质 . 为 了 判别 a 是 不 是 “被 迫 ” 才 有 某 种 性 质 , 我 们 必须 瞧 N 的 全 体 ， 
可 是 ,在 我 们 定 下 a 以 前 ,NN 还 没有 真 定 ! 懂得 怎样 使 这 个 角 似 循环 的 论证 不 循环 ,这 是 新 理论 
中 男 一 个 关键 成 分 . 


几何 史 对 集 论 的 未 来 有 何 启示 呢 ? 非 欧 几何 最 引入 注目 之 处 是 最 终 成 了 爱 因 斯 坦 广 义 相 
对 论 的 重要 的 先决 条 件 , 黎 曼 创 造 黎 曼 几 何 原 是 出 于 纯 抽象 目的 :统一 .澄清 和 深化 罗 巴 切 夫 斯 
基 , 鲍 那 依 和 高 斯 的 非 欧 几何 . 结果 , 黎 曼 几何 成 了 爱 因 斯 基 给 引力 重 作 革命 性 解释 所 不 可 少 的 
工具 . 

这 个 例子 就 证 明了 应 该 期 望 非 康 托 集 论 总 有 一 天 要 在 “现实 "(也 就 是 非 数 学 ) 世 界 找 到 当 
前 不 可 预见 的 应 用 吗 ? 今天 没 人 会 冒险 作答 . 我 们 确实 看 得 出 来 ( 凭 事后 聪明) ,几何 一 直 提供 
物理 事件 发 生 的 重要 背景 ,在 那 种 意义 上 , 耿 怕 应 当 料 到 几何 中 的 根本 进展 会 找到 物理 应 用 . 集 
论 似 平 至 今 与 物理 毫 无 这 类 有 机 联系 , 无 论 如 何 , 有 一 些 数 学 家 (例如 斯 坦 尼 斯 拉夫 ， 乌拉 姆 ) 
主张 抽象 集 论 可 能 会 替 理 论 物理 提供 有 用 的 模型 . 在 现 阶 段 , 最 安全 的 做 法 是 拒 不 对 未 来 作 任 
司 预 测 一 一 除了 它 不 可 预测 . 
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几何 . 发展 阶段 集 论 
泰利 斯 , 毕 达 再 拉 斯 首 批 定理 的 直觉 基础 康 托 


芝 诺 揭示 停 论 罗素 
欧 多 克 索 斯 , 欧 几 里 得 。 “| 标准 理论 的 公理 化 基础 策 梅 洛 ,弗兰克 等 
笛 卡 儿 , 希 尔 伯 特 表明 标准 理论 (相对 ) 一 致 | 可 德尔 
高 斯 , 黎 旺 发 现 几 种 非 标准 理论 近期 的 工作 


闵 可 去 斯 基 , 爱 因 斯 坦 应 用 非 标 准 理论 ?9 


按 历史 阶段 类 比 几 何 ( 左 ) 与 集 论 ( 右 } 的 发 展 . 非 标 准 { 非 欧 ) 几 何在 爱 因 斯 坦 相对 论 之 类 
的 理论 中 找到 了 应 用 , 非 标准 集 论 总 竺 应 用 于 物理 . 


可 德尔 证明 


欧 内 斯 特 ， 内 格 东 (Ernest Nagel)， 
魔 姆 士 。 有 .组 要 (James R. Newman)"， 
1956 年 6 月 本 


31 年 ,一 位 名 电 库 尔 特 ， 哥 德尔 的 25 岁 的 年 轻 数学 家 在 一 家 德 文科 学 期 刊 上 发 表 一 

| 入 文章 , 恋 才 只 有 几 个 下 学 家 它 的 标题 让 人 望 而 生 县 :* 论 《数学 原理 》 及 有 关系 统 的 

形式 不 可 判定 命题 ” 它 的 主题 充其量 吸引 一 小 群 研究 者 . 它 的 推理 又 是 那么 新 奇 , 那 

么 复杂 , 连 数 学 家 也 大 多 觉得 没 法 理解 . 但 是 , 哥 德 尔 的 文章 如 今 变 成 20 世纪 科学 的 丰碑 ,人 称 

“ 哥 德 尔 证 明 ”; 它 的 总 结论 ,许多 科学 家 知道 ,而 且 体 会 到 确 有 革命 意义 了 . 哥 德 尔 屡 获 丈 荣 说 

明 他 的 成 就 已 经 获得 承认 , 文章 问世 不 久 ,这 个 年 轻 人 便 应 邀 由 维也纳 丰美 加 人 普林斯顿 高 等 

研究 院 , 自 1938 年 起 成 为 该 院 的 终身 成 员 *. 1952 年 哈佛 大 学 授予 他 荣誉 学 位 , 疯 矢 说 他 的 证 
明 是 现代 逻辑 中 最 重要 的 进展 之 一 . 

可 德尔 当年 攻 的 是 数学 基础 的 一 个 中 心 问题 . 希腊 人 发 明 的 公理 方法 ,向 来 被 人 奉 为 使 数 

持 思维 形成 系统 的 威力 无 比 的 基础 . 每 个 逻辑 学 者 都 知道 ,这 种 方法 就 是 假定 某 些 命题 , 叫 公 理 

(例如 等 量 加 等 量 其 和 相等 ) ,从 公理 推出 其 他 命题 , 叫 定理 .近代 以 前 , 按 多 数学 者 的 看 法 , 稳 稳 

， 译注 ,这 两 位 作者 1958 年 写 了 一 本 书 《 奇 德尔 证 明 》(G6del”s Proof). 最 近 的 新 版 于 2002 出 版 : 


New York University Press, 2002. 
x 译注 ;不 准确 . 哥 德 尔 从 1938 年 起 接受 该 院 分 年 任命 ,于 1946 年 就 任 终 身 成 员 ， 
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库 尔 特 。 对 德尔 在 高 等 研究 院 他 的 办 公 室内 ,由 阿诺德 * 纽曼 拍摄 . 哥 
伪 尔 1906 年 生 于 捷克 斯 洛 伐 克 , 他 1930 年 获得 维也纳 大 学 博士 学 位 , 赴 美 
前 在 该 校 任教 . 
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立足 于 完好 的 公理 系统 的 数学 分 支 只 有 天 何 . 然而 ,过 去 两 百年 间 ,包括 常见 的 整数 算术 在 内 的 
另 一 些 数学 分 支 也 制订 了 强 有 力 的 严格 的 公理 系统 . 数学 家 于 是 希望 借助 于 公理 方法 将 全 部 数 
学 排 理 编排 得 井然 有 序 了 ,而 卫 相 信 做 得 到 了. 

彰 德 尔 的 文章 毁 掉 了 这 个 希望 .他 让 数学 家 正视 他 证 明 的 事实 :公理 方法 必 有 某 些 内 在 的 
局 限 性 ,哪怕 普通 整数 算术 也 决 不 能 靠 这 种 方法 爹 部 系统 化 . 更 有 甚 者 ,他 的 证 明 还 揭示 一 个 令 
人 震惊 义 令 人 无 奈 的 隐情 :不 可 能 建立 任何 复杂 演绎 系统 的 逮 辑 一 致 性 ,除非 先 假定 一 些 立 论 
原则 ,其 内 部 一 致 性 与 该 系统 本 身 的 一 致 性 间 样 成 问题 

尽管 如 此 , 哥 德 尔 的 文章 不 尽 是 否定 的 , 他 把 一 套 新 的 分 析 技 术 引进 了 数学 基础 ,就 多 产 性 
说 可 以 与 稍 卡 儿 把 代数 方法 引进 几何 的 历史 性 创举 相 媲 美 . 哥 德 尔 的 工作 在 数理 逻辑 中 开创 了 
一 些 全 新 的 研究 分 支 . 它 也 激发 大 家 重新 估价 各 派 数 学 哲学 ,乃至 一 般 知识 哲学 ， 

奇 德尔 划时代 的 文章 依然 不 广为人知 . 其 中 的 证 明细 节 过 分 复杂 , 非 数 学 家 无 法 逐一 领会 ， 
但 他 的 结论 和 论证 梗概 是 能 够 弄 懂 的 . 这 篇 文章 要 讲 一 讲 问题 的 背景 与 哥 德 尔 发 现 的 要 点 . 


新 数学 


19 世纪 数学 探索 星 现 出 激流 镍 进 的 磅 确 气 势 . 解决 了 许多 和 久 悬 无 解 的 根本 问题 ;创造 了 一 
些 新 的 数学 研究 领域 ; 始 建 或 改建 了 形形色色 数学 分 支 的 林 础 . 靠 更 换 欧 氏 几 何 的 某 一 公理 来 
构造 各 种 新 几何 则 是 最 具 革命 性 的 新 事态 . 改变 欧 氏 平行 公理 尤为 罕 出 ,导致 了 极 富 成 效 的 结 
过 ( 见 克 莱 因 :直线 ",《 科 学 美国 人 ?1956 年 3 月 ), 正 是 这 场 成 功 的 反叛 激励 人 们 去 给 多 少 傈 直 
觉 培 植 的 其 他 数学 分 支 制 订 公 理 基础 . 

数学 基础 的 批判 性 审查 产生 一 个 重要 结论 :把 数学 看 成 “ 量 的 科学 ”的 传统 数学 观 是 不 恰当 
的 和 引起 误解 的 , 要 知道 ,数学 本 质 上 只 关心 从 一 组 给 定 公理 (也 叫 公 设 ) 引 出 必然 结论 ,这 已 经 
很 明显 了 , 既然 如 此 ,只 得 承认 数学 远 比 按 传统 设想 的 更 “抽象 "和 和 竟 “ 形 式 *, 更 < 抽象 ", 因 为 可 
以 把 数学 陈述 看 作 谈 随便 什么 东西 的 ， 不 仅仅 是 谈天 然 划 定 的 某 一 对 象 集合 或 某 些 对 象 特征 
的 ;更 形式 ”, 因 为 数学 证 明 的 有 效 性 植 根 于 陈述 的 结构 ,而 不 是 植 根 于 特定 题材 的 性 质 . 数学 
离 不 开 证 明 . 任何 数学 分 支 的 公设 都 不 是 天 然 谈 空间 , 谈 量 , 谈 苹果 , 谈 角 ， 或 者 谈 预 算 表 . 任何 
可 与 公设 中 的 描述 性 术语 相 联 的 特殊 意义 ,在 定理 推导 过 程 中 都 不 起 本 质 的 作用 . 纯 数学 家 跟 
用 数学 去 研究 特殊 题材 的 科学 家 不 同 ， 他 面 对 的 问题 不 是 他 所 取 的 公设 真 不 真 .他 从 公设 演绎 
出 来 的 结论 真 不 真 , 而 仅仅 是 他 心目 中 的 结论 事实 上 是 不 是 初始 假定 的 必然 逻辑 后 果 . 这 种 新 
的 见地 使 人 想起 罗素 著名 的 警 语 ; : 纯 数 学 就 是 不 知 在 谈 什 么 又 不 知 所 云 真 不 真 的 那 门 学 问 . 
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严格 抽象 的 领地 ,一 个 熟识 的 路 标 都 没有 , 想 问 进去 游历 一 番 确 实 不 易 . 好 在 得 失 相抵 , 它 
也 为 迁居 新 地 、 瞻 望 新 景 提供 了 前 所 未 有 的 自由 . 随 着 数学 变 得 更 抽象 ,人 心 从 语言 积 久 成 习 的 
涵义 中 解放 出 来 ,可 以 构造 新 奇 的 公设 系统 了 , 形式 化 事实 上 导致 一 大 批 很 有 数学 趣味 和 数学 
价值 的 系统 . 必须 承认 ,有 些 系统 并 未 获得 显然 合乎 直觉 (“ 常 识 ”) 的 解释 , 像 欧 氏 几何 或 算术 那 
缮 的 解释 ,但 是 不 必 为 此 惊慌 , 首先 ,直觉 能 力 有 伸缩 性 . 我 们 素 然 承认 先辈 眼 里 全 然 不 合 直觉 
的 想法 ,我 们 的 子 外 也 会 毫 无 困难 地 接受 相对 性 停 论 ,觉得 按 直觉 是 显然 的 . 再 者 ,人 人 知道 , 直 
觉 不 是 可 靠 的 向 导 ,在 科学 探险 中 不 能 充当 真理 性 或 多 产 住 的 可 车 判 据 . 

然而 ,数学 的 抽象 性 剧 增 也 引起 -个 相当 严重 的 问题 . 假使 认定 一 组 公理 在 谈 某 个 确定 的 
熟知 的 对 象 域 ,通常 总 有 可 能 弄 明 白 它们 对 这 些 对 得 究竟 真 不 真 ;如果 都 真 ,它们 必定 彼此 一 
致 . 但 抽象 的 非 欧 公理 , 当 作 空间 描述 来 看 ,好 像 明明 是 假 的 ,而 且 未 必 能 对 什么 东西 真 . 因此 ， 
建立 非 欧 系 统 的 内 部 一 致 性 是 个 很 不 好 办 的 问题 . 例如 ,在 黎 曼 几何 里 ,著名 的 欧 氏 平行 公设 换 
成 了 这 样 的 假定 ;过 直线 外 一 点 不 能 在 同一 平面 上 作 任 何 直线 与 给 定 直 线 平行 . 试问 : 药 曼 公设 
集 一 致 吗 ?对 普通 的 经 验 空间 ,它们 明明 不 真 . 那 又 怎么 检验 它们 的 -- 致 性 呢 ? 怎么 才能 证 明 
它们 不 会 导致 相互 矛盾 的 定理 呢 ? | 

前 人 提出 一 种 解决 这 个 问题 的 一 般 方法 . 基本 的 想法 是 雹 公设 找 个 “模型 ", 使 每 个 公设 都 
转变 成 谈 到 该 模型 的 真 陈述 . 做 法 与 下 面 的 例子 相仿 . 让 我 们 用 “类 ” 字 指 一 可 区 分 元 素 或 “成 
员 " 的 总 体 . (例如 ,小 于 10 的 素数 的 类 是 由 成 员 2,3,5,7 组 成 的 总 体 . ) 现 在 设想 我 们 在 考虑 两 
个 抽象 类 KK 和 工 , 关 于 它们 给 出 了 这 么 一 些 公设 ， 

1. K 的 任何 两 个 成 员 正 好 包含 在 L 的 一 个 成 员 中 . 

2. K 的 每 个 成 员 至 多 包含 在 上 的 两 个 成 员 中 . 

3. K 的 成 员 不 是 全 都 包含 在 工 的 单个 成 员 中 ， 

4. 工 的 任何 两 个 成 员 正 好 包含 K 的 一 个 成 员 . 

5. 工 的 每 个 成 员 革 多 包含 K 的 两 个 成 员 ， 

从 这 小 小 公设 集 出 发 ,我 们 能 用 司空 见 惯 的 推论 规则 推出 某 些 定理 . 例如 ,可 以 表明 天 正好 
包含 三 个 元 素 . 但 是 ,这 公设 集 果真 一 致 ,从 中 决 不 会 推出 彼此 矛盾 的 定理 么 ? 正 是 在 这 里 我 们 
求 模型 帮 位. 令 K 是 某 三 角形 的 顶点 , 是 它 的 边 . 于 是 五 个 抽象 公设 都 转变 成 了 真 陈述 ,例如 ， 
大 一 个 公设 断定 任何 两 个 顶点 正好 包含 在 一 条 边 上 . 这 样 -来 就 证 明 公设 集 是 一 致 的 

乍 一 想 , 这 样 的 做 法 仿佛 足以 建立 黎 曙 平面 几何 之 类 的 抽象 系统 的 一 致 性 . 我 们 可 以 采用 
一 个 模型 来 具体 解释 黎 最 公设 ,在 其 中 * 平 面 "一 词 指 某 欧 氏 球体 的 表面 ,点 ” 指 这 球面 上 的 点 ， 
直线 指 这 球面 上 的 大 圆 弧 ， 如 此 等 等 . 于 是 每 个 黎 曼 公设 都 能 转变 成 欧 氏 几 何 的 一 个 定理 . 例 


如 ,根据 这 种 解释 , 黎 曼 平行 公设 是 说 :过 球面 上 的 一 皮 不 
能 作 任 何 大 贺 统 与 给 定 大 加 弧 平 行 ， 

很 遗 居 ,这 种 方法 难于 抵挡 严厉 指责 ,说 它 解决 一 个 领 
域 的 问题 的 办 法 只 是 向 别 的 领域 一 推 了 事 . 换 铝 话说 ,这 等 
于 求 欧 几 里 得 先 去 证 明 一 个 使 他 威风 扫 她 的 系统 的 一 致 性 . 
只 有 欧 兵 几何 一 致 了 , 黎 曼 斤 何 一 致 才 得 证 * ,那么 ,请 问 ， 
欧 氏 斤 何 一 致 喇 ? 假使 又 求 男 一 个 模型 来 回答 这 个 问题 ,我 
们 与 原 定 目标 还 是 没有 缩短 距离 . 总 之 ,凡是 用 这 种 方法 得 
到 的 证 明 只 会 是 “相对 的 "一 致 性 证 明 ,不 是 绝对 的 . 

只 要 系统 能 用 一 个 只 含有 穷 多 个 元 素 的 模 吉 来 解释 ， 
证 明 它 的 公设 一 致 就 没有 大 困难 . 例如 ,我 们 用 来 检验 KK 
各 上 的 “类 公设 "的 “三 角形 模型 "都 是 有 穷 模 型 , 靠 实际 清 
乓 来 决定 那些 公设 是 否 “ 真 ”, 因 而 是 否 一 致 ;, 也 就 比较 简 
单 .可 慌 , 为 重要 的 数学 分 支 莫 基 的 公设 系统 大 多 不 能 反 
映 在 有 穷 模型 中 ,只 能 被 非 有 穷 模 着 所 满足 , 在 众所周知 
的 初等 算术 公理 集中 ,有 一 条 公理 断定 整数 序列 中 每 个 整 
数 都 有 一 异 于 任何 居 前 整数 的 直接 后 继 . 显而易见 ,凡是 
用 来 检验 该 公设 集 的 模型 都 必须 反映 出 这 条 公理 所 设 元 
豆 为 数 无 穷 . 是 见 车 清点 和 枚 举 无 法 建立 该 公设 集 的 真理 
性 和 一 致 性 . 我 们 分 明 走 进 了 死胡同 . 


多 素 悖 论 
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所 有 纯 士 是 让 礼 够 的 ， 
没有 银行 家 是 有 礼貌 的 . 
没有 绩 士 是 银行 家 ， 


EC- 让 
bp 
pCh 


gp=0 
bp=0 


gp 二 0 


符 屿 逻辑 是 19 世纪 中 叶 由 英国 
数学 家 乔治 ， 布尔 发 明 的 .这 里 按 现 
种 不 同方 式 把 一 个 三 般 论 译 成 他 的 
记 法 .在 上 方 那 组 公式 中 ,符号 局 的 
意思 是 “包含 在 ”中 ". 因 此 gCp 是 
说 绅士 类 包括 在 有 礼貌 者 的 类 中 ,在 
下 方 的 等 式 中 ,两 个 字母 并 和 曙 是 指 兼 
有 两 种 特征 的 东西 的 类 . 例如 ,bp 是 指 
既 为 银行 家 又 有 礼貌 的 人 的 类 ,下方 
第 一 等 式 说 这 个 类 无 成 员 .字母 上 的 
线 的 意思 是 " 非 ". (例如 , 非 p 的 意思 
是 疫 有 六 谣 .) 


讲 到 这 里 ,也 许 有 人 不 禁 要 说 ,倘若 基本 概念 一 望 而 知 是 “清楚 的 ”和 “多 羡 的 ”, 我 们 便 可 以 
确信 公设 集 一 致 ,没有 矛盾 . 可 是 ,思想 史 对 隐藏 在 这 种 主张 里 的 直觉 知识 说 并 不 留情 . 在 数学 
饶 究 的 某 些 领域 ,尽管 初始 假定 中 的 概念 都 是 “直觉 上 ”清晰 的 ,理智 所 实施 的 构造 似 平 也 是 一 
致 的 ,还 是 找到 了 根本 的 矛盾 . 例如 ,19 世纪 康 托 制订 的 无 穷 数理 论 里 就 出 现 了 这 类 斑 盾 (学 名 
一 律 背 反 ”), 他 的 理论 立 是 于 艇 他“ 清楚 的 ?初等 的 类 和 概念 既然 其 他 数学 分 支 ( 特 别 是 初等 算 


* 译注 :正确 的 说 法 是 ,只 要 网 氏 几 何 一 致 了 , 黎 晕 几 何 -一 致 便 得 证 ， 作者 行文 稍 有 马虎 之 嫌 . 
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术 }) 中 的 现代 系统 都 基于 类 理论 ,就 有 必要 问 问 它们 是 否 也 会 受 牙 盾 感染 . 

事实 上 ,罗素 在 初等 逻辑 本 身 的 框架 内 造 了 一 个 矛盾 ,与 康 托 无 穷 类 理论 最 初 染 上 的 那个 
矛盾 如 出 一 入 . 不 妨 像 下 面 这 样 来 讲 罗素 二 律 背 反 . 类 显然 可 以 分 成 两 种 ,一 种 不 含 自身 为 成 
员 ,一 种 含 . 前 者 的 例子 是 数学 家 的 类 ,因为 这 个 类 本 身 明明 不 是 数学 家 ,足见 不 是 自身 的 成 员 . 
后 者 的 例子 是 所 有 可 思 概 念 的 类 ,因为 所 有 可 思 概 念 的 类 是 一 可 思 概 念 ,足见 是 自身 的 成 员 . 我 
们 要 把 前 一 型 导 的 类 叫做 “正常 类 ,把 后 一 型 号 的 类 叫做 “不 正常 ?类 , 现在 令 N 代表 所 有 正常 
类 的 类 , 问 NN 自身 是 不 是 正常 类 . 如 果 是 的 , 它 是 自身 的 成 员 , 但 在 那 种 情况 下 N 就 不 正常 , 国 
为 按照 定义 一 个 包含 自身 的 类 是 不 正常 的 . 可 是 ,如 果 N 不 正常 ,因而 是 自身 的 成 员 ,N 又 必须 
正常 ,因为 按照 定义 N 的 一 切 成 员 都 是 正常 的 .总 之 ,N 正常 当 且 仅 当 NN 不 正常 . 这 个 铬 命 的 第 
盾 是 无 批判 运用 表面 上 清流 的 类 概念 的 结果 ， 

稍 后 又 发 现 了 别 的 迟 论 ,也 都 是 按 常 见 的 貌似 有 说 服 力 的 立论 方式 造 出 来 的 . 就 其 本 性 而 
言 , 非 有 穷 模 型 总 得 用 可 能 不 一 致 的 公设 集 . 由 此 可 见 , 为 建立 公理 的 一 致 性 而 设计 的 模型 方 
法 ,虽然 是 一 种 极其 可 贵 的 数学 工具 ,对 于 本 该 由 它 解决 的 问题 却 拿 不 出 最 后 的 答案 . 


希 尔 伯 特 的 元 数学 


德国 著名 数学 家 和 希 尔 伯 特 子 是 就 采取 相反 的 方案 ,如 开 模型 ,索性 把 数学 的 意义 统统 抽 掉 . 
像 希 尔 伯 特 那样 全 盘 形 式 化 之 后 ,数学 词语 只 当 作 空 润 的 记号 看 待 . 记号 系统 叫 演算 ,其 中 的 公 
设 和 定理 只 是 无 意义 记号 序列 ,或 者 叫 " 串 ”, 一 板 一 眼 照 着 交代 明白 的 规则 拼 成 的 . 从 公设 推导 
定理 可 以 只 看 作 按照 准确 的 操作 规则 把 一 些 这 样 的 “ 串 ” 变 换 成 男 一 些 “ 申 ”, 希 尔 伯 特 指望 靠 这 
种 办 法 消除 偷 用 任何 未 经 公布 的 立论 原则 的 危险 . 

形式 化 是 难 做 的 细腻 活 ,但 好 处 很 大 . 它 无 遗 盖 好 把 逻辑 关系 亮 了 出 来 ,犹如 一 台 机 器 的 前 
画 二 作 覃 型 ,让 人 能 看 清 各 记号 “ 趾 ” 的 结构 模式 :怎样 拼接 ,怎样 组 合 ,怎样 一 个 符 进 另 一 个 ,等 
等 . 形式 化 数学 本 无 所 云 , 写 满 它 的 无 意义 记号 的 一 张 纸 什么 也 没有 断定 ,只 不 过 是 一 帼 具备 一 
定 结构 的 抽象 图 案 或 “马赛 克 ”. 但 是 ,这 类 系统 的 构 形 是 能 够 描 莫 的 , 构 形 的 各 种 相互 关系 是 能 
够 陈述 的 . 你 可 以 说 某 “ 申 "好 看 ,这 “ 串 ” 像 那 “ 电 ”, 一 “ 串 ” 仿 佛 是 由 另 三 “ 捉 ” 做 成 的 ,等 等 . 这 样 
的 陈述 显然 是 有 意义 的 、 

个 言 而 喻 ' 凡 谈 到 一 无 意义 系统 的 有 意义 陈述 都 不 属于 该 系统 . 希 尔 伯 特 将 它们 归 入 另 设 
的 一 个 部 门 , 叫 "元 数学 ”元 数学 陈述 谈 到 某 形 式 化 数学 系统 的 记 导 和 式 子 ,比方 说 , 谈 到 记号 
的 御 类 和 排列 什么 时 候 配 得 出 名 为 “公式 ”的 一 长 串 记号 , 谈 到 公式 之 间 的 关系 怎么 样 才 算 是 与 
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预定 的 操作 规则 相符 的 后 承 关 系 , 

举 几 个 例 来 解释 一 下 希 尔 伯 特 如 何 区 分 数学 (无 意义 式 子 的 系统 ) 与 元 数学 ( 谈 到 数学 的 陈 
述 ). 考虑 算术 式 2 十 3 一 5. 这 个 式 子 属于 数学 , 它 完全 是 x 
由 初等 算术 记号 造 出 来 的 . 现在 我 们 可 以 作 一 个 谈 到 它 的 
陈述 , 即 *“'2 十 3 二 5’ 是 算术 公式 ”. 这 个 陈述 不 表达 算术 事 ， 
实 ; 它 属于 元 数学 ,因为 它 在 叙述 一 个 算术 记号 申 的 特征 . 
与 此 相仿 , 式 子 x 二 x 属于 数学 ,“‘zr’ 是 变 号 (variable)” 
这 一 陈述 属于 元 数学 . 我 们 也 可 以 作 如 下 元 数学 陈述 :“ 用 * . k 
数字 和 0: 代 人 变 号 ‘xz?, 从 公式 ‘z= 二 x’ 可 推导 公式 '0== 谈 到 两 类 K 和 上 的 一 组 公设 的 
0’”. 这 个 陈述 规定 用 什么 办 法 从 一 个 算术 公式 能 得 到 另 ”模型 是 一 个 三 角形 ,其 项 点 是 X 的 
一 个 公式 ,因而 描述 了 这 两 个 公式 怎样 相关 . 再 者 ,我 们 可 成员 ,其 边 是 上 的 成 员 .这 个 几何 模 
以 作 元 数学 陈述 ,*“0 关 0: 不 是 定理 ” 它 说 公式 0 关 0 不 能 ”型 表明 那 组 公设 是 一 致 的 . 
从 算术 公理 推出 ,换言之 某 种 关系 在 算术 系统 的 指定 公式 之 间 不 成 立 , 最 后 ,下 列 陈述 也 属于 元 
数学 :“ 算 术 是 一 致 的 ", 也 就 是 说 ,从 算术 公理 不 可 能 既 推 出 公式 0=0 又 推出 公式 0 关 0.* 

在 把 元 数学 描述 与 数学 自身 分 障 开 来 的 基础 上 , 希 尔 伯 特 企图 建立 一 种 “绝对 ?证 明 数 学 系 
统 内 部 一 致 性 的 方法 . 具体 地 说 ,他 想 发 展 一 种 证 明 论 , 靠 分 析 全 盘 形 式 化 的 (或 “未 解释 的 ”) 演 
算 中 式 子 的 纯 结构 特点 来 得 出 一 致 性 证 明 . 这 样 的 分 析 只 注意 公式 中 记号 的 种 类 和 排列 ,只 判 
别 给 定 记 号 串 能 不 能 按 交 代 明 白 的 操作 规则 从 别 的 串 得 到 ,算术 的 绝对 一 致 性 证 明 ,如 果 造 得 
出 来 的 话 , 不 外 是 以 “有 穷 主义 的 "( 非 无 穷 的 ) 元 数学 手段 去 表明 ;用 正确 推论 规则 从 公理 或 初 
始 公式 不 能 同时 推出 两 个 “矛盾 ”公式 ,如 像 0=0 与 它 的 否定 . 

为 了 易于 明了 ,把 作为 证 明 论 的 元 数学 与 象棋 论 相 比 也 许 有 点 帮助 .* 我 们 在 一 个 分 成 64 
个 方 格 的 方 棋盘 上 用 32 个 定好 名 称 的 棋子 下 象棋 ,棋子 可 按 固定 规则 移动 . 棋子 . 方 格 .棋子 在 
棋 舟 上 的 位 置 在 游戏 之 外 全 无 所 指 .在 这 种 意义 上 ,棋子 及 其 在 棋盘 上 的 布局 都 是 “无 意义 ”的 . 
因此 ,象棋 游戏 类 似 形式 化 数学 演算 , 棋子 与 棋盘 上 的 方 格 相当 于 演算 的 基本 记号 ;棋子 最 初 的 
位 置 相当 于 演算 的 公理 或 初始 公式 ; 棋子 后 来 的 位 置 相当 于 从 公理 推出 的 公式 ( 即 定理 ); 游戏 


* 译注 :在 这 整 段 话 里 ,除去 “算术 事实 ”这 一 处 ,名 词 或 形容 词 “算术 ”都 只 涉及 一 形式 系统 , 按 预定 
解释 它 会 成 为 算术 ,但 我 们 并 未 附加 这 种 解释 或 其 他 解释 . 又 ,variabie 时 常 有 人 想 译作 “变量 ", 这 是 不 对 
的 ,因为 这 里 例如 不 是 量 :而 只是 一 个 "无 意义 "的 符号 ,所 以 本 文 译 为 “ 变 号 ”而 非 * 变 量 ” 

** 译注 :这 里 “象棋 * 指 国际 象棋 ， 
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获 时 的 非 欧 几 何 可 用 一 欧 氏 模型 来 表示 . 平 
面 成 了 某 欧 氏 球 面 , 平 商 上 的 点 成 了 这 球面 上 的 
点 ,直线 成 了 大 圈 . 因 此 ,平面 上 由 直线 段 围 成 的 
部 分 要 画 成 球面 上 由 大 贺 截 段 围 成 的 部 分 (中 
图 ) .两 条 平行 线段 是 大 图 的 两 段 { 下 图 ) ;如 果 王 
长 ,这 两 段 的 确 相 交 , 因 此 与 平行 公设 矛盾 . 


规则 相当 于 演算 的 推论 规则 . 虽然 棋子 在 棋 
盘 上 的 布局 是 “无 意义 ”的 , 谈 到 这 些 布局 的 
陈述 却 跟 谈 到 数学 公式 的 元 数学 陈述 一 样 有 
意义 . “元 象棋 ”陈述 可 以 断定 白 方 有 20 种 可 
能 的 开局 步 法 ,或 者 断定 弈 出 某 种 棋局 后 若 
白 方 投 子 则 黑 方 在 三 步 内 必 被 将 死 . 不 仅 如 
此 ,人 们 只 根据 可 允许 的 有 穷 多 种 棋局 就 能 
够 证 明 全 称 的 “元 象棋 "定理 . 例如 ,可 以 建立 
关于 白 方 可 能 的 开局 步 法 数目 的 元 象棋 定理 ， 
也 可 以 建立 如 下 的 元 象棋 定理 :只 有 两 马 的 白 
方 不 可 能 将 死 黑 方 . 换言之 , 凡 此 种 种 “元 象 
棋 ? 定 理 都 能 以 有 穷 主义 推理 方法 来 证 ,不 外 
乎 逐一 审查 在 所 说 条 件 下 可 能 出 现 的 有 穷 多 
种 棋局 , 希 尔 伯 特 证 明 论 的 目的 ,同样 是 以 这 
类 有 穷 主 义 方法 去 证 明 在 某 演 算 中 不 可 能 扒 
出 矛盾 公式 . 


《原理 》 


正 是 希 尔 但 特 的 方案 ,与 逻辑 本 身 在 怀 德 
海 . 罗 案 的 名 著 ( 数 学 原理 》(Principia Marh- 
ematica 以 下 简称 f 诛 理 办 中 的 形式 化 联姻 , 导 
致 了 一 场 危 机 ,而 由 哥 德 尔 最 终了 结 . 

《原理 》 发 表 于 1910 年 . 它 的 大 目标 本 来 
是 要 证 明 数 学 只 是 逻辑 的 一 章 . 但 它 作 出 过 
两 个 贡献 ,是 我 们 眼下 特别 感 兴趣 的 . 首先 ， 
它 继 续 19 世纪 先驱 者 布尔 的 事业 ,提供 了 一 


套 能 按 标准 样式 编 繁 纯 数 学 全 部 陈述 的 符号 系统 . 其 次 , 它 明 确 陈 述 了 数学 证 明 中 用 到 的 大 多 
数 形式 逻辑 规则 . 这 样 一 来 人 《原理 ;就 把 整个 算术 改编 成 一 个 能 按 明确 陈述 的 规则 去 操作 的 “无 
意义 记号 系统 ,为 调查 这 样 的 算术 系统 配备 了 必 不 可 少 的 工具 
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我 们 现在 转向 《原理 》 一 小 部 分 的 形式 化 , 它 叫 做 初等 命题 逻辑 . 任务 在 于 把 这 个 片断 变 成 
未 解释 记 叶 的 “无意 义 ” 深 算 , 演 示 一 种 证 明 该 演算 无 矛盾 的 方法 ， 

建立 演算 包括 四 步 .第 一 ,必须 规定 演算 中 要 用 的 记号 的 完备 "词汇 表 ”. 第 二 ,陈述 “形成 规 
则 "或 "文法 "规则 ,指出 哪些 记号 串 可 以 算 公式 或 "句子 ”第 三 ,规定 “变形 规则 ”, 告 诉 人 们 怎么 
从 会 式 推 公式 . 最 后 , 选 出 某 些 公式 作 公理 ,充当 整个 系统 的 出 发 点 . 系统 的 “定理 "是 应 用 变形 
规则 能 从 公理 推 出 来 的 所 有 公式 ,公理 也 算 在 内 . “证 明 ” 是 合法 公式 的 有 穷 序列 ,其 中 每 一 个 公 
式 要 么 是 公理 变 么 就 是 能 按 变 形 规则 从 序列 中 的 居 前 公式 推出 来 的 . 

初等 命题 逻辑 经 常 也 称 作 “ 句 子 演算 ”, 它 的 词汇 表 极 其 简单 . 有 “和 句子" 变 号 ,是 一 些 字 母 p， 
qo'r 等 等 ,然后 有 者 干 联结 词 :~ ,代表 “ 非 ”; VY ,代表 "或 者 ”; 乙 ,代表 “如 果 ”那么 ”;， ,代表 “并 
且 .还 有 括号 ,用 作 标 点 符号 . 


1 (pV p)Dp : 好 果 享 利 八 批 是 粗 人 或 者 亨利 八 妮 是 粗 
如 果 pp 或 者 pp ,那么 户 : 人 ,那么 享 利 从 批 是 粗 人 . 

2 potpY a) 。 如 果 精 神 分 析 有 效 , 那 么 精神 分 析 有 效 或 
如 果 p, 那 么 户 或 者 a : 者 头痛 粉 更 好 . 

3 (pVYa DV) 如 果 康 德 守 时 或 者 好 菜 坞 有 罪 ,那么 好 莱 
如 果 p 或 者 9, 那 么 g 或 者 p 。 坞 有 罪 或 者 康德 守 时 . 

1 (porYpbDrVe] : 如 果 胸 子 踊 明 行走 蕴涵 VE 是 数 ,那么 ( 丘 
如 果 疡 蕴涵 9, 那么 (> 或者) ”: 吉尔 饮 白 兰 地 或 者 稳 子 踊 中 行走 ) 昔 涵 ( 丘 
葡 池 (x 或 者 g) ， 吉尔 饮 白兰 地 或 者 5 是 数 )， 


， 旬 子 壮 算 或 初等 命题 逻辑 基于 四 条 公理 ,无 聊 的 例句 说 明 符 号 的 "意义 "何等 -一般 
每 个 句子 变 号 都 算是 一 个 公式 . 春 于 记号 又 可 以 按 形成 规则 组 合成 别 的 公式 ,例如 pc, 如 
采 记 号 串 S 是 公式 , 它 的 否定 一 S 也 是 公式 . 如 果 两 个 记号 串 S 和 8 是 公式 ,记号 串 (SD V 
《sz) 也 是 公式 . 类 似 约 定 也 适用 于 其 他 联结 词 . 
变形 规则 只 有 两 条 . 一 是 代入 规则 , 它 说 :如 果 已 经 证 明 一 含 句 子 变 导 的 公式 ,可 以 把 任何 


所 译注 原文 的 用 语 不 是 “证 明 ”, 而 分 草 是 “假定 "和 “接受 ", 难 免 使 人 误 认为 对 假设 的 公式 也 可 以 作 
代入 . 实际 上 ,代入 规则 只 能 应 用 于 已 证 公式 或 定理 . 其 实 类 似 的 困难 甚至 在 中 学 教学 中 也 有 . 我 们 不 能 
说 “假定 0 可 以 作 分 母 ”因为 如 果 * 假 定 * 了 它 ,就 会 得 到 1 一 2 我 们 应 该 只 说 "如果 已 经 证 明 ”* 了 什么 , 然 
后 如 何如 何 , 就 不 会 出 现 类 似 的 混乱 ; 所 以 ' 作 为 一 种 “习惯 ”, 我 们 不 要 轻易 地 就 “假定 ”什么 , “接受 ” 什 
么 ,而 应 考 卡 是 否 “ 已 经 证 明了 ”什么 . 这 一 段 议论 当然 完全 不 属于 本 文 讲 的 形式 化 的 数学 . 
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公式 处 姓 代 入 这 些 变 号 ,把 新 句子 算 成 原 句子 的 逻辑 后 承 . 例如 ,一 旦 证 明 * 了 加 一 如, 总 可 以 把 9 
代入 ,得 到 定理 g 二 g; 也 可 以 把 (pV gg) 代入 记得 到 (pV 沪 (pVY 9), 另 一 条 规则 是 分 离 规 则 ， 
说 的 也 挺 简单 :如 果 公 式 S 和 Si 必 5S; 已 经 证 明 , 我 们 可 以 接受 公式 S; ;认为 它 也 已 经 证 明 ”. 

句子 演算 有 四 条 公理 ,大 体 与 4 库 理 》 相 同 , 已 列 人 上 页 的 表 , 附 有 无 聊 的 中 文句 以 示 其 与 
“意义 "无 涉 . 译文 的 腑 种 ( 尤 其 第 四 条 ) 或 许 有 助 于 读者 懂得 专用 符号 的 好 处 . 


搜 未 一 个 证 明 


每 条 公理 看 上 去 都 是 显而易见 不足 道 哉 的 .但 借助 于 两 条 变形 规则 ,偏偏 就 能 从 中 推出 无 
穷 无 尽 的 一 大 批 定理 , 远 非 显而易见 又 远 非 不 足 道 裁 . 然而 ,此 刻 使 我 们 感 兴趣 的 不 是 从 公理 推 
定理 ,而 是 表明 这 组 公理 不 子 盾 . 我 们 希望 证 明 , 运 用 变形 规则 , 想 把 任何 公式 S$ 连同 它 的 否定 
一 S 一 起 从 公理 推出 是 不 可 能 的 . 

为 着 手 证 明 ,证 我们 先 假 定 公 式 S 与 它 的 矛盾 式 一 S 都 能 从 公理 演绎 出 来 . 现在 注意 ,p 必 
(~ 记忆 ) 是 句子 演算 的 定理 , 读 作 ;如果 户 那么 (如 果 一 户 那么 g) .检查 一 下 任 这 个 定理 能 推出 
什么 , 按 代 入 规则 允许 的 做 法 ,在 这 个 定理 中 将 S 代 入 户 ,首先 得 到 S 必 (~S 刁 gq). 由 它 出 发 , 鉴 
于 假定 了 S 可 证 ,我 们 能 用 分 离 规则 接着 得 到 一 S 二 g。 最 后 ,鉴于 假定 了 一 S 也 可 证 ,再 用 分 离 
规则 就 会 得 出 9. 既然 无 论 任何 公式 都 能 代入 9, 这 意味 着 无 论 任何 公式 都 该 是 从 公理 可 演绎 的 . 
由 此 可 见 , 如 果 从 公理 可 演绎 出 S 与 它 的 矛盾 式 一 S$, 则 任何 公式 均 可 演绎 出 来 .于 是 抵达 结论 : 
如 果 句 子 演算 不 一 致 ,从 它 的 公理 能 推出 任何 定理 . 因此 ,我 们 证 明 该 演算 一 致 的 任务 精简 成 为 
找 出 不 能 从 公理 推出 的 公式 ,至少 找 一 个 . 

要 做 到 这 一 点 总 少不了 动用 元 数学 推理 来 琢磨 我 们 而 前 的 这 个 系统 , 实际 做 法 很 简洁 ,无 
非 是 找 出 公式 的 一 种 特征 , 它 同 时 满足 下 面 三 项 条 件 . (1) 它 是 所 有 那 四 条 公理 的 共同 点 ; (2) 它 
是 遗传 的 ,就 是 说 ,凡是 从 公理 推出 的 公式 (凡是 定理 ?必定 也 有 那 种 性 质 ;(3) 至 少 有 一 个 公 
式 没有 那 种 特征 ,所 以 不 是 定理 . 这 是 一 项 三 重任 务 , 它 一 旦 完成 ,我 们 便 有 了 句子 演算 公理 的 
绝对 一 致 性 证 明 . 

让 我 们 选择 “ 重 言 性 ”出 任 方才 所 要 求 的 那 种 特征 . 公式 具备 重 言 性 当 且 仅 当 它 是 重 言 式 . 
重 育 式 又 称 “ 同 语 反 复 ”, 在 日 常 口头 语 里 照例 指 废话 ， 如 像 约 葡 是 查理 之 父 而 查理 是 约翰 之 


* 译注 :原文 中 说 的 不 是 “已 经 证 明 ”, 击 是 “逻辑 上 真 ” 这 是 一 语义 术语 ,不 得 进入 纯 语 法 的 变形 规 
则 . 诚然 , 按 我 们 的 初 训 , 固 辑 滨 算 中 可 证 的 应 当 是 逐 辑 真理 . 
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联结 词 及 其 他 基本 识 号 
记号 ”到 德 尔 数 意义 
四 1 : 非 
V 2 或 者 
DD 3 如 果 _ 那么 
习 4 有 一 个 
一 5 等 于 
6 零 
S 7 下 一 个 数 
《 8 标点 符号 
》 9 标点 符号 
句子 变 吕 (各 用 一 能 被 3 整除 的 大 于 10 的 数 命名 1} 
变 号 ， 可 德尔 数 : 样本 
p | 12 :部 利 八 世 是 粗 人 
q | 15 ' ”头痛 粉 更 好 
rr 18 : ” 胸 子 吴 上 行走 
等 等 ， 
个 体 变 号 (各 用 一 被 3 除 后 余 1 的 次 于 10 的 数 命名 ) 
变 号 ; 哥 德 尔 数 。 意义 
I : 13 / 数值 变 号 
y | 16 : ”数值 变 号 
守 19 ‘ 数值 变 号 
人 等 \ 
命题 变 号 { 各 用 一 破 3 除 后 余 2 的 大 于 10 的 数 命名 ) 
变 号 ， 哥 德 尔 数 样本 
P : 14 : 是 粗 人 
Q 17 :是 头痛 粉 
R : 20  : 是 获 子 
等 等 : 


世 本 可 德尔 数控 上 表 所 示 的 有 条 不 率 的 办 法 配 与 他 的 符号 逻辑 系统 中 所 用 的 每 个 符号 .* 


译注 :这 根本 不 是 可 德尔 本 人 所 用 的 配 数 法 . 
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子 ”. 在 逻辑 里 , 重 言 式 却 要 定义 为 一 个 顾及 所 有 逻辑 可 能 性 的 陈述 ,例如 "或 者 在 下 雨 或 者 不 在 
下 雨 光 换 一 种 担 法 , 重 言 式 “ 在 所 有 可 能 世界 中 都 真 "我 们 把 这 个 定义 应 用 到 眼下 考察 的 系统 ， 
一 个 公式 叫 重 言 式 ,如 果 不 管 它 的 基本 构件 (p,e,r 等 ?是 真是 假 , 它 总 规 为 真 . 现在 注意 ,我 们 的 
轨 条 公理 分 明 都 其 备 重 言 性 . 例如 ,不 管 假 定 二 真 还 是 假定 疡 假 , 第 一 条 公理 ( 产 V 加 ) 声 必 真 . 
举 个 实例 , 那 旬 公理 说 ;“ 如 果 雷 尼 尔 山高 二 万 英尺 或 者 雷 尼 尔 山高 二 万 英尺 ,那么 雷 尼 尔 山 高 
二 万 英尺 ”“. 需 尼 尔 山 的 实际 高 度 是 不 是 二 万 英尺 都 无 所 谓 , 这 句 话 怎么 都 是 真 的 . 对 其 他 公理 也 能 
作 类 似 的 证 明 . 

接 痢 可 以 证 啊 重 襄 性 在 变形 规则 下 是 遗传 的 ,不 过 我 们 不 想 贫 开 去 讲 证 明了 , 由 此 可 见 ,每 
个 真正 从 公理 推出 的 公式 (每 个 定理 ) 必 定 是 重 青 式 ， 

前 两 步 业 已 完成 ,我 们 就 要 去 找 一 个 不 具备 重 言 性 的 公式 了 .不必 揭 多 大 力气 ,例如 pVg 
就 符合 要 求 . “很 清楚 , 它 可 不 是 重 言 式 ; 它 等 于 说 :“ 或 者 约翰 是 哲学 家 或 者 查理 读 《 科 学 美国 
人 )”. 这 全 话 明 明 不 是 逻辑 真理 ,不 是 与 基本 构件 的 真 假 不 相干 的 真 话 . 足见 pV yg 不 成 大 回 , 它 
是 公式 但 不 是 定理 ， 

我 们 的 目的 达到 了 .我 们 至 少 找到 了 一 个 并 非 定 理 的 公式 ,所 以 公理 必定 一 致 . 


哥 德 尔 的 答案 


句子 演算 是 完满 实现 了 希 尔 伯 特 证 明 论 种 种 目标 的 数学 系统 的 一 例 . 但 是 ,这 个 演算 只 编 
区 了 形式 逻辑 的 一 个 片断 . 问题 依然 存在 ;在 希 尔 伯 特 纲领 的 那 种 意义 上 ,能 证 明 礁 括 着 全 部 算 
术 的 形式 系统 一 致 吗 ? 

这 就 是 哥 德 尔 所 回答 的 亦 题 . 1931 年 他 的 文章 表明 ,休想 这 样 证 明 算 术 无 矛盾 , 那 是 注定 要 
失败 的 ， 

他 由 主要 结论 有 两 个 .首先 ,他 表明 了 ,只 要 系统 广博 到 足以 包括 全 部 算术 ,就 不 可 能 建立 
泌 数 学 的 一 致 性 证 盟 , 除 韭 这 证 明 本 身 使 用 的 推论 规则 比 系统 内 部 用 来 推导 定理 的 变形 规则 强 
得 多 . 总 之 ,一 龙 被 斩 一 龙 又 生 . 

可 德尔 第 二 个 主要 结论 还 要 惊人 ,还 要 有 革命 性 ,因为 它 挑 明了 公理 方法 本 身 的 威力 受到 
根本 限制 . 可 德尔 表明 ,包括 《原理 ?在 内 ,任何 能 容纳 算术 的 系统 本 质 上 都 不 完全 . 换言之 ,给 定 


* 译注 : 需 尼 尔 山 位 于 美国 华盛顿 州 ， 
** 译注 :我 很 奇怪 作者 为 什么 不 选 更 简单 的 例子 , 思 
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任何 一 致 的 算术 公理 集 ,总 有 从 该 公理 集 推 不 出 的 真 算术 陈述 . 一 再 试 证 又 一 再 受挫 的 数学 “ 定 
理 ” 的 经 典 例证 是 哥 德 巴赫 * 定 理 ”, 说 的 是 每 个 偶数 均 为 两 素数 之 和 . 从 来 没 找 着 不 是 两 素数 之 
和 的 偶数 , 却 无 人 能 找 出 哥 氏 规则 无 例外 适用 于 一 切 偶数 的 证 明 , 为 反驳 哥 德 尔 ,有 人 也 许 要 
说 ,未 必 不 能 更 改 或 扩充 算术 公理 集 , 叫 " 推 不 出 ”的 陈述 推 得 出 , 但 哥 德 尔 表明 这 也 没 希 望 根治 
不 治之 症 . 就 是 说 ,即使 添 有 穷 多 条 别 的 公理 ,哪怕 数目 再 多 ,也 总 有 其 他 算术 真理 是 用 形式 手 
段 推 不 出 的 . 

哥 德 尔 怎样 证 明 他 的 结论 呢 ? 他 的 文章 难 懂 . 读者 必须 掌握 46 个 预备 性 定义 ,加 上 若干 重要 的 
预备 性 定理 , 才 会 明白 主要 结果 . 我 们 要 大 走 捷径 :尽管 如 此 , 仍 盼望 至 少 能 勾画 出 原 论证 的 概貌 


哥 德 尔 数 


哥 德 尔 首先 设计 一 种 方法 ,给 形式 化 系统 中 每 个 基本 记号 .每 个 公式 、 每 个 证 明 各 配 一 数 作 
代号 . 对 基本 记号 ,他 附 上 从 1 到 10 的 整数 充当 * 哥 德尔 

数 ”; 对 变 号 ,他 按 某 些 规则 来 配 数 ( 见 373 页 的 表 ). 为了。 一 一 一 一 一 一 一 一 

看 出 怎么 给 公式 指定 一 数 , 让 我 们 举 公式 ( J x) (x 一 Sy) B | 4x25 

为 例 , 它 按 字 面 读 成 “存在 一 xz,+ 是 y 的 直接 后 继 ” ,意思 

是 说 每 个 数 y 都 有 一 直接 后 继 . 与 该 公式 中 10 个 记号 相 


联 的 数 依 次 是 8,4,13,9,8,13,5,7,16,9( 见 表 ). 现在 把 i 
这 些 数 当 作 前 10 个 素数 ( 即 2,3,5 等 等 ) 的 指数 或 乘 方 ， 一 一 | 一 一 一 一 


将 10 个 素数 各 自 的 乘 方 相 乘 ,得 出 数 2 X34X5sx7PX ,5C | 2 x 3 
1 X13 X17 X19 X23 X29". 这 个 乘积 就 是 公式 | 1 | 
(3 了 z)(Cz= Sy) 的 哥 德 尔 数 . 每 个 公式 都 能 套用 同样 办 法 D | 1 1 
表示 成 唯一 的 数 . | ~ 3 
在 证 明 中 是 会 出 现 公 式 序列 的 ,我 们 也 能 按 相仿 的 E |! 、3 
程式 给 它 配 数 . 好 比 说 我 们 有 一 序列 含 两 个 公式 ,从 前 者 
推出 后 者 . 例如 ,前 文 给 出 公式 (3 z)(z= Sy) ,在 其 中 把 公式 的 可 德尔 数 的 造 法 是 取 其 


0 代 人 yy 推出 (3 zx)(x 一 S$0), 它 说 0 有 一 直接 后 继 . 我 们 中 所 合 符 号 的 可 德尔 数 依次 充当 各 
把 辨认 前 一 公式 与 后 一 公式 的 本 德尔 数 分 别 叫 mm 与 a。 康 守 中 汪 方 . 因 此 100 不 是 一 哥 德 尔 
为 了 确定 这 个 双 公式 序列 的 代号 ,把 m 和 当 作 指数 ， 束 * 四 为 它 的 因子 号 过 了 系数 3. 另 一 
将 前 两 个 素数 (2 和 3) 各 自 的 乘 方 相 乘 就 行 了 . 这 就 是 方面 ,162 是 "不 存在 "的 哥 德 尔 数 . 
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说 ,辨认 该 序列 的 哥 德 尔 数 是 2” X 3". 用 相似 的 办 法 ,可 以 给 任何 公式 序列 配 数 . 

/ 前 面 做 的 一 切 都 是 在 建立 形式 系统 全 盘算 术 化 的 方法 , 这 种 
A ! 125000 000 方法 本 质 上 是 一 组 指令 ,要 在 特定 的 数 与 系统 中 各 个 要 素 或 要 素 
组合 之 间 形 成 一 一 对 应 .一 旦 给 定式 子 , 就 能 配 上 谁 一 的 数 ,但 是 
568。 不止 于 此 ,我 们 还 能 把 任何 哥 
C1! tx 35X 88 德尔 数 重新 译 成 它 所 代表 的 
-+ 一 一 式 子 , 靠 的 是 将 它 分 解 成 组 成 

| ss 4 它 的 素数 因子, 从 一 条 著名 算 
”7 术 定 理 知道 ,分 解法 只 有 一 种 。 / 

| ( 见 左 图 ). 换 句 话说 , 数 仿 佛 
E | 0=0 一 部 机 器 , 订 以 拆散 ,看 看 它 

| 是 怎么 造 的 ,里 头 有 什么 东 

算术 公式 * 堆 等 于 过 "的 西 .这 眼前 析 一 个 式 子 或 一 个 
可 德尔 数 是 125 百 万 , 从 A ”证 明 的 道理 是 一 样 的 . 
往 下 读 到 E, 示 意图 表明 该 数 这 又 引 向 下 一 步 , 哥 德 尔 
怎样 译 成 它 所 表示 的 公式 ， ”想到 ,用 类 似 制图 的 程式 可 以 
往 上 读 , 则 表明 该 公式 的 数 ”把 元 数学 陈述 翻译 到 算术 里 ， 
怎样 得 出 . 在 地 理 中 ,地 球 上 各 点 间 的 空 

间 关 系 能 够 投影 到 平 图 上 ;在 一 种 对 象 到 另 种 对 象 的 

数学 物理 中 ， 电流 性 质 间 的 关系 能 够 映射 成 流体 的 流动 * ;在 映射 图 示 如 上 . 上方 水 平面 中 的 
数学 自身 中 ， "几何 关系 能 够 译 入 代数 . 哥 德 尔 看 出 , 谈 到 一 系 ”点 可 以 唯一 地 映射 到 下 方 倾 估 
统 的 复杂 的 元 数学 陈述 也 能 够 翻译 成 或 反映 为 系统 自身 内 的 面 之 上 ,只 要 从 一 点 画 直线 穿 寺 
算术 陈述 ,而 且 从 表达 清晰 、 分 析 方 便 来 看 这 会 大 有 收获 . 处 上 方面 的 各 点 ,再 加 以 延伸 , 直 
理 复杂 逻辑 关系 的 算术 幕 本 分 明 比 处 理 这 些 催 辑 关系 本 身 要 ”到 与 下 方面 相交 . 这 样 一 来 ,上 
容易 ”. 引用 一 个 不 足 道 的 类 比 :如 果 超 级 市 场 让 买 东西 的 顾 ”方面 中 的 贺 便 映射 成 下 方面 中 
客 领 际 排 队 , 票 上 的 号 数 定 出 这 位 顾客 排 在 第 几 的 次 序 的 话 ， ”的 椭 贺 了, 哥 德 尔 把 谈 到 算术 的 
有 些 事 就 简单 了 ,比方 说 ,查看 一 下 号 数 便 知道 多 少 人 已 经 买 ”陈述 映射 成 了 算术 式 子 ， 


* 译注 : 见 本 书 第 7 章 吕 克 斯 书 忧 ， | 
# 详 注 ; 哥 德 尔 从 未 “看 出 ”作者 幻想 的 这 种 收获 , 算术 化 的 元 数学 总 是 比 元 数学 本 身 复杂 得 多 
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过 了 、 多 少 人 正在 等 候 、 谁 排 在 谁 前 头 .他 前 头 有 多 少 顾 客 等 等 . 

哥 德 尔 追求 的 简直 就 是 元 数学 的 全 盘算 术 化 . 如 果 每 个 元 数学 陈述 都 能 唯一 表示 成 形式 系 
统 中 的 一 个 公式 ,而 后 者 表达 着 数 之 间 的 关系 ,那么 ,探查 元 数学 陈述 之 间 的 逻辑 依 顿 关 系 就 可 
以 去 审查 整数 之 间 相 应 的 关系 了 , 青 德 尔 事实 上 极其 成 功 地 把 算术 的 元 数学 映射 到 了 算术 自身 
之 上 .我 们 只 需要 引 一 个 事例 来 说 明和 怎么 能 使 元 数学 陈述 对 应 于 形式 算术 系统 中 的 公式 . 以 公 
式 (pVp) 忆 pp 为 例 , 我 们 可 以 必 元 数学 陈述 说 公式 (pV pp}) 是 这 个 公式 的 起 始 部 分 . 于 是 ,我 们 能 
够 把 这 个 元 数学 陈述 表示 成 一 个 算术 公式 ,大 意 是 说 该 起 始 部 分 的 哥 德 尔 数 是 整个 公式 的 哥 德 
饼 数 的 一 个 因子 .这 是 显而易见 的 ,因为 (pV p) 的 哥 德 尔 数 是 2:X3sx5:X7sX11 ,而 (pV p) 
必 p 的 哥 德 尔 数 是 22 X32 X52:X72X11’ X13 X179, 


不 可 判定 命题 


我 们 已 经 抵达 哥 德 尔 分 析 的 中 必 点 了 . 他 表明 了 怎样 构造 一 个 算术 公式 , 设 它 的 哥 德 尔 数 
是 产 , 它 便 对 应 于 元 数学 陈述 有 哥 德 尔 数 六 的 公式 不 可 证 ”换言之 ,这 个 公式 ( 称 它 为 G) 其 实 
是 在 断定 它 自 身 的 不 可 证 性 ,但 它 却 是 一 属于 算术 形式 系统 的 合法 公式 . 哥 德 尔 进而 审查 G 是 
不 是 算术 的 可 证 公式 的 问题 . 他 能 够 表明 ,G 可 证 当日 仅 当 它 的 否定 ~G 也 可 证 .但 是 ,如 果 从 一 
个 公理 集 推 得 出 某 公式 又 推 得 出 它 的 否定 , 则 此 公理 集 显然 不 一 致 , 可 见 , 如 果 算 术 一 致 ,G 和 G 
的 否定 都 不 可 证 “. 这 就 是 说 ,G 是 算术 的 不 可 判定 公式 ， 

”接着 哥 德 尔 又 由 此 证 明了 算术 一 致 性 命题 不 可 证 . 可 以 表明 ,元 数学 的 算术 一 致 性 陈述 对 
应 子 某 算术 公式 ,而 且 算 术 公 式 4 二 G( 如 果 A 那么 G) 是 可 证 的 . 因此 ,假使 A 竟然 可 证 ,G 也 
该 可 证 . 但 方才 已 经 看 见 台 不 可 证 了 . 由 此 可 见 ,A 不 可 判定 . 总 之 ,算术 一 致 性 ,用 能 在 算术 形 
式 体系 内 部 麦 示 的 任何 元 数学 推理 ,都 是 不 可 判定 的 . 

理 德 尔 的 分 析 并 没有 排除 算术 一 致 性 的 元 数学 证 明 的 可 能 性 ;实际 上 ,有 人 已 经 建立 了 这 
样 的 证 明 , 最 突出 的 是 格 险 德 ， 干 零 , 希 尔 伯 特 学 派 的 一 员 . 不 过 ,这 些 * 证 明 ” 在 某 种 意义 上 不 
得 要 领 , 因为 都 要 用 一 些 推论 规则 ,其 内 部 一 致 性 跟 算 术 自 身 的 形式 一 致 性 同样 可 疑 , 于 内 的 证 
明 用 了 一 条 推论 规则 ,大意 是 准许 从 无 穷 多 个 前 提 推 出 一 个 公式 . 采用 这 种 非 有 穷 主 义 元 数学 
见解 再 次 引起 希 尔 伯 特 原 岗 领 想 要 解决 的 困难 , 


+ 详 注 :作者 的 表述 与 历史 不 符 . 及 德尔 的 G 的 不 可 判定 性 的 证 明 需 要 比 “ 一 致 性 ”更 强 的 *w -一 臻 
性 ”条件 . 正 是 在 强 条 件 下 才能 建立 “G 可 证 当 ~G 可 证 ”. -一 译 者 
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还 有 一 件 吊 员 怪事 . 虽然 公式 G 不 可 判定 ,用 元 数学 推理 却 能 表明 G 毕竟 是 真 的 算术 陈述 ， 
表达 着 整数 的 一 种 性 质 . 论证 十 分 简单 . 我 们 只 需要 回想 , 哥 德 尔 把 元 数学 陈述 映射 为 算术 公式 
的 办 法 是 让 每 个 真 的 元 数学 陈述 对 应 于 一 个 真 的 算术 公式 . 而 我 们 已 经 看 到 了 ,对 应 于 G 的 屠 
个 元 数学 陈述 (“有 哥 德 尔 数 的 公式 不 可 证 ”) 是 真 的 ,除非 算术 不 一 致 .可见 ,G 本 身 必 定 是 真 
的 .我 们 就 这 样 用 一 个 元 数学 论证 建立 了 一 个 算术 真理 . 

哥 德 尔 信人 而 深奥 的 智 整 交响 乐 奏 起 了 终 曲 . 算术 是 不 完全 的 ,理由 非常 明白 ;至 少 有 一 个 
算术 真理 ,不 能 从 算术 公理 推出 , 却 能 用 系统 外 的 元 数学 论证 来 建立 , 而 且 ,算术 还 是 本 质 上 不 
完全 的 ,因为 ,即使 把 真 公式 G 当 作 公理 涨 人 原 公理 集 ,增补 而 成 的 系统 仍 不 足以 形式 地 产生 所 
有 算术 真理 :我 们 仍 可 构造 一 真 公式 , 它 用 该 系统 内 的 形式 手段 不 可 证 . 无 论 把 这 种 给 初始 集 汪 
公理 的 过 程 重复 多 少 次 ,情况 都 不 会 改变 ， 

这 个 引 人 注 目的 结论 挑 明了 公理 方法 的 内 在 局 限 性 . 与 以 往 的 种 种 推测 相反 ,从 任何 固定 
公理 集 都 无 法 形式 地 推出 所 有 真 的 算术 陈述 , 想 一 劳 永 逸 指定 一 公理 集 来 把 算术 真理 这 片 辽 阅 
的 “大 陆 ” 整 理 得 有 条 不 豪 是 不 可 能 的 . 


人 与 计算 机 


证 德尔 结论 的 深远 意义 尚未 完全 提 摸 清楚 . 它们 表明 , 想 找到 任何 表达 着 全 部 算术 的 演绎 
系统 的 绝对 一 致 性 证 明 都 是 无 望 的 ,如 果 这 样 的 证 明 必 须 满足 希 尔 伯 特 原 纲 领 的 有 穷 主 义 要 求 
的 话 .它们 也 表明 ,从 任何 一 组 指定 公理 按 一 组 封闭 的 推论 规则 不 能 形式 地 推出 的 真 算术 陈述 
多 得 数 不 清 , 由 此 可 见 ,例如 数论 吧 , 它 的 公理 化 处 理 法 是 不 会 穷尽 算术 真理 的 . 是 不 是 能 为 数 
学 或 逻辑 真理 设计 一 个 包罗 万 有 的 一 般 定义 ,是 不 是 像 哥 德 尔 本 人 仿佛 相信 的 那样 只 有 彻底 柏 
拉 图 式 的 实在 主义 才能 拿 出 这 样 的 定义 , 则 是 依然 在 争论 之 中 的 问题 . 

熙 德尔 结论 与 能 不 能 造 一 台数 学 推理 能 力 等 于 人 脑 的 计算 机 的 问题 有 关 . 如 今 的 计算 机 都 
有 一 组 固定 指令 存 人 其 中 ,又 都 是 一 步 接 一 步 运算 的 . 鉴于 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ,不 论 这 类 机 器 
的 内 部 机 制 多 么 复杂 ,也 不 论 其 运算 速度 多 么 快 ,总 有 无 穷 无 尽 的 初等 数论 问题 是 它们 按 本 性 
便 无 力 提供 答案 的 . 诚然 ,人 脑 也 可 能 有 它 自身 的 内 部 局 限 性 ,也 可 能 有 它 无 力求 解 的 数学 问 
是 . 促 是 ,即使 如 此 ,人 脑 好 像 还 是 体现 一 种 运算 规则 结构 , 远 远 比 当今 设想 的 人 造 机 器 结构 来 


得 强大 . 眼下 看 不 出 自动 机 有 望 代 替 人 心 *. 


* 译注 ,作者 的 这 些 议论 似 平 默 认 了 人 心 等 于 入 脑 的 流行 假说 , 哥 德 尔 对 这 个 假说 是 极为 杯 是 的 
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不 应 当 认 为 哥 德 尔 证 明 是 在 藤 动 绝望 . 发 现 有 形式 不 可 证 的 算术 真理 并 不 意味 着 有 水 不 可 
知 的 真理 ,也 不 意味 着 必须 用 神秘 的 直觉 取代 以 理 服 人 的 证 明 , 它 只 是 意味 着 人 的 智谋 没有 也 
不 能 全 都 形式 化 ,永远 有 新 的 证 明 原 风 等 待人 去 发 明和 发 现 . 我 们 已 经 看 见 了 ,不 能 靠 着 从 给 定 
公理 集 作 形 式 演绎 来 建立 的 数学 命题 毕竟 可 以 靠 着 “ 非 形 式 的 ?元 数学 推理 来 建立 . 

不 可 能 造 一 台 等 价 于 人 脑 的 计算 机 也 不 一 定 意味 着 没 希 望 用 物理 和 化 学 术语 来 说 明生 命 
和 人 的 理性 . 表 德 尔 不 完全 性 定理 既 没 有 排除 又 没有 肯定 这 类 说 明 的 可 能 性 . 它 只 是 指出 人 心 
的 结构 和 威力 远 远 比 迄 今 设想 的 任何 死机 器 都 要 复杂 和 微妙 . 哥 德 尔 自己 的 工作 就 是 这 类 复杂 
人 性 和 微妙 性 的 一 个 突出 例子 . 它 不 是 泄气 的 理由 ,倒是 重新 领情 创造 理性 的 威力 的 一 个 机 会 . 


5| 号 


A 弄 ,TY 两 部 分 的 主题 时 常 被 称 为 “纯粹 数学 ,而 将 在 这 一 部 分 讲 的 材料 将 被 标 为 "应 用 数 

第 * 然而 这 些 名 词 本 身 常 引起 误会 , 它们 意 昧 着 有 这 样 一 个 科目 称 为 数学 ,他 们 本 是 数 
学 家 们 为 了 与 人 类 其 他 活动 毫 无 关系 的 目的 建立 起 来 然后 再 用 于 实际 问题 . 可 以 合理 地 

由 此 推断 :数学 之 可 以 应 用 纯 属 偶然 ,是 对 于 人 类 的 一 缕 好 运 . 真实 情况 是 ,数学 是 科学 之 一 . 几乎 
它 的 全 部 都 是 人 类 为 了 两 个 目的 而 进行 的 活动 的 主要 部 分 之 一 : 即 了 解 自然 并 利用 自然 现象 改进 
大 的 生活 .不 仅 是 数学 的 目的 ,还 有 它 的 特定 的 问题 .主题 ,甚至 如 何 进行 研究 的 许多 启示 ,都 来 自 
对 实际 的 ,主要 是 对 物理 的 探讨 “纯粹 数学 "这 个 词 违反 历史 ,而 “应 用 数学 * 这 个 词 其 实 多 余 . 

一 旦 为 了 达到 某 个 实在 的 目的 而 创造 了 一 个 数学 主题 ,数学 家 就 会 去 研究 这 个 主题 本 身 ， 
这 当然 也 是 真 的 . 这 种 工作 的 合理 性 有 两 重 的 根据 . 数学 家 知道 了 数学 表示 一 个 物理 现象 以 后 ， 
就 希望 能 从 产生 数学 的 源头 得 出 更 多 的 物理 知识 , 第 二 ,数学 的 特征 就 在 于 , 它 的 抽象 性 使 它 能 
表示 很 不 相同 的 物理 源头 的 问题 . 水 波 , 声 波 ,无 线 电波 都 用 同一 个 偏 微分 方程 , 即 所谓 波 动 方 
程 . 所 以 对 于 本 来 用 以 探讨 声波 的 方程 作 进一步 的 研究 ,所 得 的 其 他 数学 知识 ,可 能 对 来 自 探 讨 
无 线 电波 而 呈现 的 问题 有 用 . 

一 个 数学 主题 就 像 是 一 块 含 石油 的 土地 . 地 而 上 有 黑色 油渍 可 能 意味 着 这 是 一 个 可 以 找到 
油 的 地 方 ,找到 了 油 就 证 明了 这 块 地 的 价值 ,就 值得 进一步 钻井 , 如 果 井 址 离 原 来 的 油 注 不 太 
远 , 就 有 希望 可 以 找到 更 多 的 油 , 当然 也 有 人 选 一 个 很 远 的 井 直 ,只 是 因为 销 起 来 容易 而 且 仍 然 
声称 他 在 找 油 . 有 些 数学 家 就 是 以 这 种 声明 来 为 毫 无 价值 的 研究 辩护 . 

当今 ,许多 数学 家 走 得 更 远 , 他 们 举 -- 些 例子 说 ,一 个 本 是 随意 选 来 的 主题 ,后 来 证 明正 是 
科学 家 们 需要 的 ,以 此 来 论证 他 们 随便 选 什么 主题 都 是 值得 研究 的 , 他 们 的 论据 换 一 句 话说 就 
是 :数学 家 追随 完全 产生 于 自己 头脑 里 的 观念 ,也 能 以 自己 的 智慧 预见 科学 家 的 需要 . 但 是 从 来 
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没有 过 这 样 的 事 . 

最 常 举 的 例子 ,一 是 圆锥 截 线 引 人 数 学 大 约 1800 年 以 后 , 开 普 勒 用 椭圆 来 描述 行星 的 轨 
道 . 二 是 爱 因 斯 进 用 黎 曼 几何 和 张 量 分 析 来 建立 相对 论 ,可 那 时 这 些 数学 科目 已 创立 了 好 几 十 
年 了 . 我们 来 考查 一 下 这 两 个 例子 ， 

开 普 勒 确实 用 椭圆 来 代替 轩 的 组 合 ,这 样 简化 了 天 文学 . 但 是 椭圆 恰 好 是 他 真正 需要 的 吗 ? 
答案 是 千 定 的 , 开 普 租用 了 多 少年 来 找 一 个 曲线 使 之 拟 合 于 火星 轨道 的 天 文 数据 ,而 且 他 确实 
想到 了 椭圆 ,因为 数学 中 已 经 有 了 粮 贺 了 . 当 他 发 现 锌 加 路 径 确 与 观测 数据 符合 得 那么 好 ,使 他 
能 把 二 者 之 差异 归 之 为 实验 误差 ,他 就 断定 椭圆 是 正确 的 . 但 是 行星 绕 太 阳 的 路 径 并 不 是 椭圆 . 
如 果 天 上 就 只 有 一 个 太 限 和 一 个 行星 ,而 且 二 者 都 可 以 看 作 完全 的 球体 ,那个 行星 的 路 径 就 真 
的 是 酉 贺 . 然而 加 于 任 一 个 行星 的 引力 并 不 仅 来 自 太阳 , 它 还 包含 了 许多 别 的 行星 和 许多 月 亮 
的 拉力 . 因此 路 径 并 非 椭 贺 ， 

爱 因 斯 坦 应 用 获 曼 几何 和 张 量 分 析 又 怎么 说 呢 ? 爱 因 斯 坦 一 开始 是 打算 用 空间 的 构造 来 
说 明 原来 认为 由 引力 引起 的 运动 . 1911 年 他 公布 了 一 个 理论 ,说 明 一 个 很 特殊 的 人 为 的 例子 ,而 
且 只 用 了 很 简单 的 数学 . 他 当然 知道 这 个 工作 并 不 太 好 , 他 与 他 的 一 位 数学 家 同事 皮 克 (George 
Pick) 讨 论 了 他 的 困难 , 皮 克 请 他 注意 黎 曼 几 何以 及 由 里 奇 (Gregorio Ricei-Curbastro) 和 列 维 齐 
维 塔 (Tulio Levi-Civita) 的 张 量 分 析 , 皮 克 认 为 这 些 可 能 有 所 助 益 . 爱 因 斯 坦然 后 找到 了 在 苏 黎 
世 的 另 一 位 同事 和 朋友 格 罗斯 晶 (Marcel Grossmann) 并 从 他 那里 学 到 了 这 些 数 学 , 几 年 以 后 ， 
他 就 用 这 些 数 学 来 陈述 他 的 广义 相对 论 . 黎 曼 几 何 和 张 量 分 析 用 于 相对 论 恰好 是 对 的 吗 ? 几乎 
可 以 肯定 不 是 , 有 充分 理由 相信 , 爱 因 斯 坦 只 不 过 是 把 他 能 够 得 到 的 数学 用 得 最 好 而 已. 广义 相 
对 论 尽管 是 精巧 的 ,但 也 是 人 为 的 ; 它 在 解决 天 文学 的 问题 中 并 不 太 有 用 ,因为 它 太 复杂 ; 它 的 
证 据 仅仅 在 于 它 在 预测 三 个 天 文 现 象 时 有 更 高 的 精度 . 如 果 科 学 的 历史 还 对 我 们 有 教 益 , 则 其 
教 益 就 在 于 它 告诉 我 们 这 个 理论 迟早 会 被 超过 . “ 

这 两 个 例子 的 历史 的 要 点 就 在 于 ;认为 数学 对 于 科学 恰好 就 是 对 的 ,这 个 想法 缺少 根据 . 科 
学 家 们 和 一 个 问题 拼搏 . 但 是 解答 并 非 唯一 的 . 科学 家 在 建立 -个 理论 时 ,他 见 什么 数学 理论 用 
得 上 就 抓 住 不 放 . 凡 用 得 着 的 工具 他 都 用 ,正如 一 个 人 可 以 用 短 枉 小 佐 代 替 知 头 做 许多 事 . 难 
道 ,小 斧 就 是 适合 干 这 种 事 的 吗 ? 


* 译注 ;在 21 世纪 开始 的 时 候 ,20 世纪 60 年 代 本 书 编者 对 广义 相对 论 的 评价 显然 很 难 司 意 . 随 着 
天 爆炸 .黑洞 ` 字 宙 的 扩张 等 等 宇宙 尺度 问题 (宇宙 学 ) 的 发 展 ,可 以 毫 不 压 大 地 说 ,广义 相对 论 已 成 了 我 
们 的 世界 观 的 最 重要 支柱 之 一 ， 
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似乎 前 面 的 论据 也 可 以 反 过 来 说 . 如 果 说 科学 家 可 以 采用 手头 上 的 数学 工具 并 且 建 立 起 有 
用 的 理论 ,尽管 工具 和 和 理论 都 不 是 唯一 的 ,那么 数学 家 创造 出 尽 可 能 多 的 工具 ,使 科学 家 能 得 到 
更 多 的 帮助 ,这 不 是 很 聪明 吗 ? 换 句 话说 ,难道 纯粹 数学 家 不 应 该 伺 随 任何 吸引 他 们 的 概念 ,这 
样 来 载 和 多 科学 家 用 得 上 的 数学 工具 吗 ? 对 这 个 问题 可 以 用 另外 一 个 问题 来 回答 ;“ 应 该 在 什么 
地 方 钻 油 并 ?" 答 案 是 .“ 在 含油 的 地 方 , ” 

为 什么 国 锥 截 线 . 歼 曼 刀 何 和 张 量 分 析 毕 竟 是 有 用 的 ,科学 家 不 得 不 尽 可 能 好 地 应 用 这 些 
工具 来 建立 自己 的 理论 ,这 是 由 于 这 些 数学 首先 是 受到 物理 的 启发 的 . 虽然 我 们 井 不 知 遵 圆 锥 
截 线 早 期 的 历史 ,最 有 根据 的 说 法 是 研究 圆锥 截 线 是 为 了 造 日 曼 . 此 外 ,可 以 用 国 锥 截 线 来 聚焦 
光线 时 在 阿波 罗 尼 乌 斯 (Apollonius) 写 出 圆锥 截 线 的 经 典 著 作 之 前 就 已 知道 . 在 任何 情况 下 这 
些 曲 线 都 是 欧 氏 几何 这 个 物理 上 有 意义 的 科目 中 的 自然 的 论题 , 既然 圆锥 截 线 在 物理 上 可 用 ， 
开 普 勒 也 会 去 应 用 它们 就 不 奇怪 了 ， 

歼 虹 几何 和 张 量 分 析 … - 样 ,其 历史 是 完全 知道 了 的 .我 们 前 面 已 经 说 过 ,数学 家 们 努力 使 欧 
氏 几 何 免 于 物理 上 蚌 否 站 得 住 脚 的 问题 ,最 后 集中 于 创立 了 非 殉 几何 ,并 有 旦 证 明了 它 在 表达 物 
理 空 间 的 性 硕 上 证 明 与 哆 氏 几 何 同样 有 用 . 这 个 未 曾 料及 的 事 提出 了 一 个 问题 ,“ 有 既然 这 些 几何 
彼此 不 同 , 则 关于 物理 空间 有 些 什么 我 们 可 以 确实 断定 为 真 ?” 歼 曼 的 出 发 点 就 是 这 个 问题 . 为 
了 回答 这 个 问题 ,他 创造 了 特殊 的 几何 ,这 种 艺人 和 何 现 称 为 获 曼 几何 ,由 于 这 些 几 何 的 特殊 性 质 ， 
按照 我 们 有 和 限 的 物理 知识 看 来 , 黎 曼 几何 与 吹 氏 几何 同样 ,可 以 用 来 表示 物理 空间 . 那么 是 不 是 
可 以 怀疑 是 爱 因 斯 坦 才 发 现 黎 曼 几 何 有 用 呢 ? 获 曼 几何 的 物理 意义 并 不 会 使 爱 因 斯 坦 在 应 用 
它 时 所 表现 的 创造 性 减 色 ; 然 而 它 之 所 以 适用 正 是 由 于 数学 家 研究 了 最 基本 的 物理 问题 :物理 
空间 的 本 性 , 面 这 是 没有 研究 过 的 . 

张 量 分 析 这 个 科目 首先 是 由 贝尔 特 拉 米 (Engenio Beitrami) ; 李 普 希 兹 (Rudolph Lipschitz) 和 和 克 
里 斯 多 莫 尔 (E, B, Christoffel) 继 承 黎 曼 的 工作 创立 网 . 贝 尔 特 拉 米 和 李 普 希 兹 在 理论 力学 的 框架 下 
继续 研究 它 . 然后 ,里 坷 和 列 维 齐 维 塔 改造 和 推广 了 这 三 个 人 的 工作 . 所 以 张 量 分 析 也 是 受 物 理学 
启发 而 出 现 的 . 这 样 ,数学 科学 在 科学 上 的 没有 料 全 的 用 处 正 是 由 于 研究 它们 在 物理 上 是 有 依据 
的 ,而 不 是 因为 它们 是 那些 与 自己 的 灵魂 捕 斗 的 极端 聪明 的 数学 家 的 富有 预见 的 洞察 力 . 

个 论 人 们 怎样 解释 数学 的 壮观 的 可 应 用 性 , 它 的 应 用 的 成 就 之 力量 与 广度 总 是 现代 文明 突出 
的 特点 . 理解 宇宙 的 渴望 ,而 且 以 数学 作为 首要 的 工具 , 始 于 古 希 腊 人 ,他 们 也 喜爱 数学 本 身 . 他 们 
在 所 请 "揭示 大 自然 的 数学 设计 "方面 最 高 的 成 就 ,就 是 关于 行星 运动 的 第 一 个 有 理 有 据 的 定量 的 
理论 , 即 托 勤 审理 论 . 对 于 数学 光学 ,力学 ,音乐 的 声学 ,水 静 力学 和 数学 地 理学 ,他 们 也 都 有 贡献 
很 有 意思 的 是 , 欧 风 里 得 对 上 述 学 科 中 的 前 三 个 也 写 过 书 . 最 伟大 的 希腊 数学 家 阿 基 米 德 创立 了 
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水 裔 力学 这 个 学 科 , 而 托 勒 密 , 他 创立 了 三 角 学 以 用 于 天 文学 ,也 号 过 确定 是 地 理学 的 书 ， 

从 太 约 公元 300 年 希腊 世界 的 衰落 直到 大 约 公元 1500 年 现代 欧洲 文明 的 兴起 ,数学 和 科 
学 的 进展 都 比较 小 而 零散 .但 从 1500 年 到 现在 ,对 大 自然 的 数学 研究 却 是 空前 地 加 速 进展 . 显 
著 的 成 就 多 不 胜 数 ,其 范围 则 小 至 摆 的 运动 大 至 字 宙 学 .无 须 说 ,所 有 对 数学 有 大 贡献 者 ,其 中 
许多 人 本 人 首先 还 是 物理 学 家 ,都 参与 了 这 个 工作 ， 

在 物理 学 领域 中 最 大 的 成 就 可 分 七 类 :牛顿 力学 ,流体 (包括 液体 和 气体 ) 力 学 ,弹性 理论 ， 
电磁 理论 ,统计 力学 ,相对 论 以 及 量子 理论 . 

在 这 一 部 分 中 , 狄 拉克 和 戴 森 的 文章 讲 量子 力学 : 狄 拉克 讲 这 个 理论 的 发 展 和 主要 特点 , 戴 
森 则 讲 怎样 用 群 论 为 据说 是 在 库 子 核 内 的 形形色色 的 基本 粒子 带 来 了 秩序 . 爱 因 斯 坦 和 介 莫 夫 
的 文章 则 讨论 相对 论 .第 二 部 分 中 麦克 斯 书 的 传记 则 概述 了 他 对 电磁 理论 和 统计 力学 的 贡献 . 

这 些 文章 中 讲解 和 涉及 的 数学 绝 非 初等 的 . 说 实话 ,与 当代 对 大 自然 的 更 深刻 的 研究 相伴 
的 就 是 需要 使 用 越 来 越 精 巧 的 数学 工具 . 菲 涅 耳 (Augustin Fresnel) 有 一 次 说 过 大 自然 从 不 为 数 
学 上 的 困难 而 困 容 . 数学 家 当然 也 不 害怕 ， 

因为 科学 特别 是 数理 科学 的 概念 都 非 一 望 即 明 ,只 有 在 数学 物理 得 到 大 的 成 功 以 后 ,一 些 
思想 家 才 想 到 建立 数理 生物 科学 和 数理 社会 科学 , 在 过 去 一 个 世纪 星 , 这 两 门 科学 都 迅 速 地 发 
展 了 .一 开始 在 处 理 方法 上 都 要 模仿 数学 物理 , 基本 的 方法 论 和 俐 里 略 在 物理 科学 中 所 用 的 是 
一 样 的 ,就 是 找 出 所 研究 的 现象 中 似乎 是 最 基本 的 性 质 的 定量 的 原理 ,然后 联系 这 些 原理 ,用 数 
学 公理 和 定理 来 导出 关于 这 个 现象 的 新 的 信息 , 对 生物 学 和 社会 科学 的 数学 处 理 的 途径 体现 在 
奉 尔 和 斯 通 的 两 篇 文章 中 . 

生物 和 社会 现象 比 之 绝 大 多 数 物理 现象 复杂 得 多 ,办 为 在 前 者 是 成 十 亿 细 胞 ,在 后 者 则 是 
成 百 万 的 人 决定 事物 的 后 果 , 而 其 个 别 的 参加 者 的 性 态 又 各 不 相同 . 也 可 以 换 一 个 说 法 ,说 是 不 
可 能 找到 细胞 的 或 个 人 行为 的 基本 性 质 作 为 推导 的 基础 . 已 经 产生 某 些 有 用 知识 的 途径 是 使 用 
统计 和 概率 的 方法 ,数学 家 已 经 把 这 种 方法 发 展 起 来 了 以 估计 天 文 观 测 的 误差 统计 方法 消除 
了 不 太 重 要 的 个 别 的 偏差 ,而 给 出 可 说 是 简化 的 或 光滑 化 的 说 明 . 但 这 说 明 仍 是 有 价值 的 . 所 
以 ,人 的 才智 成 正 态 分 布 的 这 句 话 , 是 关于 人 类 的 才智 的 变化 的 一 种 光滑 化 的 描述 5 兄 第 焉 部 分 
中 卡 茨 的 文章 ). 这 名 话 并 不 能 告诉 我 们 张 三 有 多 少 才智 ,而 是 告诉 我 们 ,在 一 百 万 个 张 三 之 中 
才智 是 怎样 分 布 的 . 道 尔 顿 的 文章 讲 了 统计 方法 一 个 很 巧妙 的 应 用 . 概率 论 的 应 用 时 常 和 统计 
信息 相 联系 , 它 并 不 告诉 你 一 定 会 发 生 什 么 事 ,而 是 告诉 你 最 可 能 发 生 什么 事 ,对 发 生 某 一 件 事 
的 概率 给 出 一 个 度量 . 人 到 了 一 定年 龄 会 死 的 概率 是 一 个 简单 的 例子 . 和 统计 方法 一 样 ,应 用 概 
率 论 得 到 的 知识 ,对 于 某 一 个 别 的 事件 并 非 确定 可 靠 的 ,但 是 在 处 理 与 大 量 的 人 群 或 多 次 发 和 
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的 现象 有 关 的 问题 中 , 它 是 很 有 价值 的 . 韦 弗 尔 和 卡 茨 的 文章 中 {( 见 第 壬 部 分 ) 讲 了 一 些 应 用 . 下 
面 马 上 还 会 讲 一 些 别 的 应 用 . 

在 过 去 25 年 中 还 引信 了 好 几 类 新 的 技术 来 处 理 社会 的 ,工业 的 .科学 徇 和 军事 的 问题 . 这 
些 技术 现在 叫做 对 策 论 .信息 论 .线性 规划 和 运筹 学 . 这 里 面 并 没有 新 的 数学 理论 ;" 这 些 新 应 用 
领域 的 特点 是 它们 是 几 种 数学 技巧 的 特殊 的 组 合 .例如 对 策 论 , 蕉 至 它 的 初等 的 应 用 ,也 用 到 通 
常 的 代数 ,和 矩阵 论 和 概率 论 : 

数学 家 波 菜 条 (Ermile Borel) 在 1921 年 引 人 了 对 策 论 ,以 预测 博弈 的 结果 . 后 来 它 的 思想 被 数 
学 家 冯 “。 庶 依 最 (John von Neumann) 和 经 济 学 家 摩根 斯 坦 (Oshar Morgenstein) 所 采用 、 扩 大 并 应 
用 到 经 济 竞争 上 去 . 现在 它 已 被 应 用 到 各 种 军事 和 社会 上 去 了 , 掷 山 子 是 一 种 博弈 ,要 预测 三 出 七 
太 的 机 觅 只 有 应 用 概率 论 , 扑克 也 是 一 种 博弈 ,但 是 除去 摸 出 一 副 特 定 的 牌 的 组 合 的 概率 以 外 ,对 
手 的 模 牌 以 及 对 一 个 人 的 出 牌 怎 样 回 应 ,这 对 于 胜 负 和 自已 手 上 有 什么 牌 至 少 是 同样 重要 . 对 策 
论 的 主题 就 是 , 面 对 着 竞争 对 手 可 以 自由 地 作出 决策 时 ,怎样 作出 合理 的 决策 . 所 以 对 策 论 应 用 于 
经 济 竞争 和 军事 行动 是 一 件 严 肃 的 事 . 摩根 斯 坦 和 拉 波 波 特 的 两 篇 文章 详细 讨论 这 个 科目 . 

在 所 有 的 通讯 中 ,无 论 是 口头 的 或 书面 的 ,还 有 在 应 用 通道 时 无 论 是 电话 线路 .无线 电 频 率 
还 是 电视 频道 ,首要 的 目的 都 是 传输 信息 .信息论 的 主题 就 是 想 从 通讯 过 程 中 理 出 一 门 科学 来 . 
日 常 语言 ,作为 历史 过 程 的 产物 ,在 许多 傅 况 下 都 是 信息 过 剩 的 . “我 活着 还 有 气 ” 这 句 话 显然 有 
元 余 : 除 非 是 为 了 戏剧 性 地 强调 以 外 ,应 该 缩短 , 另 一 方面 ,电话 和 无 线 电 通讯 又 时 常 是 信息 不 
是 ,因为 俊 备 会 引信 焉 曲 . 为 了 能 够 识别 ,必须 传输 的 信息 有 和 多少? 韦 弗 尔 的 文章 中 描述 了 信息 
论 所 研究 的 问题 . 所 用 到 的 数学 是 概率 论 和 许多 分 析 数 学 . 

线性 规划 与 编制 程序 给 计算 机 下 一 道 通知 “不 一 样 . 它 是 用 来 解决 企业 与 军队 后 勤 中 可 以 
说 是 较 简 单 代数 问题 的 一 系列 技术 . 企业 家 可 以 生产 不 同 数量 的 几 种 产品 . 他 可 能 知道 每 种 产 
品 售 价 的 变动 范围 ,在 各 个 售 价 上 各 种 产品 的 销量 是 多 少 . 也 可 能 这 样 一 个 情况 也 是 真 的 ,各 种 
产品 的 销量 不 论 价格 降 得 多 么 低 , 都 有 一 个 最 大 限度 . 那么 各 种 产品 他 应 该 生产 多 少 , 沪 价 多 少 
才能 得 到 最 大 利润 ? 下 面 的 问题 也 可 用 线性 规划 来 解决 ;工厂 的 最 佳 选 址 (从 取得 原料 和 便于 
运输 成 品 来 看 ) ,工厂 中 生产 场地 的 使 用 ,仓库 和 销售 点 的 选 址 ,如 何 决 定 生 产 流程 或 者 使 费用 
最 低 或 者 为 维持 雇佣 工人 ,各 种 产品 应 存货 多 少 以 适应 需求 ,应 占用 多 少 资金 . 在 所 有 情况 下 都 


* 译注 :很 蕉 苟同 原作 者 的 这 个 观点 . 因为 它们 自 己 就 是 合格 的 新 的 数学 理论 ,而 它们 对 原 有 数学 理 
论 的 刺激 和 推动 也 是 明显 的 . 
** 译注 ;线性 “规划 ”与 编制 “程序 ", 英 文 都 用 同一 个 字 “program”, 所 以 作者 要 强调 一 下 一 者 其 实 不 
同 ,以 免 混淆 . 


要 按 可 能 发 生 的 情况 找 出 最 佳 的 运作 计划 , 用 到 的 数学 有 简单 的 代数 .矩阵 理论 .统计 技术 和 一 
点 符号 逻辑 . 库 柏 和 查 思 斯 的 文章 会 把 线性 规划 的 本 质 讲 得 更 清楚 . 

运筹 学 是 许多 技术 的 混合 体 的 总 称 , 其 中 包含 对 策 论 ,线性 规划 ,概率 论 ,而 且说 真 的 , 凡 对 大 型 
组 织 的 运行 有 所 指导 的 都 可 算 在 运筹 学 内 . 在 应 用 这 些 技 西 于 企业 的 管理 ,战役 的 战术 ,人 机 系统 复 
合体 运行 的 预测 以 及 生产 的 组 织 时 ,有 关 某 一 个 问题 的 所 有 因素 都 要 考虑 到 , 既然 运筹 学 包括 了 对 策 
论 和 线性 规划 , 册 在 这 些 科目 中 讲 到 过 的 比较 有 局 限 性 的 问题 ,都 可 以 用 它 来 处 理 . 它 用 合理 的 决策 
来 代 葵 猜测 ,用 策略 代替 被 迫 的 应 对 . 莱 文 森 和 布朗 在 他 们 的 文章 中 对 这 个 学 科 讲 得 更 充分 . 

数学 对 我 们 的 文明 的 影响 过 去 一 般 说 都 是 看 不 见 的 , 绝 大 多 数 人 ,虽然 完全 知道 无 线 电 的 
革命 性 影响 , 却 不 知道 无 线 电 波 早 就 在 数学 上 预见 到 了 ,而 且 , 如 果 不 是 数学 ,就 可 能 永远 也 发 
现 不 了 这 种 波 . 但 是 最 新 的 ,效果 具有 同样 革命 性 的 数学 的 影响 , 却 是 完全 看 得 见 的 . 这 就 是 电 
子 计 算 机 ,无 论 就 大 小 与 容量 而 言 都 是 巨人 . 

电子 计算 机 是 好 个 世纪 中 加 速 计算 的 努力 的 成 果 . 它 是 算盘 ,对 数 、 计 算 尺 和 机 械 计算 机 
的 后 继 者 . 一 且 制 出 了 快 得 不 得 了 的 计算 机 ,人 们 不 可 免 地 会 去 寻找 它 的 新 用 途 , 而 且 正 在 找到 
与 开发 这 些 新 用 途 , 一 般 说 来 ,计算 机 能 完成 任意 的 符号 信息 处 理 . 计算 机 除 有 完成 巨大 的 算术 
计算 功能 以 外 ,现在 还 用 于 存 取 大 重 数据 ,指挥 工厂 的 机 器 ,完成 大 企业 多 重 商业 运作 ,下 棋 和 
教育 育 年 人 , 还 正在 开发 许多 潜在 的 用 途 一 识别 模式 如 文字 ,回应 语音 指令 ,翻译 外 文书 籍 其 
至 复制 自身 . 戴 维 斯 .乌拉 姆 . 伊 文 思 . 鄂 丁 格 尔 和 斯 特 拉 届 的 文章 讨论 计算 机 的 构造 和 用 途 . 第 
[部 分 中 巴 贝 奇 的 传记 中 给 出 了 关于 第 一 个 大 型 机 械 计算 机 的 措 述 . 

者 加 计算 机 的 功能 的 研究 有 双重 的 目的 . 关于 人 类 神经 系统 和 大 脑 的 知识 可 用 于 改进 计算 
机 的 设计 . 然而 我 们 对 大 脑 的 了 解 远 非 完 备 :我 们 对 大 脑 活动 的 生理 学 知之 不 多 ,更 不 说 了 解 什 
么 是 知 能 了 . 所 以 , 当 数 学 家 和 电子 工程 师 在 设计 电子 计算 机 的 新 元 件 时 ,他 们 也 可 能 发 现 必然 
在 人 脑 中 发 生 的 事 . 所 有 基础 研究 的 目的 是 关于 人 类 自 身 的 终结 的 知识 ,而 关于 计算 机 的 研究 
已 经 达到 这 样 的 阶段 :计算 机 与 人 的 相似 性 值得 严肃 地 考虑 . 维 纳 关 于 人 的 自 我 调节 的 文章 网 
及 肯 玫 尼 关 于 人 作为 一 种 机 器 的 文章 探讨 了 这 个 主题 ， 

这 一 部 分 的 文章 不 可 能 尽 含 数学 的 成 千 种 极 有 价值 的 ,给 人 深刻 印象 的 应 用 . 宁可 说 他 们 
是 在 主要 的 科学 领域 中 已 经 完成 了 什么 的 代表 . 然而 他 们 不 仅 能 使 读者 信服 数学 的 了 不 起 的 力 
量 , 而 且 对 于 那 创 造 了 这 样 的 数学 的 人 类 ,对 于 人 类 能 做 到 如 此 的 成 就 ,会 产生 一 种 骄 颌 


* 译注 :本 书 主要 是 反映 了 20 世纪 60 一 79 年 代 初 的 数学 科学 水 平 . 因此 在 这 一 部 分 ,特别 是 涉及 计 
算 机 处 ,明显 落后 了 , 现在 全 部 按 原文 译 出 ,不 加 改动 ， 
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预期 怎样 发 展 . 可 以 把 这 个 不 断 的 发 展 看 成 一 个 已 经 持续 了 几 个 世纪 的 进化 过 程 . 
这 个 进化 过 程 的 第 一 个 重大 步骤 是 牛顿 带 来 的 . 在 牛顿 以 前 ,人 们 把 世界 看 成 一 
个 本 质 上 是 二 维 的 世界 一 一 这 两 个 维度 就 是 我 们 可 以 走 到 的 维度 ,而 上 天 人 地 这 个 上 下 的 维度 
似乎 是 本 质 上 不 网 的 什么 东西 , 牛顿 引进 了 引力 ,说 明了 它 在 物理 理论 中 的 地 位 ,这 就 说 明了 可 
以 如 何 把 上 下 方向 看 成 和 另外 两 个 方向 相对 称 . 串 以 说 ,牛顿 使 我 们 从 具有 二 维 对 称 任 的 图 像 
到 达 了 具有 三 维 对 称 性 的 图 像 ， 
爱 因 斯 坦 沿 这 个 方向 走 了 另 一 步 ,说 明 如 何 从 具有 三 维 对 称 性 的 图 像 进 到 具有 由 维 对 称 性 
的 图 像 . 爱 因 斯 坦 引 人 了 时 间 , 说 明了 它 的 作用 在 许多 方面 和 其 他 三 个 空间 维度 是 对 称 的 , 然而 
这 个 对 称 不 是 很 完全 的 . 人 们 利用 爱 因 斯 坦 的 贸 像 从 四 维 的 观点 来 思考 世界 ,然而 这 由 个 维度 
并 不 完全 对 称 . 在 四 维 图 像 中 有 一 些 方 向 与 其 他 方向 不 同 : 这 些 方向 称 为 等 方向 , 即 是 光线 运动 
的 方向 ;所 以 四 维 图 像 并 不 是 完全 对 称 的 . 然而 ,这 四 个 维度 仍 有 很 大 的 对 称 人 性 . 就 物理 学 的 方 
程 而 言 , 只 有 一 处 失去 了 对 称 性 , 即 在 方程 中 关于 时 间 的 维度 上 , 比 之 另 三 个 空间 维度 ,符号 相 
反 ( 见 397 页 上 第 一 个 方程 ). 
这 样 ,我 们 就 从 世界 的 三 维 图 像 发 展 到 四 维 图 像 . 读者 可 能 不 太 宫 欢 这 个 情况 . 因为 在 他 的 


我 想 在 这 条 文章 里 讨论 物理 学 的 一 般 理论 前 发 展 : 它 在 过 去 是 皇 样 发 展 的 ,在 将 来 可 以 
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意识 里 ,世界 仍然 是 三 维 的 . 怎样 能 把 看 来 如 此 的 东西 放 进 爱 办 斯 坦 要 求 物理 学 家 所 具有 的 四 
维 图 像 呢 ? 

出 现在 我 们 意识 里 的 其 实 是 四 维 图 像 的 一 个 三 维 截 面 . 我 们 必须 取 一 个 三 维 截面 才能 给 出 
在 某 一 时 刻 出 现在 我 们 意识 里 的 东西 ;在 以 后 的 时 刻 就 会 有 另 一 个 三 维 截面 . 物理 学 家 的 工作 ， 
很 大 程度 上 就 是 把 一 个 截面 里 的 事件 和 后 来 时 刻 的 另 一 截面 里 的 事件 联系 起 来 , 所 以 , 具 四 维 
对 称 性 的 图 像 并 没有 给 我 们 以 完整 的 情况 . 如 果 考 虑 到 由 量子 理论 带 来 的 发 展 , 这 一 点 就 变 得 
特别 重要 了 . 量子 理论 告诉 我 们 ,必须 把 观察 过 程 考虑 进去 ,而 观察 通常 都 要 求 我 们 引进 宇宙 的 
四 维 图 像 的 三 维 截面 . 

爱 因 斯 坦 还 对 我 们 的 物理 图 像 作 出 过 另 一 个 最 重要 的 员 献 :他 提出 了 广义 相对 论 , 这 理论 
要 求 我 们 假设 物理 学 中 的 空间 是 弯曲 的 . 在 此 以 前 ,物理 学 家 总 是 用 平 直 空间 来 进行 研究 的 , 先 
是 牛顿 的 三 维 平 直 空间 ,后 来 扩展 到 狭义 相对 论 的 四 维 平 直 空 间 . 广义 相对 论 要 求 我 们 进入 弯 
曲 空 间 , 这 对 于 我 们 的 物理 图 像 的 进化 是 作 了 一 个 真正 重要 的 贡献 . 这 个 理论 的 各 种 普遍 的 要 
求 , 都 意味 着 物理 学 的 一 切 定律 ,都 要 能 在 弯曲 的 四 维 空 间 里 陈述 ,同时 表现 出 这 四 个 维度 有 对 
称 性 . 但 是 我 们 要 引信 观 察 ,而 如 果 要 从 量子 理论 的 观点 来 看 待 事物 ,又 必须 这 样 做 . 这 时 我 们 
又 一 次 需要 四 维 空间 的 一 个 截面 . 既然 四 维 空间 是 弯曲 的 ,网 我 们 所 作 的 截面 也 就 是 弯曲 的 , 因 
为 在 四维 空间 中 给 一 个 平 直 的 截面 一 般 是 没有 意义 的 , 这 就 把 我 们 引 到 一 个 图 像 , 即 必须 在 四 
维 弯 曲 空间 中 取 三 维 的 弯曲 截面 ,并且 讨论 如 何在 这 些 截 面 中 进行 观察 . 

过 去 几 年 中 人 们 试图 把 量子 概念 应 用 到 引力 ， 如 同 用 于 其 他 的 物理 现象 那样 ， 这 引起 了 
意 想不到 的 发 展 ， 即 当 着 从 截面 观点 看 待 引力 理论 时 ， 有 一 些 自由 度 漏 到 理论 外 去 了 .引力 
场 是 一 个 具有 10 个 分 量 的 张 量 场 ， 人 们 发 现 ， 只 宕 六 个 分 量 就 是 以 描述 每 一 个 在 物理 学 中 有 
意义 的 东西 ， 另 外 四 个 分 量 全 不 出 现在 方程 中 然而， 人们 不 论 怎 样 做 都 不 可 能 从 完整 的 10 
个 分 量 之 中 只 取 六 个 重要 的 ， 而 不 至 于 破坏 四 维 对 称 性 ， 这 样 ， 如 果 坚 持 保留 方 的 四 维 对 称 
性 ， 又 要 求 使 引力 理论 适用 于 讨论 观察 问题 ， 如 局 量子 理论 所 要 求 的 那样 ， 那 就 不 得 不 引 人 
超出 物理 情况 之 所 需 的 更 复杂 的 描述 ， 这 个 结果 使 我 怀疑 ， 物 理学 中 四 个 维度 这 一 要 求 究 音 
基本 到 何 种 程度 .不 多 几 十 年 以 前 ， 整 个 物理 学 都 要 以 四 维 形式 来 表述 ， 这 似乎 是 相当 肯定 
的 ， 但 现在 看 来 ， 四 维 对 称 性 并 不 具有 超 乎 一切 的 重要 性 ， 因 为 有 时 缘 离 这 -点 反而 能 使 对 
大 自然 的 描述 更 简单 一 些 ， 

现在 我 愿 谈 一 谈 量 子 理 论 带 来 的 发 展 . 量子 理论 讨论 非常 小 的 事物 , 它 是 近 60 年 来 物理 学 
的 主要 部 门 . 在 这 一 段 时 间 里 ,物理 学 家 汇集 了 相当 大 量 的 实验 的 信息 ,发 展 了 一 个 与 之 相应 的 
理论 ,理论 和 实验 的 结合 导致 了 物理 学 家 们 关于 世界 的 图 像 有 了 重要 的 发 展 . 
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牛顿 (1Ssac Newton,1642 一 1727) 以 他 的 引力 定律 把 物理 学 家 关 
寺 大 眉 然 的 图 像 从 具有 二 维 对 称 性 变 成 了 上 县 有 三 维 对 称 性 的 图 像 . 这 
旺 画 懈 是 James Macardel 1760 年 按 Enoch Seeman 的 画像 画 成 的 . 


普天 克 为 了 解释 黑体 辐射 定律 ,发 现 有 必要 假设 ,电磁 波 的 能 量 只 能 是 某 一 个 能 量 单位 的 
| 整数 倍 , 而 这 个 单位 的 大 小 又 依赖 于 波 的 频率 . 这 就 是 量子 的 第 一 次 亮相 . 后 来 爱 因 斯 坦 改 现 ， 
同样 的 能 量 单位 也 出 现在 光电 效应 中 . 在 量子 理论 早期 的 工作 中 ,人 们 只 是 迫 于 接受 能 量 的 这 
种 单位 ,而 不 能 把 它 融 人 一 个 物理 图 像 之 中 . 
第 一 个 出 现 的 新 图 像 是 玻 尔 关于 原子 的 图 像 . 按 这 个 图 像 ,电子 沿 一 些 确 定 的 轨道 旋转 ,并 
且 时 而 从 一 个 轨道 牙 迁 到 另 一 个 轨道 .我 们 无 法 描绘 跃迁 是 怎样 发 生 的 . 我 们 只 能 把 它 作为 一 
种 不 连续 性 而 接受 . 玻 尔 关于 原子 的 图 像 只 能 用 于 一 些 特例 , 即 在 所 考虑 的 问题 中 只 有 -一 个 电 
子 有 重要 性 时 适用 . 所 以 ,这 只 是 一 个 不 完全 的 初步 的 图 像 . 
量子 理论 在 1925 年 因 量子 力学 的 发 现 而 有 了 大 的 进展 . 这 个 进展 是 由 两 个 人 互相 独立 地 
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带 来 的 ,先是 海 森 堡 ,很 快 再 有 薛 定 兽 ,各 从 不 同 的 观点 出 发 进行 研究 . 海 渐 煲 的 研究 与 光谱 实 
验 中 的 证 据 是 密切 相 联 的 ,这 种 证 据 在 那 时 已 经 大 量 聚 集 , 而 他 发 现 了 一 个 框架 ,使 这 些 实验 信 
息 都 能 适合 于 它 . 这 全 框架 现在 称 为 矩阵 力学 . 光谱 学 的 实验 数据 都 可 以 非常 漂亮 地 放 在 矩阵 
力学 的 框架 里 ,这 就 对 原子 世界 给 出 了 一 个 很 不 相同 的 图 像 . 苹 定 请 则 从 比较 数学 化 的 观点 来 
研究 . 他 力求 找到 一 个 描述 原子 事件 的 漂亮 的 理论 ,而 且 受 益 于 德 。 动 罗 依 关于 粒子 与 波 相 联 
系 这 一 思想 . 他 能 够 推广 德 。 勃 罗 依 的 思想 ,得 出 一 个 非常 美的 方程 ,来 描述 原子 过 程 ,这 方程 
现 称 为 薛 定 请 波 方程, 藤 定 请 完全 是 从 思维 中 得 到 这 个 方程 . 他 想 找到 德 。 懿 网 依 的 思想 的 美 
丽 的 推广 ,而 不 是 如 海 森 堡 那样 与 这 个 主题 的 实验 方面 的 发 展 保持 密切 的 联系 . 

我 可 以 告诉 你 们 醉 定 调 对 我 讲 的 故事 . 当 他 一 旦 得 到 关于 这 个 方程 的 思想 ,他 就 想 把 它 用 
于 氢 原 子 中 的 电子 ,而 得 到 一 些 与 实验 不 符合 的 结果 . 产生 这 种 不 一 致 是 由 于 那 时 还 不 知道 电 
耶 有 自 旋 . 这 件 事 当 然 使 藤 定 恋 很 失望 ,就 把 这 个 工作 放 在 一 边 好 几 个 月 . 后 来 他 发 现 ,如 果 以 
一 种 比较 近似 的 方式 应 用 这 个 理论 , 即 基 不 考虑 相对 论 所 要 求 的 修正 , 则 在 这 种 比较 粗粮 的 近 
似 之 下 ,他 的 工作 就 与 观察 相符 了 , 他 发 表 的 第 一 篇 论文 就 只 是 这 种 粗糙 的 近似 的 方程 , 蘑 定 庆 
波 方程 就 是 这 样 公庄 子 世 的 . 当然 ,后 来 人 们 知道 了 怎样 正确 地 把 电子 的 自 旋 也 考虑 进来 ,应 用 
相对 论 性 的 薛 定 兽 方 程 所 得 的 结果 和 实验 之 间 的 不 相符 的 地 方 就 完全 弄 清 楚 了 . 

我 想 , 这 个 故事 有 一 个 教训 , 就 是 :要 求 方程 很 美 比 要 求 它们 与 实验 相 适 合 更 重要 . 如 果 藤 
定 亩 当年 对 他 的 方程 更 有 信心 ,他 就 会 早 几 个 月 发 表 , 而 且 会 发 表 一 个 更 准确 的 方程 . 虽然 那个 
方程 是 藤 定 油 发 现 的 ,而 且 定 在 他 关于 和 拨 原 子 的 非 相 对 论处 理 之 前 发 现 的 ,现在 却 称 为 克 羔 因 . 
莹 登 (Klein Gordon) 方 程 .看 起 来 ,如 果 一 个 人 是 从 使 方程 更 美的 观点 出 发 ,而 且 又 确 有 绝 佳 的 
洞察 力 , 他 就 会 走 上 肯定 会 取得 进展 的 道路 . 如 果 他 的 工作 与 实验 不 全 相符 ,也 不 必 过 于 气 蚀 
国 为 这 种 差异 很 可 能 来 自 没有 适当 地 考虑 次 要 的 特点 ,而 理论 的 发 展会 兰 清 这 些 问题 

基 了 放学 就 是 这 样 发 现 的 . 它 使 物理 学 家 关于 世界 的 图 像 发 生 极 大 的 变化 ,也 是 历来 最 大 
的 一 次 . 这 个 变化 来 自我 们 必须 放弃 决定 论 的 图 像 , 而 我 们 从 来 都 是 承认 决定 论 的 我 们 得 到 一 
个 理论 , 它 不 能 肯定 地 预测 未 来 一 定 会 发 生 什么 事 ,而 只 能 给 出 有 关 发 生 各 种 事件 的 概率 的 信 
有 昌 . 这 样 放 奔 了 决定 论 曾 是 一 个 引起 激烈 争论 的 事 , 有 些 人 完全 不 喜欢 这 样 做 特别 是 爱 因 斯 坦 
从 来 不 喜欢 . 虽然 爱 因 斯 坦 是 对 量子 力学 的 发 展 大 有 贡献 的 人 ,但 是 对 于 量子 力学 在 他 有 年 之 
年 演进 到 现今 仍然 维持 着 的 形式 ,他 是 大 不 以 为 然 的 . 

有 些 人 对 于 放弃 决定 论 所 持 的 敌意 ,集中 表现 在 爱 因 斯 坦 、 波 多 尔 斯 基 (Podolsky) 和 罗 生 
(Rosen) 合 写 的 一 篇 论文 中 . 这 篇 文章 讨论 , 既 要 有 -一 个 自 洽 ( 或 相 容 ) 的 图 像 , 又 能 按 量子 力学 
的 规律 给 出 结果 ,会 遇 到 什么 困难 . 量子 力 学 的 规律 是 相当 确定 的 . 人 们 知道 怎样 由 它们 计算 出 


31, 物理 学 家 的 自然 图 像 的 进化 393 


:4 


n 


爱 因 斯 坦 (Albert Einstein, 1877 一 1955 ) 用 他 的 狭义 相对 
论 把 物理 学 家 的 具有 三 维 对 称 性 的 世界 图 像 变 成 具有 四 维 对 
称 性 的 图 像 这 和 是 他 和 他 的 麦子 女儿 玛 葛 特 (Margot) 合 摄 于 
1929 年 的 照片 . 
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结果 ,怎样 把 计算 的 结果 与 实验 相 比 较 . 人 人 都 同意 这 个 形式 结构 . 它 的 作用 如 此 之 好 , 谁 也 不 
敢 对 它 表 示 不 赞同 .但 是 在 这 个 形式 结构 后 面 我 们 该 建立 一 个 什么 样 的 图 像 , 这 是 一 个 充满 争 
论 的 论题 ， 


玻 尔 {Niels Bohr,1885 一 1962) 引 进 了 电子 普 朗 克 (MaxX Plancki 1858 一 1947) 引 进 了 电 


按 确 定 的 轨道 绕 核 旋转 的 思想 . 这 张 照 片 摄 于 磁 辐 射 是 由 量子 即 一 些 粒 子 所 组 成 的 思想 ， 这 张 
1922 年 , 即 他 的 论文 发 表 后 九 年 ， 照片 所 于 19 好 年 , 即 他 的 原 论文 发 表 后 十 三 年 


我 想 建议 ,大 家 不 必 太 为 这 个 争论 伤 脑筋 ,我 非常 强烈 地 感到 ,物理 学 当今 所 达到 的 阶段 还 
不 是 最 后 的 阶段 . 它 只 是 我 们 关于 大 自然 的 图 像 的 演进 的 一 个 阶段 ,我 们 应 该 设想 这 个 进化 将 
来 还 会 继续 下 去 ,正如 同 生物 的 进化 将 来 也 会 继续 下 去 一 样 .物理 理论 当今 所 处 的 阶段 只 是 走 
条 未 来 更 好 的 阶段 的 一 个 踏 脚 石 ,可 以 相当 肯定 会 有 更 好 的 阶段 , 正 是 因为 今天 的 物理 学 中 出 
现 的 困难 . 

现在 我 想 多 谈 一 下 今天 的 物理 学 的 困难 .那些 不 是 未 行 专家 的 读者 可 能 得 出 一 个 印象 , 既 
然 有 这 些 困难 ,物理 理论 还 处 于 相当 不 妙 的 境地 ,量子 理论 也 并 不 太 好 .我 想 说 ,量子 理论 是 _. 
个 极 好 的 理论 , 借 此 纠正 这 种 印象. 它 与 范围 极 广 的 许多 现象 的 观察 结果 出 奇 地 相符 ,无疑 它 是 
一 个 好 的 理论 ,物理 学 家 对 它 的 困难 谈 得 那么 多 ,唯一 原因 在 于 , 正 是 这 些 困难 是 非常 有 趣 的 ， 
这 个 理论 的 成 功 是 公认 的 , 老 是 反 反复 复 地 讲 成 功 并 不 会 得 到 什么 ,反而 是 谈论 困难 倒 有 望 得 
到 进步 ， 
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量子 理论 的 困难 有 两 类 .我 可 以 称 之 为 第 一 类 困难 和 第 二 类 困难 .第 一 类 困难 就 是 我 已 讲 
到 的 :怎样 在 现今 的 量子 理论 的 规律 后 面 构成 一 个 自治 相 容 的 图 像 . 这 些 第 一 类 困难 其 实 并 不 
使 物理 学 家 心烦 . 如 果 一 个 物理 学 家 知道 怎样 计算 出 结果 来 并 与 实验 相 比 较 ,一旦 二 者 相符 ,他 
就 很 高 兴 , 除 此 而 外 他 就 别 无 所 求 了 . 只 有 哲学 家 ,需要 对 大 自然 有 令 人 满意 的 描述 , 才 关 心 第 
一 类 困难 ， 

除了 第 一 类 困难 以 外 还 有 第 二 类 困难 , 它 的 来 源 是 ,现在 的 量子 力学 的 规律 有 时 还 给 不 出 
什么 结果 .如 果 把 这 些 规律 用 于 极端 的 情况 一 一 涉及 极 高 能 量 和 极 小 距离 的 现象 有 了 时 会 得 
到 其 含意 模糊 不 清 甚 至 完全 无 法 理解 的 结果 .这 时 就 很 清楚 ,已 经 达到 了 应 用 这 个 理论 的 限度 ， 
而 需要 有 进一步 的 发 展 了 .第 二 类 困难 对 于 物理 学 家 是 很 重要 的 ,因为 它们 给 出 了 应 用 量子 理 
论 得 出 结果 并 与 实验 相 比较 的 限度 ， 

我 还 想 多 谈 一 下 第 一 类 困难 ,我 感到 不 必 为 之 过 于 操心 ,因为 它们 只 是 物理 图 像 发 展 到 现 
今 阶段 的 困难 ,而 几乎 可 以 肯定 在 将 来 的 发 展 中 会 有 变化 . 为 什么 对 它们 将 来 会 变 能 如 此 有 信 
心 ,我 想 有 一 个 有 力 的 理由 .大 自然 有 一 些 基本 的 常数 ,电子 的 电 薪 ( 记 作 e) , 普 朗 克 当 数 除 以 ?27 
( 记 作 志 .还 有 光速 (c). 由 这 些 基 本 常数 可 以 作出 一 个 无 量 网 数 ;,#c/e:. 实验 表明 , 它 的 值 是 
137 ,或 者 很 接近 137. 现在 还 没有 理由 说 明 它 为 什么 取 这 个 值 而 不 取 别 的 值 . 许多 人 提出 了 种 种 
想法 ,但 是 没有 为 人 普遍 接受 的 理论 , 人 们 仍然 可 以 相当 肯定 ,物理 学 家 有 朝 一 日 会 解决 这 个 问 
题 ,解释 清楚 它 为 什么 取 这 个 值 ， 将 来 会 有 一 种 物理 学 , 当 hc/e: 为 137 时 它 就 能 用 . 而 fc/e? 取 
别 的 值 时 这 种 物理 学 就 不 能 用 . 

未来 的 物理 学 当然 不 会 把 大,e 和 < 都 作为 基本 的 量 , 它们 只 可 能 有 两 个 是 基本 的 ,第 三 个 则 
必须 由 这 两 个 导出 .几乎 可 以 确信 ,c 是 两 个 基本 的 量 之 一 . 光速 c 在 四 维 图 像 中 如 此 重要 , 它 在 
狭义 相对 论 中 起 着 把 室 间 和 时 间 单 位 联结 起 来 这 个 基本 的 作用 ,所 以 它 必然 是 基本 的 , 这 样 我 
们 就 面 对 着 一 个 事实 :在 志和 e 这 两 个 量 中 ,一 个 是 基本 的 ,一 个 是 导出 的 . 如 果 斤 是 基本 的 ,e 
就 需要 用 二 的 平方 根 以 某 种 形式 来 表示 ,说 有 一 种 基本 的 理论 会 把 。 用 平方 根来 表示 ,看 来 极 少 
可 能 ,因为 在 基本 的 方程 中 从 没有 出 现 过 平方 根 . 更 可 能 的 是 ,将 会 用 e 来 解释 志 这 样 ,在 基本 
的 方程 中 就 不 会 出 现 平 方 根 了 . 我 认为 ,如 果 有 人 猜想 ,在 未 来 某 个 阶段 的 物理 图 像 中 ,e 和 < 是 
基本 的 量 而 是 由 它们 导出 的 ,这 是 舍得 住 的 . 

如 果 去 是 导 当量 而 不 是 基本 量 ,我 们 关于 不 确定 竹 的 全 部 概念 就 全 都 要 变 导 是 出 现在 海 森 
堡 的 测 不 准 关系 式 中 的 基本 的 和 量 , 这 个 关系 式 则 把 位 置 和 动 量 不 确定 竹 的 度量 联结 起 来 , 我 想 ， 
可 以 做 一 个 于 得 住 的 猜想 :现在 这 种 测 不 准 关 系 式 在 将 来 的 物理 学 中 是 存在 不 下 去 的 

当然 ,不 会 回 到 经 典 物理 学 的 决定 论 去 . 进化 是 不 会 走 回头 路 的 . 它 只 能 往 前 走 . 会 有 某 种 
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现在 想不到 也 猜 不 到 的 发 展 , 它 会 把 我 们 带 离 经 典 的 概念 更 远 , 但 蚌 它 会 完全 改变 我 们 关于 测 
不 准 关 系 式 的 讨论 . 当 这 个 发 展 到 来 的 时 候 , 人 们 就 会 发 现 , 关 于 观察 在 理论 中 的 作用 所 进行 过 
的 那么 多 的 讨论 ,其 实 都 是 隔 靳 授 痒 ,因为 那 时 会 有 一 种 更 好 的 观点 来 看 待 事物 , 所 以 我 要 说 ， 
CN 个 方式 来 描述 现今 量子 力学 的 测 不 准 关系 式 和 非 决 定论 ,而 且 使 得 我 们 的 哲 

思考 也 感到 满意 ,我 们 就 算是 交 了 好 运 .但 是 如 果 我 们 找 不 到 这 样 的 方式 , 那 也 不 必 为 此 真正 
千 术 我 们 只 要 想到 我 们 还 处 在 一 个 过 渡 阶 段 , 在 这 个 阶段 大 概 不 大 可 能 得 到 一 个 满意 的 图 像 . 

我 这 样 就 把 第 一 类 困难 打发 了 ;我 只 是 说 它们 其 实 不 那么 重要 ,如 果 能 在 这 方面 得 到 进展 ， 
就 算是 好 运气 ,如 果 不 能 ,也 不 是 什么 真正 令 人 苗 恼 的 事 . 第 二 类 困难 才 是 真正 严重 的 困难 . 它 
和 们 的 产生 主要 是 由 于 这 样 一 个 事实 ; 当 我 们 把 量子 理论 用 于 一 个 领域 ,而 为 了 使 它 与 狭义 相对 
沦 一 致 又 只 能 按 这 种 方式 去 用 , 即 像 我 提 到 的 那样 用 三 维 截面 去 解释 它 , 我 们 会 得 出 初 看 起 来 


德 ， 勃 罗 依 {Louis de Brcglie， 1892 一 1987) 提出 了 粒子 与 波 相 
联系 的 思想 ,这 幅 照 片 摄 于 1929, 鞭 时 他 的 论文 已 发 表 了 五 年 . 
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全 无 问题 的 方程 ,但 是 求解 时 才 发 现 它 什么 解 也 没有 . 在 这 个 当头 ,应 该 说 我 们 还 没有 得 出 一 个 
理论 . 但 是 物理 党 家 在 这 里 却 非常 聪明 ,他 们 找到 了 面 对 这 个 障碍 前 进 的 方法 . 他 们 发 现 , 当 求 
解 方 程 时 会 出 现 一 些 量 , 本 来 应 该 是 有 限 的 却 变 成 了 无 限 .得 到 一 些 积分 ,发 散 而 不 收 但 于 某 个 
确定 的 东 本 .物理 学 发 现 了 处 理 这 种 无 穷 大 的 方法 ,按照 某 些 规则 就 可 以 得 到 确定 的 结果 . 这 个 
方法 现在 称 为 重 正 化 理论 . 

我 将 用 一 些 话 语 来 解释 它 的 想法 . 我 们 从 一 个 理论 开始 ,其 中 涉及 某 些 参数 :电子 电荷 e, 电 
于 质量 六 ,诸如 此 类 . 然后 发 现 出 现在 诛 方 程 中 的 这 些 量 ,并 不 等 十 电子 电荷 和 质量 的 观测 值 . 
观测 从 与 它们 相差 一 些 收 正 项 一 Ae,Am 等 等 一 -所 以 总 电荷 是 e 十 Ae, 总 质量 是 mmx 十 Am. 电 
向 和 质量 的 这 种 改变 来 自 于 基本 粒子 和 其 他 东西 的 相互 作用 . 于 是 就 说 ,ze 十 Ae 和 mr 十 Am 是 观 
察 到 的 东西 ,它们 才 是 重要 的 . 原来 的 e 和 mr 只 是 数学 参数 ;它们 是 不 可 观察 的 ,所 以 只 是 工具 ， 
用 到 一 定时 候 就 可 以 丢掉 ,再 换 上 别 的 可 以 与 观察 相 比较 的 东西 .如 果 Ae 和 Am 都 是 小 的 修正 
(或 虽然 不 小 但 也 是 有 限 的 修正 ), 这 本 来 是 正确 的 作法 . 但 是 按照 现 有 的 理论 ,Ae 和 Am 却 都 是 
无 穷 大 .虽然 如 此 ,人 们 还 是 用 原来 那 种 形式 结构 ,并 且 得 到 的 结果 是 用 e 十 Ae 和 m 十 Am 来 表 
不 的 ,这 一 点 可 以 这 样 来 解释 ,就 是 说 e 和 六 是 某 种 负 无 穷 大 的 量 ,抵消 了 正 无 窃 大 的 Ae 和 
Am. 可 以 用 这 样 的 理论 推出 一 些 结果 ,再 与 实验 ,特别 是 量子 电动 力学 的 实验 相 比较 . 令 人 防 惊 
的 是 ,在 量子 电动 力学 的 情况 ,所 得 的 结果 与 实验 相符 得 极 好 . 直到 许多 位 有 效 数 字 都 相符 一 一 
这 种 精确 度 只 在 天 文学 中 有 过 . 正 是 由 于 符合 得 如 此 之 好 ,物理 学 家 觉得 重 正 化 理论 有 点 道理 ， 
里 然 不 大 符合 逻辑 . 

ds = 0 dt — dx — dy: ~ dz 
狭 尽 相对 论 引 进 的 四 维 对 称 性 并 不 完全 .上 式 是 四 维 时 空中 不 变 距离 的 式 子 , s 是 林 变 距 
离 ;0 是 光速 ;t 是 时 间 ; x,y,z 是 三 个 空间 维度 .dg 表示 微分 .缺少 完全 的 对 称 性 反映 在 时 间 
万 向 的 贡献 {6? df) 与 三 个 空间 方式 的 贡献 ! - dx? , - dy? , -- dz?) 符 号 不 同 ， 
Gia a 
薛 定 请 的 第 一 个 波 方程 与 实验 结果 并 不 符合 . 因为 它 没 有 考虑 当时 还 处 知道 的 电子 自 旋 . 这 
方程 是 德 ， 勃 罗 依 关于 自由 电子 运动 方程 的 推广 . 符号 8 表示 电子 电荷 ,; 是 -1 的 平方 根 ; 
是 普 朗 克 常 数 ;r 是 电子 到 核 的 距离 ;更 是 薛 定 刘波 函数 ;,m 是 电子 质量 .是 偏 导数 的 记号 . 


(本 7( 芝 + 六 + 达 ) 


县 定 次 第 二 波 方程 是 原 方 程 的 一 个 近似 , 它 没 有 考虑 相对 论 所 要 求 的 修正 . 


筷 把 这 个 理论 放 在 可 靠 的 数学 基础 上 似乎 是 不 可 能 的 . 过 去 物理 理论 都 建筑 在 本 质 上 很 可 
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靠 的 数学 之 上 , 我 不 是 说 物理 学 家 所 用 的 总 是 可 靠 的 数学 ;他 们 在 计算 时 也 时 常 使 用 不 可 靠 的 
步骤 .但 是 以 前 他 们 这 样 做 可 以 说 只 是 由 于 懒 . 他 们 想 尽快 地 得 到 结果 而 不 想 做 不 必要 的 事 . 纯 
粹 数学 家 总 会 跟着 带 来 另 一 些 步骤 把 这 个 理论 卉 得 靠得住 ,也 许 要 引进 一 大 堆 复 杂 的 志气 之 
类 . 从 数学 的 观点 看 来 ,为 了 把 每 件 事 都 表述 得 严格 ,这 样 做 是 可 取 的 ,但 是 对 物理 思想 却 设 有 
贡献 , 过 去 的 数学 用 这 个 办 法 总 能 弄 得 很 可 靠 , 但 是 重 正 化 理论 却 挫败 了 数学 家 所 有 的 把 它 摘 
得 可 靠 的 尝试 . 我 倾向 于 怀疑 重 正 化 理论 是 一 种 将 来 不 会 存在 下 去 的 理论 , 它 的 结果 与 实验 之 
间 令 人 瞩目 的 相符 应 该 看 成 一 种 巧合 ， 

这 可 能 并 非 休 人 之 谈 , 因 为 过 去 也 有 类 似 的 巧合. 实际 上 , 玻 尔 的 电子 一 轨道 理论 ,如 果 仅 
限于 一 个 电子 的 问题 ,也 忆 观 察 符 合 得 很 好 . 我 想 ,今天 人 们 也 会 说 这 种 相符 也 是 凑 瑟 而 已 , 因 
为 玻 尔 的 轨道 理论 的 基本 思想 已 经 被 一 种 完全 不 同 的 东西 超过 了 . 我 相信 , 重 正 化 理论 的 成 功 ， 
也 和 玻 尔 的 轨道 理论 用 于 单 电 子 问 题 上 的 成 功 ,是 差不多 的 事 . 

如 凡人 们 能 够 接受 抛弃 无 穷 大 不 管 这 种 不 合 逐 辑 的 事 , 那 么 重 正 化 理论 确实 消除 了 某 些 第 
二 类 困难 ,但 没有 消除 全 部 . 在 涉及 电动 力学 以 外 的 粒子 上 ,例如 形形色色 的 介子 和 中 微 子 这 些 
新 粒子 ,还 留 下 许多 问题 . 在 那里 , 现 有 的 理论 还 处 于 原始 阶段 .看 来 相当 肯定 ,要 在 基本 概念 上 
有 很 大 的 改变 才能 解决 这 些 问题 . 

这 些 问 题 之 一 就 是 我 提 到 过 的 137 这 个 数字 的 问题 . 另外 的 问题 还 有 怎样 自然 而 然 地 在 物 
理学 中 引进 基本 的 长 度 的 问题 ,还 有 怎样 解释 基本 粒子 的 质量 之 比 ,怎样 解释 它们 的 其 他 性 质 
的 问题 , 我 相信 ,解决 这 些 问 题 各 需要 各 个 的 概念 ,而 在 物理 学 未 来 的 进化 的 各 个 阶段 里 会 逐一 
得 到 解决 , 在 这 一 点 上 我 觉得 我 与 大 多 数 物理 学 家 看 法 不 同 . 他 们 倾向 于 觉得 ,有 朝 一 日 会 发 现 
一 个 大 概念 ,然后 一 下 子 解决 了 所 有 这 些 问 题 , 我 觉得 ,希望 什么 人 能 一 下 子 解决 所 有 这 些 问 题 
是 要 求 太 高 了 . 应 该 尽 可 能 把 这 些 问 题 分 开 然 后 各 个 击破 , 而 且 我 相信 ,物理 学 未 来 的 发 展 就 在 
于 一 个 个 地 解决 它们 , 即 令 解 决 了 一 个 ,怎样 对 付 其 他 的 还 是 大 大 的 神秘 . 

我 或 许可 以 讨论 一 下 ,为 了 解决 某 一 些 这 类 问题 我 有 过 一 些 什 么 想法 . 这 些 想 法 没有 一 个 
已 经 走 得 很 远 了 ,而 且 我 对 其 中 哪 一 个 也 不 存 过 多 的 希望 . 但 我 还 是 觉得 值得 简单 地 谈 谈 ， 

一 个 想法 是 引进 对 应 于 光 以 太 的 什么 东西 , 光 以 太 在 19 世纪 的 物理 学 家 中 间 是 很 流行 的 . 
我 前 面 说 过 ,物理 学 不 会 向 后 进化 . 当 我 说 要 重新 引 人 以 太 时 ,并 不 意味 着 要 回 到 19 世纪 所 有 
的 那 种 关于 以 太 的 图 像 ,而 我 的 意思 是 要 引入 与 现在 的 量子 理论 相符 合 的 那样 一 种 关于 以 太 的 
新 图 像 . 以 太 的 老 观 念 之 所 以 遭 到 反对 ,是 因为 你 把 它 设 想 成 一 种 充满 空间 的 流体 ,而 且 它 在 每 


一 反 处 都 有 确定 的 速度 ,这 就 破坏 了 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 所 要 求 的 四 维 对 称 性 . 爱 因 斯 坦 的 获 
义 相 对 论 枪 毙 了 以 太 这 个 观念 . 
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但 是 按 现今 的 量子 理论 我们 没有 必要 对 任 一 个 物理 对 象 都 给 以 确定 的 速度 ,因为 速度 服 
从 测 不 淮 关系 . 我 们 所 关心 的 对 象 质量 越 小 , 测 不 准 关 系 式 就 越 重 要 . 现在 ,以 太 肯 定 只 有 很 小 
的 质量 ,所 以 测 不 准 关 系 式 对 它 就 越发 重要 , 所 以 ,以 太 在 某 个 特定 位 置 的 速度 就 不 能 看 成 是 确 
定 的 ,因为 它 要 服从 测 不 淮 关系 式 , 所 以 可 以 取 相当 广大 范围 内 的 任意 值 . 这 样 就 可 以 解决 把 以 
太 的 存在 与 狭义 相对 论调 和 起 来 这 个 难题 . 

这 会 使 我 们 对 于 真空 的 图 像 发 生 重 要 的 变化 . 我 们 愿 把 真空 看 作 时 空 四 个 维度 完全 对 称 的 
区 域 , 这 正 是 狭义 相对 论 所 要 求 的 . 如 果 区 域 中 有 服从 测 不 准 关系 式 的 以 大 存在 就 不 会 有 准确 
的 对 称 性 . 我 们 可 以 假设 以 太 的 速度 在 一 个 宽广 的 值 域 中 职 一 切 值 的 机 会 都 是 相同 的 ,但 这 只 
能 给 出 近似 的 对 称 性 . 我 们 不 能 以 任 一 种 精确 的 方式 达到 如 下 的 极限 情况 , 即 是 人 允许 到 正 负 光 
速 之 闻 的 一 切 值 ,而 想 要 得 到 完全 的 对 称 性 又 必须 这 样 微 . 所 以 真空 是 一 种 达 不 到 的 状态 . 我 并 
不 以 为 这 是 从 物理 上 反对 这 个 理论 的 依据 . 这 意味 着 真空 是 一 种 可 以 非常 接近 的 状态 ， 接近 到 
什么 程度 都 没有 限制 ,但 就 是 达 不 到 . 我 相信 ,对 于 实验 物理 学 家 来 说 这 已 经 通令 人 满意 了 . 然 
而 这 意味 着 要 背离 量子 理论 中 的 真空 状态 ,存量 子 理论 中 我 们 正 是 从 怡 好 具有 狭义 相对 论 所 要 
求 的 对 称 性 的 真空 态 开始 的 . 

这 就 是 为 了 物理 学 在 未 来 发 展 的 一 个 概念 , 它 会 改变 我 们 关于 真空 的 图 像 ,但 是 这 种 改变 
个 年 实验 物理 学 家 所 不 能 接受 的 . 把 这 个 理论 发 展 下 去 是 困难 的 ,因为 有 必要 从 数学 上 建立 起 
以 太 的 测 不 准 关 系 式 , 在 这 个 方向 上 迄今 还 没有 发 现 满意 的 理论 . 如 果 能 够 满意 地 发 展 , 它 就 会 
在 物理 理论 中 给 出 - -类 新 的 场 ,可 能 有 助 于 解释 某 些 基本 粒子 . 

如 一 个 我 想 握 一 下 的 图 像 是 关于 为 什么 在 自然 界 观 察 到 的 电荷 都 是 某 -个 基本 单位 。 的 
倍数 , 为 什么 大 自然 中 的 电荷 值 不 能 是 连续 的 呢 ? 我 所 建议 的 图 像 可 癌 潮 到 法 拉 第 关于 电力 线 
的 概念 ,是 它 的 一 个 发 展 . 法 拉 第 的 电力 线 是 描述 电场 的 一 种 方法 . 如 果 在 空间 的 某 一 区 域 有 一 
个 电场 ,遵照 法 拉 第 ,可 以 作出 一 组 电力 线 , 其 方向 即 电场 的 方向 . 电力 线 接近 的 程度 就 是 电场 
强度 的 一 种 度量 , 电场 强 处 电力 线 就 很 接近 ,电场 弱 处 就 不 太 接近 . 法 拉 第 的 电力 线 给 了 我 们 经 
典 理论 中 的 电场 的 一 个 好 的 图 像 . 

当 我 们 过 渡 到 量子 理论 时 ,就 在 基本 图 像 中 引进 某 种 离散 件 . 我 们 可 以 假设 ,经 典 理论 中 连 
续 分 布 的 电力 线 会 被 几 条 电力 线 所 歌 代 ,而 它们 之 间 再 也 没有 电力 线 了 . 

好 了 ,法拉第 图 像 中 的 电力 线 的 端点 就 是 电 薪 . 所 以 对 于 量子 化 的 法 拉 第 电力 线 ,假设 与 每 
一 条 电力 线 相 联结 的 电荷 都 是 相同 的 (除了 符号 以 外 ) 就 很 合理 了 . 它们 一 定位 于 端点 ,如 果 电 
刁 线 有 端点 的 话 . 而 且 一 定 是 电子 电荷 ,一 e 或 者 十 e. 每 条 电力 线 各 有 方向 ,所 以 有 两 个 端点 的 
电力 线 , 其 两 端 是 不 一 样 的 ,一 个 端点 有 电荷 十 e, 另 一 个 则 有 电荷 一 e. 当然 我 们 也 有 通 向 无 穷 


400 V , 数学 的 意义 


薛 定 请 (Erwin Schr6dinger,1887 一 1961) 把 德 ， 勤 罗 依 关于 必定 
有 波 与 粒子 相 联 结 的 思想 推广 到 电子 绕 核 运动 而 作出 了 他 的 方程 
这 幅 照 片 摄 于 他 发 表 其 第 二 方程 后 的 四 年 , 即 1929 年. 


远 处 的 电力 线 , 这 时 就 没有 电荷 . 

如 果 我 们 设 这 些 离散 的 法 拉 第 电 力 线 蚌 物 理学 中 基本 的 东西 ,而 且 是 我 们 关于 电磁 场 的 图 
像 的 基础 ,我 们 就 能 解释 为 什么 电荷 总 是 以 e 的 倍数 出 现 . 这 是 由 于 ， 如 果 我 们 设 有 任何 一 个 粒 
于 而 有 者 干 电 力 线 以 它 为 端点 ,电力 线 的 数目 只 能 是 一 个 整数 . 这 样 就 可 得 到 一 个 定性 地 说 是 
相当 合理 的 图 像 了 . 

我 们 设 这 些 电力 线 可 以 运动 ,其 中 有 一 些 成 为 闭环 或 者 简单 地 由 负 无穷 远 伟 向 正 无 穷 远 . 
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这 些 都 相应 于 电磁 波 . 另 一 些 电力 线 有 端点 ;端点 就 是 电荷 . 有 财 电力 线 也 会 折断 .这 时 就 会 出 
现 两 个 端点 ,在 那里 就 会 有 电荷 .电力线 的 折断 这 个 过 程 就 是 生成 一 个 电子 (e ) 和 一 个 正 电 子 


(e ) 的 图 像 . 这 将 是 一 个 相当 合理 的 图 像 . 如 果 有 人 能 把 它 展开 , 它 就 会 成 为 一 个 理论 而 e 是 其 
中 的 基本 的 基 . 我 还 没有 找到 合理 的 力 线 运动 方程 组 ,我 只 是 把 这 个 想法 提出 来 ,而 它 可 能 是 未 
来 的 物理 图 像 ， 

这 个 图 像 有 一 个 很 吸引 人 的 特点 . 它 能 相当 大 地 改变 关于 重 正 化 的 讨论 . 我 们 现在 的 量子 
电动 力学 中 的 重 正 化 的 起 点 是 人 们 说 的 所 谓 裸 电子 ; 即 没有 电荷 的 电子 .在 这 个 理论 中 ,电荷 是 
在 茶 个 阶段 才 引 进来 放 在 这 个 电子 上 的 ,这 样 才 使 它 与 电磁 场 互 相 作用 . 这 就 对 方程 式 带 来 一 
个 摄 动 , 并 使 电子 质量 有 了 改变 Am, 再 把 Am 加 到 电子 原来 的 质量 上 .这 个 过 程 是 相当 迁 回 的 ， 


海 森 您 ( Werner Heisenberg,1901 一 1976) 引 | 进 了 扼 阵 为 学 ,这 和 
藤 定 庙 方 程 一 样 是 为 了 讨 论 电子 的 运动 的 .这 张 照 片 概 于 1929 年 
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因为 它 是 从 裸 电 子 这 个 是 为 " 非 物理 ?的 概念 出 发 的 . 说 不 定 在 将 来 改进 了 的 物理 图 像 中 ,是 不 
会 有 裸 电子 存在 的 . 

现在 的 情况 正如 离散 的 电力 线 情况 一 样 . 我 们 可 以 把 电力 线 看 成 芒 , 图 像 中 的 电子 就 是 芝 
的 端点 . 弦 本 身 就 是 电子 附近 的 库仑 力 . 裸 电 子 就 是 周边 没有 库仑 力 的 电子 . 这 个 图 像 是 很 难 设 
想 的 ,正如 考虑 弦 的 端点 而 不 考虑 弦 本 身 一 样 难 于 设想 . 我 想 , 这 大 概 就 是 试图 发 展 物理 图 像 的 
道路 一 一 即 引进 一 些 使 得 我 们 不 想 要 的 东西 成 为 难于 设想 的 . 我 们 又 有 了 一 个 看 来 合理 的 图 
像 ,只 不 过 我 还 没有 找到 发 展 它 的 适当 的 方程 . 

我 还 可 以 提 一 下 我 近来 正在 做 的 第 三 个 图 像 , 它 要 背离 把 电子 设想 为 一 个 点 的 图 像 而 把 它 
设想 为 一 个 有 限 大 小 的 球 . 当然 ,把 电子 设想 为 一 个 球 是 一 个 老 观念 了 ,但 以 前 在 讨论 对 球 加 速 
或 使 之 作 不 规则 的 运动 时 会 有 困难 . 它 会 变形 ,而 又 怎样 去 处 理 变 形 昵 9 我 提议 ,应 该 允许 电子 
一 般 地 具有 任意 形状 和 大 小 . 在 有 些 形状 和 大 小 之 下 , 它 的 能 量 比 其 他 情况 小 , 它 会 趋向 于 一 定 
大 小 的 球 ,这 时 它 的 能 量 最 小 . 

这 个 把 电子 放大 的 图 像 是 受到 物理 学 中 一 个 新 粒子 即 y 介子 的 启发 而 来 的 . wz 介子 有 一 个 
令 人 惊 论 的 性 质 , 即 它 的 质量 大 约 是 电子 质量 的 200 倍 , 其 他 性 质 则 几乎 与 电子 完全 一 样 . 除了 
质量 与 电子 不 相配 以 外 ,yp 介子 以 极 高 的 精确 度 与 电子 相似 , 自 旋 相同 , 磁 矩 与 质量 之 比 也 与 电 
子 相同 . 这 就 导致 一 个 想法 , 即 应 该 把 wx 介子 看 成 受 激 的 电子 . 如 果 电 子 只 是 一 个 点 ,要 想像 它 
如 何 受 激 ,是 一 件 别扭 的 事 , 但 是 车 电子 是 一 个 有 一 定 大 小 的 物体 的 最 稳定 的 态 ,w 介子 可 能 正 
是 这 个 物体 在 振荡 时 的 下 一 个 最 稳定 的 态 , 这 就 是 我 最 近 正 在 研究 的 想法 , 这 个 想法 的 展开 有 
许多 困难 ,特别 是 很 难 引进 正确 的 自 旋 ， 

我 提 到 了 可 以 设想 我 们 的 物理 图 像 如 何 发 展 的 三 种 可 能 的 途径 . 无 疑 ,别人 还 会 想到 其 他 
的 途径 . 人 们 可 能 会 想 , 有 朝 一 日 什么 人 会 找到 一 个 真正 合适 的 思想 从 而 引 到 一 个 大 的 发 展 . 我 
则 相当 悲观 ,并 且 倾 向 于 认为 这 些 想法 都 不 够 好 . 基本 物理 学 将 来 的 进化 -~ 就 是 真正 能 解决 
某 一 个 问题 的 发 展 , 倒 如 引进 基本 长 度 ,解释 各 种 粒子 之 质量 比 一 都 需要 对 物理 图 像 作 重大 
得 多 的 改变 . 这 就 会 意味 着 ,我 们 现在 的 设想 薪 的 物理 图 像 的 种 种 企图 ,都 是 让 想像 力 依靠 不 充 
中 的 物理 概念 驰 对 . 如 果实 正 是 这 样 ,又 怎么 能 希望 将 来 得 到 进展 呢 ? 

还 有 另 一 条 路 线 , 可 以 沿 着 它 依 车 理论 手 眉 前 进 . 天 自然 似乎 有 一 个 基本 的 特点 ,就 是 基本 
的 物理 定律 都 是 用 非常 美 ,非常 有 力 的 数学 理论 来 描述 的 ,更 有 很 高 标准 的 数学 才能 理解 它 .你 
可 能 奇怪 :为 什么 大 自然 是 按 这 样 的 路 线 构 造 出 来 的 ? 我 们 只 能 回答 说 ,我 们 现 有 的 知识 亿 乎 
就 是 表明 大 自然 是 这 样 移 造 出 来 的 . 我 们 干脆 就 非 接受 不 可 . 人 们 或 者 也 可 以 这 样 来 描述 这 个 
情况 ,说 上 帝 是 一 个 非常 高 明 的 数学 家 ,他 用 很 高 深 的 数学 来 构造 宇宙 . 我 们 对 于 数学 的 谦 旧 的 
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电磁 场 中 的 电力 线 , 若 在 量子 理论 中 设 为 离散 的 ,就 可 以 提示 ,何以 电荷 总 是 
电子 电荷 的 整数 倍 . 按 狄 拉克 的 观点 , 当 一 条 电力 线 有 两 个 端点 时 , 则 站 一 个 潍 点 
上 有 一 个 电荷 为 ~ e 的 粒子 ,如 电子 ;在 另 一 端 则 有 一 个 电荷 为 + 的 粒子 ,说 不 
定 是正 电 子 , 一 条 封闭 的 电力 线 折 断 时 ,就 会 物化 为 一 个 电子 -一 正 电子 对 . 


追求 使 我 们 能 理解 宇宙 的 一 秘 半 爪 ， 随 着 我 们 进而 发 展 越 来 越 高 深 的 数学 ,我 们 就 有 望 对 字 宣 
了 解 得 更 好 . 

这 种 观点 还 给 我 们 指出 了 另外 一 条 道路 ,有 望 我 们 的 理论 沿 着 它 取 得 进展 . 去 研究 数学 吧 . 
我 们 可 以 希望 能 猜 到 ,什么 样 的 数学 将 要 进入 未 来 的 物理 学 . 许多 人 在 研究 量子 理论 的 数学 基 
础 ,试图 更 好 地 懂得 这 个 理论 ,并 使 它 更 有 力 .更 漂亮 . 如 果 有 谁 碰 上 了 正确 的 途径 , 沿 着 它 可 以 
得 到 这 个 发 展 , 它 就 会 引导 到 未 来 的 进步 ,这 里 :人 们 先是 找到 方程 ,然后 研究 它们 ,逐步 地 学 会 
蚊 样 应 用 它们 . 这 和 醉 定 谓 发 现 他 的 波 方 程 的 发 展 道路 多 少 有 些 相 应 ， 棱 定 坦 只 不 过 是 针 找 一 


404 VY ,数学 的 意义 


个 数学 上 很 美的 方程 才 发 现 他 的 方程 . 当 方 程 才 被 发 现时 ,人 们 看 到 它 在 某 些 方面 很 适合 ,但 
是 ,应 用 这 个 方程 的 一 般 原 则 是 两 三 年 以 后 才 发 现 的 . 很 可 能 物理 学 的 下 一 次 进步 先 会 是 沿 着 
这 样 的 路 线 : 估 们 先 我 到 方程 ,然后 再 需要 几 年 时 间 的 发 展 才 能 找到 这 些 方程 后 面 的 物理 思想 . 
我 的 信念 是 , 比 之 试 着 猜想 某 些 物 理 图 像 ,这 是 一 条 更 有 希望 的 前 进 的 路 线 . 

当然 也 可 能 甚至 这 样 的 前 进 遵 路 也 不 行 , 那 时 剩 下 来 的 唯一 道路 就 是 实验 了 . 实验 物理 学 
家 们 不 太 理 会 理论 的 事 , 而 不 断 地 工作 ,收集 了 一 大 仓库 的 信息 , 有 朝 一 日 会 出 来 一 个 新 的 海 森 
堡 ,他 能 从 这 些 信息 中 挑 出 重要 的 特性 ,而 且 能 看 出 怎样 去 使 用 它们 ,有 点 像 海 森 堡 当年 用 关于 
光谱 的 实验 知识 建立 起 矩阵 力学 的 办 法 . 物理 学 最 终 会 沿 着 这 样 一 些 道路 发 展 , 这 是 不 可 避免 
的 ,但 是 如 果 人 们 找 不 到 聪明 的 思想 以 发 展 其 理论 方面 ,我 们 就 可 能 还 得 等 待 一 个 相当 长 一 段 
时 间 . 


物理 科学 中 的 数学 


戴 森 (Freeman J]. Dyson),1964 年 9 上 月 号 


顿 大 学 数学 课程 的 改革 . “我 们 可 以 把 群 论 也 砍 掉 ”"， 琴 斯 说 ， “ 那 蚌 一 门 在 物理 学 中 

永远 用 不 上 的 课 ” 没有 记录 表明 维 布 伦 是 反 驶 了 琴 斯 的 论点 ， 还 是 在 纯 数 学 基础 上 
为 保留 群 论 而 辩护 .我 们 知道 的 就 是 群 论 课 仍然 要 开 ， 维 布 伦 没有 听 琴 斯 的 意见 ， 这 对 普 林 
斯 顿 的 科学 历史 多 少 有 点 重要 性 ， 真 是 命运 的 哮 生 ， 群 论 后 来 成 了 物理 的 中 心 主题 ， 它 主导 
了 我 们 这 些 力 求 了 解 大 自然 中 的 基本 粒子 的 人 的 思想 . 这 也 是 一 个 巧合 ， 从 20 年 代 到 现在 开 
创 了 物理 学 的 群 论 观点 的 外 尔 《Hermann Weyl) 和 威 格 纳 (Eugene Wigner) 后 来 都 是 普 林 
斯 顿 的 教授 , 

这 个 小 故事 有 好 几 个 教训 , 教训 之 一 是 :科学 家 不 应 该 在 自 已 胜 任 的 领域 之 外 轻易 宣称 砍 
撑 什 么 , 琴 斯 的 武断 的 恶果 给 了 我 们 一 个 清楚 的 教训 . 从 他 与 维 布 伦 的 这 个 不 幸 事 件 开 始 , 他 后 
来 等 呢 愈 下 ,成 了 一 个 成 切 的 科普 作者 和 在 无 线 电台 上 的 讲演 者 ,接受 下 玫 十 封号 , 却 因 他 对 宗 
教 和 哲学 上 的 儒雅 但 却 浅薄 的 思辨 度 了 自己 的 职业 名 声 . 

但 我 们 不 应 因为 琴 斯 的 兴衰 而 暗自 上 庆幸. 如 果 不 是 上 帝 的 恩 宠 ， 我 们 都 会 落 到 这 个 地 步 . 
不 论 如 何 ，1910 年 代 的 琴 斯 是 一 个 受 人 尊重 的 物理 学 家 (然而 普林斯顿 大 学 除了 也 有 仿 哥 特 
去 建筑 以 外 ， 在 头衔 上 也 效 到 于 英国 习俗 ， 称 学 斯 为 应 用 数学 教授 ). 他 与 大 多 数 同事 相 比 ， 
并 非 不 能 胜任 ， 也 非 学问 不 多 ， 那 时 ， 对 于 物理 学 与 群 论 的 联姻 会 如 此 成 果 丰 硕 ， 谁 也 没有 
最 少 的 知觉 ， 所 以 我 们 的 故事 的 第 二 个 也 是 更 重要 的 教训 是 ， 科学 的 未 来 是 不 可 预测 的 ， 数 
学 在 物理 科学 中 的 地 位 不 可 以 一 劳 永 所 地 决定 . 数学 与 科学 的 关系 ， 也 和 科学 本 身 一 样 多 次 


1 Ou 年 ;数学 家 维 布 伦 {Oswald Veblen) 和 物理 学 家 琴 斯 (James Jeans) 讨论 普 林 斯 
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静止 质量 (MEV) 


群 论 在 基本 粒子 物理 中 由 于 今年 在 布鲁克 哈 文 国立 实验 室 发 现 了 眉 - 重子 而 有 了 戏剧 性 
的 成 功 . ”的 存在 是 用 "八重 方式 "预见 到 的 ,这 是 一 个 由 羡 尔 量 和 涅 依 曼 独 立 建 立 的 理论 . 
“八重 " 指 的 是 一 种 基于 抽象 群 的 数学 理论 得 出 的 分 类 方式 . 早 前 的 理论 证 明 * 同 位 旋 " 对 称 性 
( 黑 箭 头 ) 把 有 不 同 电荷 秆 (Q) 的 一 族 粒子 联系 起 来 . 八重 方式 用 一 种 新 的 对 称 性 ( 灰 箭头 ) 把 
有 不 同 超 荷 (y) 和 同位 旋 {T) 的 粒子 的 超 族 联 结 起 来 . 需要 有 Q- 重子 把 含 十 个 成 员 的 超 族 补 
全 起 来 * 其 中 几 个 成 员 是 早已 知道 了 的 ,这 就 是 一 个 四 元 组 (A) ,一 个 三 元 组 ( 民 ) ,一 个 二 元 组 
(三 ). 册 是 唯一 的 具有 负电 荷 的 单个 重 子 ,而 它 的 观测 质量 与 理论 预测 的 质量 只 相差 不 多 几 
个 下 万 电子 伏 (mey). 
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多 彩 . 

物理 科学 的 曲折 历史 中 有 一 个 始终 未 变 的 因素 ,这 就 是 数学 想像 力 的 决定 性 的 重要 , 在 每 一 
个 世纪 中 ,科学 各 有 其 专注 ,数学 也 各 有 其 风格 . 但 在 每 一 个 取得 重大 成 就 的 世纪 中 ,物理 学 的 
理解 之 增长 ,无 不 是 在 经 验 性 的 观察 与 纯粹 的 数学 直觉 共同 指导 下 上皮 得 的 . 数学 之 于 物理 学 家 
不 仅 是 计算 现象 的 工具 ; 它 是 创造 新 理论 的 概念 和 原理 的 主要 源泉 . 

在 各 个 世纪 中 ， 数 学 反映 物理 宇宙 的 性 态 的 力量 一 直 使 物理 学 家 感到 惊异 ， 伟 大 的 17 世 
纪 天 文学 家 开 普 勒 〈Johannes 开 epler) ， 行 星 运 动 规律 的 发 现 者 ,: 用 神学 的 词句 表达 了 自己 的 
惊异 :;“ 上 帝 实 是 宅 心 仁厚 ， 他 和 悠游 自在 ,不 事 雕琢 ， 始 作 符 导游 戏 ， 将 他 的 爱好 狗 刻 于 世界 
之 中 ; 故我 时 而 想到 ， 整 个 大 自然 与 深 恩 的 苍天 都 以 几何 学 的 艺术 为 表征 , ”在 更 加 观念 论 的 
19 世纪 ， 第 一 次 验证 了 电磁 波 的 存在 而 使 表 克 斯 书 的 电磁 场 方 程 得 到 证 实 的 物理 学 家 赫 芭 
‘Heinrich Hertz) 写 道 :“ 人 们 无 法 避免 这 样 一 种 感觉 ， 这 些 数学 公式 自 有 独立 的 存在 ， 并 有 
自己 的 智 闫 ， 它 们 比 我 们 聪明 ， 甚 至 比 它 们 的 发 现 者 聪明 ， 因 为 我 们 由 它们 得 到 的 ， 多 于 我 
们 赋予 它们 的 .” 最 后 ， 在 理性 主义 的 20 世纪 ， 比 较 现 代 的 数学 观念 ， 昌 然 以 枯燥 而 且 质 朴 
为 其 特征 ， 却 取得 了 如 此 的 成 就 ， 这 使 威 格 纳 感 到 迷惑 不 解 ，“ 我 们 的 处 境 像 是 一 个 拿 了 一 大 
串 钥 是 的 人 人 ， 要 依次 开 几 扇 门 . 他 总 是 试验 一 次 两 次 就 找到 了 正确 的 钥匙. 他 就 怀疑 了 是 不 
是 钥匙 和 门 只 有 一 种 匹配 方法 .” 

开 普 勒 的 数学 、 赫 艺 和 威 格 纳 的 数学 几乎 毫 无 共同 之 处 . 开 普 勒 关心 的 是 欧 氏 几何 : 圆 、 
球 还 有 正 多 面体 ， 赫 芝 想 的 是 偏 微分 方程 ， 威 格 纳 写 的 是 复数 在 量子 力学 中 的 应 用 ， 还 有 
(但 是 他 没有 明说 ) 他 自己 胜利 地 引入 物理 学 的 许多 领域 的 群 论 ， 欧 氏 几 何 ， 偏 微分 方程 和 群 
论 属于 数学 中 三 个 不 同 分 支 ， 相 距 遥 远 ， 似 乎 局 于 不 同 的 数学 宇宙 . 然而 它们 又 都 紧密 地 与 
统一 的 物理 宇宙 相关 ， 这 些 事实 令 人 惊奇 ， 而 谁 都 不 能 完全 理解 ， 只 是 ， 从 这 些 事实 有 保证 
地 可 己 得 到 一 个 结论 .人 类 对 于 物理 世界 、 对 于 数学 世界 以 及 它们 的 相互 关系 ， 还 远 未 接近 
于 完全 的 理解 

在 本 文中 我 不 打算 对 于 为 什么 数学 会 为 物理 学 提供 这 样 大 的 力量 作 深入 的 哲学 讨论 . 每 个 
世纪 中 只 有 少数 物理 学 家 一 一 在 20 世纪 或 者 只 有 爱 因 斯 坦 , 外 尔 , 玻 尔 CNiels Bohr) , 布 里 奇 学 
(了 , W. HBridsman) 和 威 格 纳 一 才 对 我 们 的 知识 的 基础 控 搁 得 如 此 之 深 , 才 会 台 到 真正 的 哲学 
困难 . 绝 六 多 数 从 事 通 常 研究 工作 的 科学 家 ,我 自己 也 包括 在 内 , 则 可 以 从 法 国 数学 家 勒 贝 格 
(Henri Lebesgue) 的 话 中 得 到 安慰 ,“ 在 我 看 来 ,一 个 数学 家 就 他 作为 数学 家 面 言 , 不 必 全 神 鞭 注 
于 哲学 ,一 一 此 外 ,许多 哲学 家 也 表示 了 同样 的 意见 ,” 

我 们 就 满足 于 把 哲学 化 的 任务 留 给 玻 尔 、 研 格 纳 这 样 的 巨人 ， 我 们 则 在 比较 表面 的 层次 
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开 警 勒 的 太阳 系 模型 发 表 于 1596 年 ,基于 欧 氏 几何 的 五 个 "完全 "多 面体 , 行 
星 轨道 依次 内 接 或 外 切 于 正八 面体 ,正二 十 面体 , 正 十 二 面体 ,正四 面体 和 正 立 方 
体 ,这 个 模型 是 误导 的 数学 模型 的 最 重要 的 例子 ,尽管 开 普 勒 知道 他 的 理论 与 当时 
最 好 的 观测 结果 有 差异 ,他 仍 认为 这 个 模型 是 他 的 最 大 成 就 之 一 ， 


上 探讨 大 自然 以 自 娱 吧 ， 循 此 ， 我 们 不 进一步 讨论 数学 概念 在 物理 学 中 卓越 超群 的 终结 的 理 
由 了 .我 愿 听从 哲学 去 讨论 ， 而 我 自己 则 作为 一 种 信仰 ， 相信 只 有 用 数学 语言 才能 理解 大 自 
然 、 我 将 讨论 一 些 实在 的 问题 ， 即 数学 如 何 作用 于 物理 学 的 问题 . 数学 为 物理 学 家 树立 了 人 怎 
样 一 种 趣味 和 判断 的 标准 ? 数学 的 哪些 部 门 现在 为 新 的 物理 学 的 理解 给 出 了 希望 ? 作为 结论 ， 
因为 一 个 实例 优 于 成 堆 的 话语 ， 我 要 概述 一 下 群 论 在 物理 学 中 的 作用 ， 直到 基本 粒子 的 所 谓 
淮 重 方式 ”的 理论 ( 见 Geoffrey F, Chew， Murray Gell-Mann, Arthur H. Rosenfeld, Strongly 
interacting particles,《 科 学 的 美国 人 》 单 行 本 , # 296). 这 个 理论 是 由 盖 尔 晶 (Murray Gell- 


Mann) 和 涅 依 曼 (Yuval Ne'*eman) 独 立地 发 展 起 来 的 ,由 于 Q- 粒子 的 发 现 , 它 得 到 了 光 辉 的 证 
实 ， 
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轨道 之 比 责 白 尼 的 值 | 开 普 勤 的 模型 | 现代 的 什 


术 星 最 大 值 6s0 
金星 最 小 值 


.i123 OD? 。 
会 星 最 大 值 | 
地 球 最 大 值 7 
灵性 最 大 值 一 
打量 相信 7 
未 量 最 大 值 
士 星 最 小 值 .B39 ,577 。 


开 普 勒 关于 太阳 系 的 多 面体 模型 的 放大 图 表示 各 行星 轨道 怎样 位 于 一 个 球 克 之 中 . 球 帝 
厚度 表明 行星 到 太阳 的 最 大 与 最 小 距离 之 差 .上方 表 格 列 了 三 组 数值 ,表明 每 一 个 行 手 的 最 大 
轨道 半径 与 其 外 庭 的 下 一 个 行 皇 之 最 小 轨道 半径 之 比 .第 -一行 是 开 普 惑 得 自 哥 白 尼 的 观测 值 . 
第 二 行 是 得 自 开 普 勒 多 面体 模 章 的 理论 信 . 第 三 行 是 当代 测 出 的 值 . 开 普 鞭 在 水 星 情况 下 作 了 
一 些 假 ,来 照顾 他 的 理论 和 哥 白 尼 的 值 之 间 最 显而易见 的 不 符 , 虽 然 外 面 的 四 个 多 面体 都 被 里 
面 一 个 行星 的 壳 层 以 通常 的 方式 相 切 ( 壳 层 切 于 外 面 一 个 行星 的 多 面体 的 面 } ,正八 面体 却 补 
自己 的 轨道 球面 以 特殊 的 方式 相 接 ( 壳 层 接触 到 正八 面体 的 顶点 * )， 


* 译注 :原文 误 作 正八 面体 的 棱 ， 


本 
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在 进入 今天 的 问题 的 细节 之 前 ,我 还 想 用 一 些 历史 的 实例 说 明 数 学 的 超 味 和 偏见 对 物理 学 
的 影响 . 为 了 对 非 专业 的 听众 讲解 专业 的 事 , 考 查 过 去 的 历史 ,在 过 去 的 问题 与 当前 的 问题 中 作 
一 些 类 比 ,时 常 是 有 好 处 的 . 应 该 要 警告 读者 不 要 对 历史 的 类 比 过 于 认真 . 极 少 有 活跃 的 科学 家 
对 科学 史 真 有 研究 ,而 几乎 没有 一 个 人 在 自己 的 工作 中 是 以 历史 类 比 为 指导 的 .在 这 一 方面 , 科 
学 家 可 以 和 政治 家 比较 , 我 们 时 代 最 伟大 的 政治 家 大 概 是 列宁 ,他 是 在 一 个 历史 观 之 下 成 功 地 
运作 的 ,但 这 个 历史 观 是 完全 受 局 限 与 焉 曲 的 . 近代 唯一 重要 的 历史 学 家 而 又 在 政治 上 得 高 位 
的 ,是 法 国 在 1840 年 代 的 首相 基 术 (Francois Guizot) ,但 他 对 历史 的 理解 并 未 使 他 免 为 政治 家 
的 良 才 , 一 个 好 的 历史 学 家 太 专 注 于 过 去 ,使 他 既 不 能 成 为 创造 性 的 政治 领导 人 ,也 不 能 成 为 创 
造 性 的 科学 家 , 至 少 在 科学 中 是 这 样 , 一 个 人 想 要 达到 伟大 ,就 应 该 遵从 布 某 克 (William Blake， 
1757 一 1827 ,英国 诗人 ) 的 劲 告 ," 驱 驰 战 车 , 犁 过 死者 的 骨骼 ” 

在 物理 学 中 成 功 地 运用 数学 想像 力 最 光辉 的 范例 , 仍 是 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 ,也 称 为 广义 
相对 论 . 爱 内 斯 坦 用 非 欧 几何 学 为 材料 来 建立 起 自己 的 理论 . 非 欧 岂 何 学 是 19 世纪 发 明 的 关于 
弯曲 空间 的 理论 . 爱 因 斯 坦 采 取 了 一 个 革命 的 步 又 ,把 我 们 的 物理 时 空 与 弯曲 的 非 殉 宝 间 等 同 
起 来 ,于 是 物理 的 定律 就 变 成 了 一 种 与 经 典 的 平 直 空 间 几 何 学 全 然 不 同 的 几何 学 的 命题 . ( 见 本 
书 第 16 章 《 几 何 学 》. ) 这 一 切 都 是 爱 因 斯 坦 以 非常 一 般 的 论证 和 美学 判断 为 基础 完成 的 . 理论 
的 观测 检验 是 在 理论 基本 完成 以 后 才 做 的 , 它 在 理论 创造 的 过 程 中 没有 起 一 点 作用 . 爱 因 斯 坦 
本 人 对 他 的 数学 直觉 的 信念 十 分 坚定 ,他 从 未 对 观测 会 出 现 什 么 结果 而 感到 不 安 . 观测 方 而 的 
肯定 的 结果 对 于 说 服 其 他 物理 学 家 相信 他 是 正确 的 ,当然 起 了 决定 作用 . 

物理 理论 建筑 在 数学 的 “在 黑暗 中 跃进” 基础 上 ,广义 相对 论 是 一 个 最 重要 的 例子 . 如 果 没 
有 一 位 有 着 爱 因 斯 坦 那 样 有 特殊 数学 想像 力 的 人 ,广义 相对 论 可 能 一 个 世纪 也 不 会 被 发 现 . 然 
而 对 于 20 性 纪 物理 学 的 另 一 个 主要 成 就 量子 力学 就 不 能 这 样 说 了 . 量子 力学 是 由 海 森 保 ( 多 er- 
ner Heitsenberg) 和 薛 定 订 (CErwin Schr6dinger) 从 很 不 相同 的 观点 出 发 创造 出 来 的 ;人 它 的 完成 是 
许多 人 的 一 项 集体 事业 . 然而 在 量子 力学 中 决定 性 的 步骤 仍然 是 思辩 性 的 数学 想像 力 ,这 在 蕊 
定 油 的 工作 中 看 得 最 为 清楚 , 

艾 定 户 的 工作 建筑 在 光线 理论 和 粒子 轨道 理论 的 形式 的 数学 相似 性 上 ,这 个 相似 性 在 他 之 
前 90 年 就 已 被 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 (William Rowan Hamilton) 发 现 了 . 评定 调 注 意 到 光线 理 
论 只 是 光 的 法 动 理论 的 特殊 的 极限 情况 , 光 的 波动 理论 是 在 哈密 尔 顿 之 后 由 麦克 斯 韦 和 赫兹 建 
立 的 . 菩 定 演 是 这 样 论证 的 ;为 什么 不 应 该 有 一 个 粒子 波 的 理论 , 它 与 粒子 轨道 理论 的 关系 正如 
光 的 波动 理论 和 光线 理论 的 关系 一 样 ? 这 一 个 纯粹 数学 的 论证 引导 他 建立 了 粒子 波 的 理论 , 现 
在 称 为 量子 力学 . 这 个 理论 立即 就 与 关于 原子 动态 的 已 知 实验 结果 相对 照 , 其 互相 之 符合 比 之 
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广义 相对 论 给 人 更 深 的 印象 . 在 物理 学 中 常 发 生 这 样 的 事 , 一 个 基于 一 般 数学 理论 再 加 上 少量 
实验 事实 的 理论 ,能 够 预 兄 多 得 不 可 计数 的 实验 结果 ,其 精确 永 不 失误 使 人 倍 感 神奇 ， 


I 
】 
火星 的 椭圆 轨道 的 发 现 是 开 普 勒 多 年 试图 使 图 形 扫 道 满足 第 


谷 . 布 出 {Tycho Brahe) 的 观测 结果 所 得 的 大 胜利 . 他 用 这 个 图 表 
明火 旺 绕 着 bp 处 的 太阳 在 相等 时 间 中 扫 过 相等 的 面积 . 


广义 相对 论 和 量子 力学 是 成 功 的 故事 表明 数学 想像 力 起 的 富 于 成 果 的 ,解放 思想 的 作用 . 
不 幸 的 是 ,还 有 另外 一 面 . 数学 直觉 更 多 地 是 保守 的 而 非 草 命 的 ,起 束缚 作用 而 不 是 解放 的 作 
用 . 物理 科学 最 糟 的 历史 挫折 是 亚 里 斯 多 德 和 托 勒 密 明 确 地 采用 了 地 心 天 文学 ,假设 所 有 欧 天 
体 都 在 以 地 球 为 心 的 球面 或 圆周 上 运动 . 亚 里 斯 多 德 天 文学 使 科学 几乎 完全 沉 唾 了 1800 年 (从 
公元 前 250 年 到 公元 1550 年 ). 这 样 长 时 间 的 停滞 当然 有 多 方面 的 理由 ,但 是 必须 承认 , 亚 里 斯 
多 德 天 文学 之 所 以 广 为 流 传 来 自 一 个 误导 的 数学 直觉 , 即 只 有 球 和 贺 才 是 美学 上 满意 的 . 
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托 勒 密 用 均 苑 和 本 轮 来 解释 月 球 和 行星 的 运动 ,这 就 是 一 层 义 一 层 的 大 小 不 同 的 加 ,每 一 
个 圆 在 男 一 个 贺 上 滚动 . 托 蒜 密 体 系 之 所 以 使 一 切 都 荒 范 了 ,是 因为 它 在 细节 上 都 剪裁 得 与 每 
个 行星 的 观测 到 的 运动 相符 ,无 法 用 观测 来 推倒 它 . 在 托 勤 密 的 时 代 ( 公 元 150 年 ), 希 腊 数 学 的 
蓬勃 生机 已 经 炮 灭 ,没有 新 的 数学 观念 来 对 抗 欧 几 里 得 的 球 和 加 对 于 科学 想像 力 的 束缚 , 既 设 
有 关于 天 象 的 新 的 观测 ,又 没有 新 的 数学 来 售 醒 人 们 ,1000 年 的 黑夜 敌 罩 了 一 切 ， 

开 普 勒 在 1604 年 发 现 了 行星 轨道 是 椭圆 ,最 终 地 废除 了 本 轮 宇宙 学 ,这 并 不 是 得 助 于 任何 
集 爱 精 圆 运动 的 数学 的 预见 . 完全 相反 ,他 必须 与 自己 的 数学 成 见 作 血肉 之 搏 ,这 种 成 见 还 不 折 
不 扣 地 是 属于 中 世纪 的 . 只 在 经 过 与 种 种 本 轮 系 统 多 年 搏斗 之 后 ,他 才 克 服 了 自己 保守 的 趣味 ， 
接受 了 椭圆 系统 , 在 物理 学 的 大 思想 家 中 ,这 种 数学 保守 主义 实在 是 通 例 而 非 个 别 .那些 开创 了 
思想 新 世纪 的 人 ,通常 其 本 人 仍 是 旧 思 想 的 内 徒 . 甚至 牛顿 ,他 发 明了 微 积 分 . 作为 他 在 物理 学 
和 天 文学 上 划时代 发 现 的 数学 传达 工具 ,但 他 宁愿 用 古代 的 几何 语 育 来 表述 ,他 的 {原理 ) 一 书 
通 篇 是 用 经 典 的 希腊 几何 语言 写 戌 的 . 他 的 助手 彭 伯 顿 (Henry Pemberton) , {他 曾 编辑 了 《 奈 
理 ; 的 第 三 版 ) 就 说 过 ,牛顿 经 常 表示 自己 对 古 希腊 几何 学 家 的 仰 幕 ,而且 常 为 自己 没有 更 紧 地 
眼 随 他 们 而 自 责 , 经 济 学 家 凯 因 斯 (John Maynard Keynes) 助 参 , 有 收集 和 研究 牛顿 未 发 表 手稿 
的 爱好 ,这 样 概括 了 自己 对 牛顿 的 印象 ; 

“在 18 世纪 以 及 后 来 ,牛顿 常 被 设想 为 近代 科学 家 之 第 一 人 ,最 伟大 的 人 ,一 个 理性 主义 
者, 一 个 教导 我 们 用 冷峻 而 不 带 感情 的 事物 的 因果 去 思考 的 人 . 我 想 任 何 一 个 看 过 他 的 手稿 箱 
了 的 人 部 不 会 这 样 去 看 他 ,这 些 箱子 是 他 在 1696 年 最 后 离开 剑桥 时 收拾 留 下 的 ,虽然 部 分 散 
所 , 孝 传 到 我 们 手中 . 牛顿 不 是 理性 时 代 的 第 一 人 ,他 是 最 后 一 个 术士 ,最 后 一 个 巴比伦 人 , 苏 未 
人 .他 是 最 后 一 个 伟大 的 思想 家 ,他 用 造成 我 们 几 千 年 来 的 心智 遗产 的 那些 人 同样 的 眼光 来 看 
符 可 见 的 世界 与 灵魂 世界 . 艾 萨 克 牛顿 , 遗 腹 子 , 生 于 1642 年 的 圣诞 节 , 是 最 后 一 个 东方 贤人 
可 以 向 他 膜拜 顶礼 * 的 神童 .” 

个 额 的 性 格 , 他 对 炼金 术 与 神 的 启示 的 著作 的 热衷 ,是 一 个 吸引 人 的 课题 ,但 这 与 我 们 并 不 
相干 . 我 们 关心 的 只 是 他 的 数学 风格 和 趣味 ,他 的 数学 对 他 的 科学 的 效果 , 关于 他 对 数学 的 态 
度 ,我们 所 知道 的 一 切 都 与 饥 因 斯 的 结论 一 致 . 之 无 疑问 ,牛顿 和 开 普 勒 一 样 ,只 在 克服 了 深刻 
的 数学 成 见 以 后 才 作出 他 的 发 现 . 


从 这 一 些 历史 的 例子 ,我 们 只 能 断言 ,数学 直觉 既是 好 的 又 是 不 寻 的 ,对 于 物理 学 的 创造 性 


* 译注 :圣经 放 事 说 ,耶稣 诞生 时 ,有 三 位 东方 贤人 按 北 斗 星 所 指 找 到 了 圣 要 ,向 他 膜拜 , 尊 他 为 救世 
主 . 
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的 工作 ,既是 必 不 可 少 的 ,又 是 全 然 不 能 信赖 的 . 这 种 两 重 性 来 自 数学 的 本 性 , 正如 物理 学 家 马 
圭 (Ernst Mach) 说 过 ; "数学 的 力量 在 于 它 避 免 了 一 切 不 必要 的 思考 ,在 于 它 对 心智 活动 的 令 天 
惊奇 的 节省 ”, 物理 学 家 用 数学 的 材料 来 建造 物理 理论 , 因为 数学 使 他 能 想像 到 的 ,多 于 他 能 清 
楚 地 思考 到 的 . 物理 学 家 的 艺术 就 是 选择 自己 的 材料 ,用 来 建造 大 自然 的 形象 . 他 只 是 模糊 地 、 
直观 地 知道 这 些 材料 是 否 适 合 他 的 目的 .在 关于 理论 的 设计 完成 之 后 ,理性 的 批判 和 实验 的 检 
验 将 会 表明 这 个 理论 在 科学 上 是 否 靠得住 . 在 理论 建造 的 过 程 中 ,数学 直觉 是 不 可 少 的 . 因为 
“避免 不 必要 的 思考 "就 有 了 想像 的 自由 ;数学 直觉 也 是 危险 的 ,因为 为 了 理解 科学 上 的 许多 情 
况 ,需要 的 是 思考 而 不 是 避免 思考 . 


- 
» a pwips 


空间 移 曲率 爱 因 斯 坦 是 在 很 一 般 的 论证 与 美学 判断 的 基础 上 建立 起 来 的 . 爱 因 斯 坦 用 非 
欧 几何 做 材料 建立 他 的 理论 . 非 欢 几何 是 19 世纪 发 明 的 关于 弯曲 空间 的 理论 ,本 图 中 用 两 个 
维度 来 表示 二 维 曲 面 上 的 两 个 有 质量 的 物体 . 它们 的 引力 性 质 用 物体 周围 的 空间 之 曲率 来 说 
明 , 实 际 上 ,物理 时 空 是 四 维 的 . 


我 现在 来 讨论 物理 学 的 现状 . 我 不 是 要 对 固体 物理 学 、 核 波谱 学 等 等 方面 的 专家 大 不 散 ;我 
用 “物理 学 "一 词 是 作为 高 能 物理 学 即 基本 粒子 的 研究 的 简称 . 这 个 狭义 的 物理 学 当前 的 处 境 异 
常 光明 ,新 一 代 的 大 型 如 速 器 过 去 五 年 内 揭 开 了 粒子 的 整整 一 个 新 世界 . 细节 之 众多 , 铺 构 之 丰 
请 是 始 未 料及 的 . 我 们 必须 对 有 关 的 物理 学 家 和 政治 家 深 致谢 意 , 10 年 前 当 他 们 还 不 知道 会 有 
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这 么 些 东 西 时 ,就 有 信心 和 勇气 领先 建造 了 这 些 加 束 器 . 他 们 的 事业 的 成 果 就 是 ,我 们 对 于 一 个 
新 世界 有 了 大 量 的 确切 信息 , 堪 与 1910 年 时 的 原子 世界 相 比 , 正如 1910 年 那 时 一 样 ,现在 我 们 
还 没有 一 个 包罗 广泛 的 理论 . 从 实验 数据 做 出 些 什么 来 ,理论 家 们 现在 有 完全 的 自由 . 

在 这 种 情况 下 ,理论 物理 学 家 以 自己 的 数学 口味 为 准 来 选择 研究 的 对 象 和 方法 . 理论 家 的 
首要 问题 现在 还 不 是 “我 的 理论 是 理 管 用 史 而 是 “我 现在 所 做 的 是 不 是 一 个 理论 入 做 理论 工作 
的 手头 材料 只 有 片断 的 数学 ,如 京 调 手 册 式 的 计算 规则 ,还 有 过 去 保留 下 来 的 少数 一 般 原则 . 这 
些 东 西 怎么 样 的 组 合 才 称 得 上 是 理论 ,这 是 一 个 数学 趣味 问题 . 

当代 的 理论 主要 有 三 种 工作 方法 , 即 场 论 ,S 纯 阵 理论 和 群 论 . 它们 不 是 彼此 互 斥 的 . 至 少 
是 ,依附 这 三 种 方法 的 人 所 做 的 事 并 不 互相 矛盾 ,虽然 有 时 他 们 说 的 东西 有 一 点 矛盾 . 很 可 能 这 
三 种 观点 最 终 都 会 对 理解 大 自然 作出 贡献 . 

这 三 种 方法 不 仅 在 数学 材料 的 选择 上 ,而 且 在 怎样 使 用 上 都 不 相同 . 场 论 偏爱 数学 的 深度 ， 
相信 深刻 的 物理 理解 必 与 深刻 的 数学 应 当 相伴 而 行 . 所 以 选择 的 数学 材料 是 希 尔 伯 特 空间 的 算 
子 代 数 , 加 上 其 他 很 难 的 数学 ,以 便 构 成 一 个 体现 真实 世界 的 某 些 显著 特点 的 结构 . 着 重点 在 对 
理论 要 有 产 格 的 理解 ,而 不 在 于 与 实验 作 详 细 的 比较 . 在 这 三 个 方法 中 , 场 论 离 实验 最 远 , 数 学 
上 最 严格 * 心 智 的 格调 最 野心 勃勃 ,其 物理 意义 也 最 模 炳 . 我 本 人 对 它 最 上 瘾 ,所 以 最 有 资格 指 
出 它 的 局 限 性 . | 

在 3 第 阵 理论 (5 代表 德 文 Streu, 即 英文 散射 Scatter) 中 ,有 意 地 把 数学 材料 选 得 越 初等 越 
好 . 主要 是 复 变量 解析 函数 论 . 这 个 理论 自从 19 世纪 早期 由 法 国 数学 家 柯 西 (August Cauchy) 
建立 起 来 以 后 没有 什么 变化 . 5 矩阵 理论 大 量 使 用 实验 数据 以 补 数学 基础 之 薄弱 . S 矩阵 理论 专 
家 典型 的 作法 就 是 用 其 他 实验 的 结果 来 计算 或 预见 某 一 个 实验 的 结果 . 有 时 也 从 “最 初 的 原理 ” 
出 发 ,而 与 其 他 实验 无 关 地 进行 预测 ,并 且 希 望 最 终 能 从 最 初 的 原理 推导 出 一 切 . S 矩阵 理论 的 
一 个 令 人 愉快 而 且 和 耳目一新 的 特点 是 ,在 计算 过 程 中 可 以 改变 “游戏 "规则 , 它 现在 所 用 的 方法 还 
从 是 过 滤 性 的 ;我 们 并 不 是 在 应 用 一 种 明确 干脆 的 理论 ,而 是 在 边 试 边 改 的 过 程 中 创造 一 个 理论 ， 
在 工作 的 每 一 步 都 与 实验 比较 ,就 可 以 无 情 地 除去 不 合适 的 概念 而 为 真理 留 下 生长 的 余地 . 

S 矩阵 理论 在 解释 实验 ,并 给 实验 者 以 指导 上 取得 的 成 功 是 很 引 人 的 . 我 自己 偏好 场 论 是 基 
于 个 人 的 口味 ,这 口味 车 按 历史 的 证 据 来 判断 ,不 能 说 是 很 可 靠 的 . 我 觉得 5 矩阵 理论 太 简 单 ， 
本 少数 学 深度 ,我 不 能 相信 事实 真 的 就 是 如 此 . 如 果 S 矩阵 理论 能 证 明 可 以 解释 -- 一 切 ,我 就 会 很 
失望 :造物 主 竟然 如 此 不 够 精微 . 然而 我 也 看 到 ,造物 主 有 一 一 个 习惯 ,他 会 以 人 们 想不到 的 方式 
而 十 分 精微 . 


现存 我 票 比 讨论 前 两 个 方法 更 详细 一 点 讨论 群 论 , 即 现代 理论 物理 使 用 的 第 三 种 主要 方 


32, 物理 科学 中 的 数学 415 


i 
1 ~ - 
rr 


i 


a _ 

bo i 

nn Tl 

~ ME rm et: 
Ee er rh he 

" mie ， 
a to a ， 

1 r i 


ei 
i 
a 


三 维 旋转 群 0s 定义 为 通常 三 维 空 间 中 绕 固 定点 的 旋转 的 集合 .着 Ri ,中 ， 
是 任意 两 个 这 样 的 旋转 ,它们 的 组 合 的 结果 可 以 用 第 三 个 旋转 Rs 表示 出 来 . 


法 . 这 里 的 数学 材料 主要 是 来 自 20 世纪 前 工 的 一 个 有 相当 深度 和 力量 的 理论 “ 群 " 和 “表示 "是 


它 的 两 个 主要 概念 . 群 就 是 运算 的 一 个 集合 而 有 以 下 性 质 , 即 依次 作 此 集合 的 两 个 运算 必 等 价 
于 此 集合 中 的 另 一 运算 . 举例 来 说 ,三维 旋转 群 O, 定义 为 通常 三 维 空间 中 绕 一 固定 点 的 旋转 . 
若 R, 和 Rs 是 两 个 这 样 的 旋转 , 则 依次 作 R, 和 R, 其 效果 可 以 用 第 三 个 旋转 R, 来 重 现 , 群 的 表 
示 就 是 一 组 数 以 及 这 些 数 的 一 个 变换 规律 ,使 得 群 中 的 每 一 个 运算 都 会 生成 这 组 数 的 一 个 特定 
的 变换 . 表示 中 讲 的 变换 限于 线性 变换 ; 即 是 说 若 有 一 特定 的 变换 把 p 变 成 p',g 变 成 g', 则 一 
定 把 2 十 g 变 成 加 十 dg O, 的 表示 的 一 个 例子 就 是 决定 一 点 了 在 空间 的 位 置 的 坐标 (zx,y,z)( 见 
上 图 ) 当 施行 旋转 情 时 ,P 点 变 成 P', 甚 坐标 为 (z,y ;zx ) ,这 就 是 (x,y,z) 的 变换 规则 , O, 的 这 
个 表示 称 为 三 元 组 表示 ,因为 其 中 涉及 三 个 数 . z 
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群 论 在 物理 中 的 巨大 力量 米 自 两 件 事 , 首先 ,量子 力学 的 规律 昭示 , 若 一 个 物理 对 象 有 有 茶 种 
对 称 性 , 风 必 有 保持 该 对 称 性 的 运算 所 成 的 群 (G) ,而 物体 可 能 有 的 量子 态 恰好 与 的 表示 对 
应 . 其 次 ,所 有 性 态 良 好 的 群 都 时 由 数学 家 一 -列举 ,并 且 分 类 . 不 论 要 应 用 群 的 物理 状况 如 何 ， 
这 种 列举 和 分 类 都 完全 一 样 . 由 这 两 个 事实 就 有 可 能 作出 基本 粒子 的 对 称 性 的 纯粹 抽 银 的 理 
论 , 它 以 群 及 其 表示 的 抽象 性 奈 为 依据 ,而 不 需要 力 掌 的 或 动力 学 的 任何 模型 . 

由 具体 的 群 到 抽象 群 的 这 个 至 关 重 要 的 转变 ,最 好 是 用 例子 米 解 释 . 一 个 在 稀薄 气体 中 漂 
浮 的 原子 对 于 空间 并 没有 其 特殊 篇 爱 的 方向 ,所 以 有 通常 的 旋转 群 0; 的 对 称 性 , Os 的 表示 中 有 
二 元 组 表示 , 原子 的 所 有 具有 一 个 单位 自 旋 的 态 都 属于 这 个 表示 ,所 以 称 为 三 元 组 态 ; 这 种 态 总 
是 二 个 为 一 组 同时 出 现 ,而 且 这 三 个 态 的 能 量 都 是 相同 的 . 现在 加 上 一 个 磁场 ,破坏 了 旋转 对 称 
性 ;这 三 个 等 能 量 的 态 会 稍稍 分 开 , 这 三 个 态 就 可 以 在 光谱 计 上 看 见 为 三 条 谱 线 . 原子 的 态 按 其 
旋转 对 称 性 来 分 类 ,是 使 用 具体 的 寿 论 的 一 个 标准 的 例子 . 

现在 转 到 另 一 个 例子 . 有 一 种 基本 粒子 即 x 介子 分 成 三 类 ,一 个 荷 正 电 , 一 个 荷 负 电 而 一 个 
是 中 性 的 . 它们 的 质量 和 核 相互 作 几 都 大 体 相同 , 我 们 来 想像 ,它们 是 群 0; 的 一 个 二 元 组 表示 ， 
O 〇 :与 0; 有 同样 的 抽象 构造 ,但 与 通常 的 空间 旋转 毫 无 关系 . 我 们 只 需要 从 抽象 的 群 论 就 可 以 预 
多 工 但 于 的 许多 性 质 , 完 全 不 需要 知道 构成 0; 的 运算 的 内 在 的 性 质 , 事实 是 ,关于 x 介子 性 质 的 
所 有 预测 都 是 正确 的 . 更 引 人 注 意 的 是 ,这 些 预 测 来 由 凯 未 尔 (Nicoltas Kemmer) 在 1938 年 在 抽 
象 群 论 的 基础 上 作 的 ,这 是 x 介子 发 现 前 的 九 年 , 群 O;( 稍 加 修改 ) 在 物理 学 中 称 为 “同位 旋 群 ”. 

最 后 讲 一 下 八重 方式 , 它 给 了 我 们 对 最 近 发 现 的 粒子 作 分 类 的 钥匙. 这 种 分 类 依据 于 一 个 
群 U;, 它 比 O; 大 些 , 也 不 太 为 人 熟知 . 为 便 不 摘 数 学 的 人 也 懂 Us ,我 要 引入 一 个 力学 模型 , 它 与 
抽象 群 U, 的 关系 正如 三 维 空间 中 的 旋转 与 抽象 群 0, 的 关系 一 样 . 无 需 说 明 , 这 个 力学 模型 并 
不 一 定 在 现实 世界 中 存在 . 它 只 是 用 来 说 明 Cs 的 构造 的 . 

考 虚 一 个 太阳 系 , 其 中 的 引力 不 与 距离 平方 成 反比 而 与 距离 成 正比 . 设 行星 都 很 小 ,其 相互 
作用 可 以 赂 去 不 计 . 于 是 每 个 行星 彼此 独立 地 沿 椭圆 轨道 运动 ,太阳 则 位 于 椭圆 中 心 . 这 些 轨 道 
的 特点 是 ,它们 的 周期 都 相同 ， 外 面 的 行星 运动 比 里 而 的 行星 更 快 . 我 们 称 每 个 轨道 的 周期 为 一 
“年 ”, 所 以 每 个 行星 的 位 置 都 以 一 年 为 期 间 而 复 始 . 

行星 的 运动 可 以 用 空间 中 两 个 点 (P,Q) 来 表示 :P 是 行星 现在 的 位 置 ,Q 是 它 三 个 月 后 的 位 
置 . 者 在 此 轨道 上 还 有 另 一 个 行星 走 在 第 一 个 行星 前 三 个 月 , 则 亡 应 该 用 (Q ,一 已) 来 表示 ,一己 
就 是 己 在 软 道 上 的 对 径 点 , 这 些 行星 每 一 个 总 能 量 都 是 (OPz 十 DQz) , 即 点 P,Q 到 口 点 (太阳 ) 
距离 之 平方 各 ， 群 U; :( 若 用 这 个 特殊 模型 来 展示 ) 就 是 满足 以 下 三 个 限制 的 行星 运动 之 变 挽 的 集 
合 . 这 些 变换 所 要 适合 的 限制 是 ， (变换 是 线性 的 ;(2) 变 换 之 下 运动 的 总 能 量 不 变 ;(3) 如 果 有 两 
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轨道 3,p, = 2,02= v3 
p= G1=p3= 09a=0 

轨道 3 的 总 能 量 = [pi+ 93]= 
[2+8]= 10 


P, 八重 方式 轨道 的 表示 本， 841114812 5S2z 之 值 
32 = pid Pad 
az = Pa 93 ~ Pa9z2 =0 
aa1 Pd- p93=0 
s1 = pi+0 
S22 = pi+ 0 
Sua= pi+ qi=0 
Sn = Pip + 9192 =0 所 有 轨道 的 总 能 量 = Si + S2, = 10 


Sz = Pa Da + 9zg9a =0 

5 = papi+ qa91=0 
八道 方式 的 模型 与 抽象 群 SUs 的 关系 正如 三 维 空间 的 旋转 ( 见 415 页 插图 ) 与 抽象 群 0。 
内 关系 一 样 , 模型 1a) 画 出 7 个 可 以 用 SUs 的 变换 而 互相 转变 的 轨道 , 见 正文 的 讨论 .恰好 有 7 
个 轨道 并 无 特别 的 含意 ;可 以 再 指定 任意 多 个 轨道 以 满足 这 个 特殊 模型 的 喜 要 . (bj 中 单独 画 
出 轨道 3 以 表明 行星 轨道 怎样 用 值 为 和 @ 的 两 点 了 和 QQ 决定 . 但 因 这 个 模型 中 选择 坐标 
轴 的 特殊 方式 ,p。 和 gq 为 0, 因 为 所 有 轨道 都 在 同一 平面 上 ,所 以 如,@ 也 是 0. 所 有 轨道 有 相 
同 总 能 量 ( 认 + 用 =10) ,但 角 动 量 不 同 ,用 ais 表 示 . 特别 是 两 条 直线 轨道 1 和 7) 角 动 盘 为 0， 
而 苏 形 轨道 {4) 有 最 大 角 动 量 . 按 八 重 方式 ,这 7 条 轨道 可 各 用 一 组 9 个 数 来 表示 , 列 在 {ec} 中 . 


因为 ps ,pa,q1,93 都 是 0, 所 以 9 个 数 中 有 6 个 显然 为 0. 余下 的 只 有 3 个 分 量 Si ,al ,Sw. 如 
案 添 上 加 :加 的 适当 值 . 这 三 个 分 量 的 值 匈 {d) . 当 施 以 SUs 对 称 性 运算 时 ,这 些 信 可 以 互相 
转变 .其 所 以 可 能 ,部 分 地 是 因为 所 有 轨道 的 总 能 量 都 是 相同 的 : S81, + 3S。 = 10. 
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个 或 更 多 的 行星 在 同一 个 轨道 土 , 若 变换 将 其 中 之 一 变 到 新 轨道 上 , 则 必 把 其 他 几 个 也 变 到 同 


一 新 轨道 上 ， 


如 果 只 加 上 前 两 个 限制 ,就 得 到 所 有 保持 (OP: 十 OQz ) 不 变 的 线性 变换 之 群 , 这 只 是 6 维族 
转 群 (P,Q 各 有 三 个 维度 ). 对 DT: 的 第 三 个 限制 可 以 用 一 个 更 简明 但 是 等 价 的 形式 表述 : 若 一 变 
换 把 运动 (P,Q) 变 成 (R,S), 则 必 把 (Q, 一 PP) 变 为 (S, 一 R). 

容易 看 到 ,Us 中 含有 变换 的 两 个 特殊 的 类 别 . 第 一 ,考虑 同时 对 PP 和 和 QQ 作 通 常 的 旋转 . 它们 
显然 适合 这 一个 限制 ,所 以 DO 是 U; 的 子 群 .第 二 ,考虑 时 间 平 移 变 换 , 即 把 一 个 行星 变 到 它 在 
一 定时 间 之 前 或 之 后 的 位 置 .时间 平移 也 属于 D 而 且 成 为 Cs 的 另 一 子 群 代 

为 了 物理 学 中 的 应 用 ,把 它 化 为 较 小 的 群 SU 更 为 方便 (我 写 的 是 SU; ,而 专业 人 士 却 称 之 
为 3SLaV/Za). 只 要 在 La 中 忘记 时 间 就 得 到 SU,., 对 于 SU ,同一 轨道 上 的 所 有 运动 都 认为 是 相同 
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八 元 超 族 就 是 八重 方式 建议 的 第 
一 个 分 组 方式 . 它 含有 八 个 最 熟悉 的 重 
子 : 中 子 {N?) 和 和 质子 {N’ 一 一 称 为 核 
子 二 元 组 ,(A) 一 元 组 ,原来 的 [ 工 ) 三 
元 组 和 原来 的 {( 宫 )} 二 元 组 . 如 三 元 组 和 
号 二 元 组 出 现在 包含 只 -的 但 元 超 族 
中 ( 见 417 页 ) 是 具有 相同 了 值 和 /上 值 
的 较 重 的 粒子 . 


的 ,不 管 它 是 在 何 时 达到 何 处 .Us 是 把 一 个 行星 运动 变 
为 某 一 特定 时 刻 的 另 -- 行 星 运动 ,SU 则 把 一 个 轨道 变 
为 男 一 个 轨道 ,而 不 管 时 间 . 用 数学 语言 来 说 ,SU 就 是 
群 Us 除 以 时 间 平 移 子 群 了 SU 的 表示 正 是 U, 的 与 时 
间 无 关 的 表示 ， 

现在 来 寻找 SU 的 简单 的 表示 . 行星 的 运动 
(P,Q) 由 PP 和 QQ 的 六 个 坐标 (pi ;ps ps;qz:93) 决 
定 .这些 坐 标本 身 已 是 U 的 一 个 表示 ,但 是 因为 它们 
依赖 于 时 间 , 所 以 不 是 SU 的 表示 . 最 简 的 与 时 间 无 关 
的 基 是 把 p 和 g 乘 起 来 再 组 合 起 来 (其 理由 我 们 不 说 
了 )，, 见 前 页 之 图 . 这 种 量 共有 九 个 而 且 答 好 是 九 个 .其 
中 三 个 是 角 动 量 分 晤 记 作 alz yass 与 ai 为 外 六 个 是 另 
一 种 分 量 而 与 系统 的 总 能 量 有 关 :Si , Ss, S33 ,Sy ,Sy， 
Sau. (下 标 表 示 在 定义 这 些 量 时 用 了 哪些 训 , 卿 些 q, 例 
如 a1 = pqs— pgi, Sy = pigst pq). 

因为 SU 的 表示 涉及 九 个 量 , 所 以 说 它 是 九 维 的 . 
然而 和 Si 十 So 十 Su 是 系统 的 总 能 量 , 所 以 在 Us 中 的 
任 一 个 变换 下 是 不 变 的 . 当 三 个 量 之 和 为 常数 时 ,显然 
只 有 了 两 个 是 独立 的 ,只 要 任意 给 出 两 个 ,第 三 个 就 一 定 


， 可 以 求 出 . Sa ,Sa 和 sss 可 以 用 多 种 方式 组 合成 两 个 独 
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] 
立 的 量 , 但 由 主 技术 上 的 产 因 ,通常 是 这 样 组 合 的 :其 中 之 一 是 Sy 一 9 ,上 男 一 个 基 Sn TO 


十 Sw). 结果 S 的 分 量 中 只 有 五 个 是 独立 的 而 不 是 六 个 ,再 加 上 a 的 三 个 分 量 ,总 共有 八 个 量 , 它 
们 在 Us 之 下 仍 变 为 这 八 个 量 . 这 八 个 量 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 给 出 SU 的 八 维 吉 示 : 这 分 表示 
是 存在 的 最 简单 的 ,就 是 著名 的 八重 方式 . 未 

最 后 ,让 我 们 想像 大 自然 中 的 SU 对 称 性 是 不 完全 的 ， 例如 想 一 下 有 “三 个 方向 ” (要 从 标 取 
值 p,q 的 方向 ) 与 其 他 两 个 方向 多 省 有 些 不 隔 . 在 我 们 虚拟 的 太阳 系 中 y 只 有 当 轨 遵 全 在 同一 
个 平面 中 时 对 称 性 会 保持 ,而 若 旋转 变换 把 轨道 带 离 这 个 平面 时 ,对 称 性 就 不 会 保持 . 这 儒 对 称 
群 Us 将 被 代 之 以 其 子 群 U , 它 由 Us 中 保持 这 三 个 方向 不 变 的 变换 构成 ， 在 Us 的 作用 这 下 , 八 
重 方式 不 再 是 统一 的 表示 . 它 的 八 个 分 量 按 以 下 方式 分 成 一 一 些 子 全， 人 


一 本 (Su 十 Su) (一 个 一 元 组 》 
| (两 个 二 元 组 ， 
3 #1 * 
(S11 一 号 sp) ,Ss are (一 个 三 元 组 》 


每 一 个 子 集 都 是 Us 的 一 个 表示 . 换言之 ,由 一 “元 组 表示 所 定义 的 讼 换 是 关 王 整个 案 合 移 叭 一 一 子 
集 的 :只 会 一 个 元 的 子 集 . 两 个 二 元 组 的 每 一 个 都 表示 一 个 稍 大 的 子 集 ; 合 两 个 元 的 子 集 . 同样 
的 ,三 元 组 子 集 有 三 个 元 . 

现在 回 到 实际 的 物理 世界 ,把 这 个 八 元 结构 与 人 个 原来 的 重子 比较 一 下 ,这 八 个 重子 就 是 
重 * 基 本 ”粒子 中 最 为 人 熟 记 的 ， 即 (4) 一 元 组 ， 质子 一 一 中 子 ( 部 核子 ?二 元 组 , 弓 二 元 组 和 了 三 
元 组 . 这 里 精确 相符 . 

SU 的 其 他 表示 中 有 10 个 ,27 个 或 更 多 的 元 . 盖 尔 曼 指 出 ,会 10 个 元 的 集合 之 对 称 性 , 若 
对 已 知 的 九 个 重子 再 补 上 一 个 未 知 的 一 元 组 后 ,就 可 以 满足 . 这 个 尚未 找到 的 一 元 组 ,他 事先 就 
称 之 为 Q- 重子 . 这 10 个 元 中 已 知 的 有 一 个 四 元 组 A, 一 个 三 元 组 于 ,还 有 另 一 个 号 二 元 组 . 预 

见 到 的 一 元 组 是 今年 二 月 “在 布鲁克 哈 汶 国立 实验 室 的 气泡 室 照 片 中 发 现 的 ， 

现在 有 大 量 的 证 据 表明 SU, 的 构造 的 抽象 的 对 称 性 在 大 自然 中 确实 存在 并 且 控 制 了 强 相 
互 作用 粒子 的 性 态 . 对 称 性 是 不 完全 的 ,由 于 相对 弱 的 摄 动 而 玻 损 ,把 群 SU, 化 为 其 子 群 U,. 遗 
留 下 来 的 Us 对 称 性 与 前 面 讨论 过 的 抽象 的 同位 旋 对 称 基本 一 致 . 由 于 这 些 简单 而 令 人 不 得 不 
信 的 群 论 的 思想 ,我 们 关于 强 相互 作用 粒子 的 整个 图 像 已 经 从 混沌 变 得 相当 有 序 了 . 


* 译注 ;是 在 1964 年 1 月 31 日 由 N.Samios 和 J. Leitner 发 现 . 


420 V ,数学 的 意义 


包 的 谱 线 (下 ) 当 加 上 一 个 磁场 时 就 
分 裂 为 三 个 分 量 , 破 坏 了 原子 的 旋转 对 称 
性 .可 以 看 到 两 个 分 量 与 磁场 委 直 (中 )， 
第 三 个 则 与 磁场 平行 (上 上 ). 谱 线 的 三 元 组 
对 应 于 原子 的 各 有 一 个 单位 自 旋 的 三 个 
态 ; 这 些 态 总 是 三 个 一 组 出 现 的 ,而 每 一 
个 态 都 有 相同 能 量 , 按 旋 转 对 称 对 原子 的 
态 分 类 是 应 用 群 论 的 一 例 ,这 些 谱 线 图 是 
在 麻 省 理工 学 院 光 谱 实 验 室 中 作 的 ， 


在 我 已 讨论 过 的 三 个 理论 方法 中 , 群 论 在 许多 
方面 是 最 令 人 满意 的 , 与 S 矩阵 理论 不 同 , 它 既 漂 亮 
又 有 无 司 可 击 的 严格 数学 基础 ;与 场 论 不 同 , 它 有 清 
楚 而 可 靠 的 实验 支持 .那么 还 缺少 什么 呢 ? 问题 在 
于 , 群 论 留 下 了 那么 多 我 们 想 说 明 的 问题 未 得 说 明 ， 
它 以 一 种 非常 漂亮 的 方式 只 把 大 自然 的 一 些 侧面 分 
离 出 来 ,而 那些 侧面 只 需 抽 象 对 称 性 即 可 理解 . 对 于 
解释 生活 中 比较 杂乱 的 事 , 对 于 粒子 的 寿命 和 相互 
作用 的 强度 的 数值 , 即 对 有 待 解释 的 实验 的 定量 数 
据 的 主体 , 它 没 有 给 出 多 少 得 到 解释 的 希望 , 抽象 化 
似乎 走 得 太 远 ,以 致 实际 世界 的 许多 本 质 的 .具体 的 
特性 都 没有 考虑 . 总 起 来 说 , 群 论 之 所 以 成 功 , 正 因 
为 它 的 目标 比较 有 限 . 它 没 有 打算 解释 一 切 ,看 来 它 
也 不 像 会 成 为 物理 世界 的 完全 的 包罗 一 切 的 理论 

在 理论 物理 中 ,我 们 有 了 三 种 工作 方法 : 场 论 ,5 
矩阵 理论 和 群 论 . 如 果 我 们 说 理论 是 指 类 似 于 过 去 
那些 伟大 理论 的 东西 ,例如 广义 相对 论 或 量子 力学 ， 
则 它们 没有 一 个 真正 称 得 上 是 理论 . 它们 太 模 糊 , 太 
片面 * 太 零碎 , 这 当然 只 是 我 的 判断 . 即 令 它们 达到 
了 有 目 己 宣布 的 目的 ,它们 也 没有 满足 我 关于 理论 应 
该 是 什么 样 的 审美 感觉 . 我 很 想 说 它们 是 “在 无 知 的 
深渊 的 冰 镍 上 用 要 造 的 桥 ”, 这 样 来 表达 我 的 不 满 
足 , 这 何 绝妙 的 话 对 于 刻画 一 个 人 不 赞成 的 理论 概 
作 是 很 有 用 的 . 然而 ,最 好 是 记 住 ,第 一 个 说 这 句 话 
的 是 周 执 的 数量 生物 学 家 皮尔 还 (Karl Pearson), 他 


用 这 人 句 话 来 择 击 孟 德 尔 (Gregor Mendel) 的 遗传 定 律 . 


00. 
引力 理论 的 推广 


阿尔 怕 特 ， 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein),1950 年 4 月 号 


究 是 关于 场 的 物理 学 的 基础 的 数学 研究 . 
有 些 读者 会 感到 困惑 :我 们 不 是 在 中 学 里 就 学 过 了 物理 学 的 基础 吗 ? 答案 
既 可 以 为 “是 ”也 可 以 为 “ 否 ”, 看 如 何 解释 而 定 . 我 们 已 经 熟悉 了 一 毕 概 念 和 一 般 的 关系 ,使 我 们 
能 理解 范围 十 分 广泛 的 经 验 , 便 得 能 用 数学 来 处 理 它们 ; 在 某 种 意义 于 这 些 概念 和 关系 其 至 可 
能 是 终结 的 , 例如 光 的 折射 定律 是 这 样 , 以 压强 .容积 .温度 : 热 和 功 这 些 概 念 为 基础 的 经 典 热力 
学 是 这 样 , 永 动机 不 存在 这 一 假设 也 是 这 样 . 
那么 ,是 什么 迫使 我 们 去 搞 出 一 个 又 一 个 理论 昵 ? 搞 出 这 些 理论 究竟 是 为 了 什么 昵 ? 后 一 
个 问题 的 答案 干脆 就 是 :因为 我 们 爱好 “理解 ” 理解 就 是 用 逻辑 过 程 把 各 种 现象 归结 为 已 知 的 
或 者 (看 起 来 是 ) 显 然 的 东西 . 如 果 我 们 遇 到 一 些 现存 理论 不 能 “解释 ”的 新 事实 ,新 理论 就 是 首 
先 需 要 的 . 但 是 建立 新 理论 的 这 个 动机 还 可 以 说 是 肤浅 不 足 道 的 ,是 外 加 的 . 还 有 一 个 重要 性 并 
不 稍 次 的 更 深层 的 动机 ,这 就 是 对 理论 的 各 种 前 提 作 为 一 个 整体 力求 其 统一 与 简化 (这 就 是 看 
作 一 种 勾 辑 原理 的 马 振 (. Mach) 的 思维 经 济 诛 则 ). 
存在 一 种 对 于 理解 的 激情 ,正如 同 存在 一 种 对 于 音乐 的 激情 . 这 种 激情 在 孩子 们 身上 很 普 
遍 , 但 是 对 于 大 多 数 人 ,这 种 激情 后 来 就 消失 了 . 没有 这 种 激情 ,就 既 不 会 有 数学 也 不 会 有 自然 
科学 . 这 种 追求 理解 的 激情 一 再 造成 一 种 幻觉 :人 可 以 完全 不 需要 经 验 的 基础 ,仅仅 用 纯粹 的 思 
维 , 即 形 而 上 学 ,就 可 以 理性 地 理解 客观 世界 . 我 相信 每 一 个 真正 的 理论 家 都 是 -种 驯化 了 的 治 
同上 学 家 ,不 论 他 怎样 幻想 自己 是 一 个 “实证 主义 者 ”. 形而上学 家 相信 ,逻辑 上 简单 的 也 就 是 直 
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实 的 . 驯化 了 的 形而上学 家 则 相信 ,并 非 一 切 逻辑 上 简单 的 东西 都 会 体现 于 经 验 的 真实 之 中 ,但 
是 感官 经 验 的 整体 可 以 在 一 个 概念 系统 的 基础 上 被 “理解 ”, 这 个 系统 则 建立 在 伟大 的 简单 性 这 
一 前 提 之 上 . 怀疑 论 者 会 说 这 是 一 种 “ 神 示 ”. 就 承认 是 这 样 吧 , 但 是 这 个 神 示 在 令 人 吃惊 的 程度 
上 正 是 来 自 科学 的 发 展 ， 

原子 论 的 兴起 是 一 个 好 例子 , 留 基 析 斯 (Leucipas) 怎么 会 得 出 这 个 大 胆 的 观念 呢 ? 当 水 结 
成 冰 一 一 一 种 看 起 来 与 水 完全 不 同 的 东西 一 一 为 什么 解冻 以 后 又 会 变 成 与 原来 的 水 无 法 区 别 
的 东西 呢 ? 留 基 由 斯 感到 迷惑 而 去 寻找 一 个 “解释 ", 他 被 引 到 一 个 结论 , 即 在 这 些 转化 中 ,事物 
的 “ 质 ” 并 没有 改变 , 很 可 能 这 种 事物 是 由 许多 不 会 变化 的 粒子 组 成 的 ,只 是 它们 的 空间 排列 改 
变 了 . 那些 一 肯 以 几乎 完全 的 质 出 现 的 东西 难道 不 也 是 这 样 吗 ? 

原子 论 的 思想 在 西方 思想 的 长 期 斤 伏 中 从 没有 完全 消亡 . 留 基 帕 斯 以 后 的 两 千年 , 伯 努 利 * 
(Bernoulli) 对 于 气体 为 什么 会 对 容器 壁 有 下 力 感到 不 解 . 这 可 以 用 气体 的 各 部 分 在 牛顿 力学 意 
义 下 的 互相 排斥 来 “解释 " 吗 ? 这 个 假设 是 荒 计 的 ,因为 如 果 一 切 条 件 都 不 变 , 气 体 的 压力 依赖 
于 温度 . 假设 牛顿 的 相互 作用 力 依赖 于 温度 是 违反 牛顿 力学 的 精神 的 , 伯 努 利 知道 原子 论 ,他 就 
会 倾向 于 得 出 如 下 结论 ;是 气体 的 原子 (或 分 子 ) 与 容 半壁 碰撞 ,这 样 产生 了 末 力 , 说 到 底 ,必须 
假设 原子 在 运动 ,不 然 怎么 能 考虑 到 气体 的 温度 变化 呢 ? 

简单 的 力学 考虑 表明 压强 只 依赖 于 粒子 的 动能 及 其 空间 密度 . 这 本 会 把 那 时 的 物理 学 家 引 
到 热 是 原子 的 随机 运动 的 结论 . 如 果 他 们 当时 就 足够 认真 地 对 待 这 种 想法 ,做 到 他 们 本 应 做 到 
的 那样 认真 考虑 , 热 的 理论 ,特别 是 热 与 功 的 等 价 的 发 现 会 大 大 推进 . 

举 这 个 例子 是 想 说 明 两 点 :一 方面 ,理论 概念 (这 里 的 原子 论 ) 的 产生 并 不 是 与 经 验 分 开 无 
关 的 ; 另 一 方面 , 它 也 不 能 由 经 验 用 纯粹 逻辑 导出 . 它 是 由 一 种 创造 活动 产生 的 . 一 旦 得 到 了 
个 理论 观念 ,就 要 紧 紧 抓 住 它 , 一 直到 得 出 站 不 住 脚 的 结论 时 , 才 放 弃 它 . 

至 于 我 最 近 的 工作 ,我 觉得 在 一 大 群 对 科学 有 兴趣 的 读者 面前 详细 讲解 并 不 恰当 . 只 有 那 
些 已 为 经 验 充分 证 实 了 的 理论 才 适 于 这 样 做 . 迄今 为 止 ,我 的 理论 只 因 其 前 提 的 简单 性 以 及 它 
与 已 知 的 结果 ( 即 纯 引力 场 定律 ) 的 紧密 联系 才 使 它 可 以 讲 一 讲 . 然而 ,对 于 -一 大 群 读者 ,知道 
点 引导 到 一 种 极 具 思 辩 性 质 的 探索 的 思路 ,也 是 有 意思 的 , 此 外 ,还 可 以 表明 ,这 里 会 遇 到 什么 
类 型 的 困难 ,在 什么 意义 下 又 克服 了 它们 . 

在 牛顿 物理 学 中 ,对 物体 作 理 论 描述 是 基于 质点 或 粒子 这 个 基本 的 理论 概念. 所 以 ,物质 是 
被 先 验 地 看 作 不 连续 的 . 这 就 必然 要 把 质点 之 间 的 相互 作用 看 成 一 种 “ 超 距 作用 ” 因为 这 各 概 


* 译注 ;这 是 丹尼尔 ， 伯 努 利 (Daniell Bernoulli,1700 一 17827 
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念 与 日 常 经 验 大 相 径 庭 , 很 自然 地 ,牛顿 的 同时 代 人 一 一 其 实 还 有 牛顿 自己 一 一 觉得 难于 接受 . 
然而 ,由 于 牛顿 体系 近乎 奇迹 的 成 功 ,后 代 的 物理 学 家 也 就 习惯 于 超 上 距 作用 了 . 很 长 一 段 时 期 
里 ,怀疑 也 就 被 淹没 了 ， 

担 是 在 19 世纪 后 半 叶 当 电 动力 学 定律 为 人 所 知之 后 ,就 看 出 这 些 定律 难以 满意 地 融合 于 
牛顿 体系 中 , 开 一 个 发 人 深 省 的 玩笑 ;如果 法 拉 第 受过 正规 的 大 学 教育 ,他 能 发 现 电 磁感应 定律 
吗 ? 他 不 太 受 传统 思维 方式 的 束缚 ,感到 如 果 把 “ 场 ” 作 为 物理 实在 的 独立 的 元 素 , 有 助 于 把 经 
验 事实 协调 起 来 . 是 麦克 斯 韦 (Clerk Maxwell) 才 完全 理解 场 的 概念 的 价值 . 他 作出 了 一 个 基本 
的 发 现 , 即 电动 力学 的 定律 的 自然 的 表述 是 电场 和 磁场 的 微分 方程 . 由 这 些 方程 可 以 异 出 波 的 
存在 ,而 这 种 波 的 性 质 和 当时 已 知 的 光 的 性 质 相 应 . 

把 光学 纳入 电磁 理论 是 力求 达到 物理 学 基础 的 统一 的 最 大 胜利 之 一 , 麦克 斯 韦 早 在 严 效 
(Hertz) 用 实验 证 实 它 的 多 年 以 前 就 纯粹 用 理论 论证 完成 它 了 , 新 的 洞察 使 他 能 够 丢 开 诅 耻 作 
用 的 假设 ,至 少 是 在 电磁 现象 领域 里 , 居于 物体 之 间 的 场 成 为 它们 的 电磁 相互 作用 的 唯一 载体 ， 
场 的 性 态 完全 由 微分 方程 所 表示 的 邻接 过 程 所 决定 . 

现在 产生 了 一 个 问题 :既然 场 在 真空 中 也 存在 ,应 该 把 场 看 成 某 种 “载体 ”的 状态 昵 ,还 是 对 
它 赋 以 独立 的 存在 性 而 不 必 肯 化 约 为 别 的 东西 ? 换言之 ,有 没有 承载 着 场 的 “以 太 ”, 当 它 承 载 
着 光波 时 ,就 把 以 太 看 作 是 处 于 某 种 振 划 态 ? 

这 个 问题 有 一 个 自然 的 答案 :既然 不 能 抛 开场 的 概念 ,最 好 是 不 要 再 引 人 外 加 的 假设 具有 
某 种 性 质 的 载体 了 . 然而 ,首先 认识 到 场 的 概念 不 可 少 的 探 路 者 们 仍然 太 深 地 为 机 械 观 的 传统 
思维 所 浸染 ;所 以 难于 毫 不 犹疑 地 接受 这 个 简单 的 观点 . 但 在 以 后 几 十 年 的 过 程 中 这 个 观点 不 
知 不 觉 地 占 了 上 风 . 

引信 场 作为 基本 的 概念 使 得 理论 整体 不 协调 . 老 克 斯 韦 理论 虽然 充分 地 描述 了 荷 电 粒 子 的 
相互 作用 , 却 不 能 解释 电荷 密度 的 性 态 ,就 是 说 它 没有 对 粒子 本 身 给 出 一 个 理论 . 它们 必须 在 旧 
理论 的 基础 上 当成 质点 来 处 理 . 把 连续 的 场 和 的 思想 与 空间 中 不 连续 的 质点 的 思想 合 在 一 起 , 显 
得 不 协调 . 一 个 协调 的 场 论 要 求 它 的 一 切 要 素 不 仅 对 于 时 间 连 续 , 而 且 在 空间 中 ,在 空间 的 一 切 
点 处 都 连续 . 所 以 ,质点 不 能 是 场 论 的 基本 的 概念 . 甚至 不 必 提 及 麦克 斯 韦 的 电动 力学 不 能 包括 
引力 这 件 事 ,也 不 能 把 它 看 作 一 个 完整 的 理论 ， 

如 果 对 空间 和 时 间 坐 标 作 一 个 特殊 的 线性 恋 换 , 即 洛 伦 茨 (A. Lorentz) 变 换 , 真 空中 的 麦克 
斯 韦 方程 的 形状 不 变 ( 这 称 为 对 沿 伦 欧 变 换 的 协 变 性 )， 当然 对 于 串 个 这 个 变换 复合 而 成 的 变 
换 , 也 有 协 变性 存 ;这 一 点 称 为 洛 伦 获 变换 的 群 性 质 . 

由 麦 殉 斯 韦 方 程 可 以 引导 出 “ 洛 伦 芯 群 ”, 但 由 洛 伦 效 群 却 导 不 出 帮 克 斯 书 方程 党 伦 鞠 群 
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的 定义 其 实 与 麦克 斯 韦 方程 无 关 , 它 就 是 保持 某 个 特殊 的 速度 值 一 一 光速 一 一 不 变 的 线性 变换 
群 . 当 从 一 个 “惯性 系 ” 转 到 另 一 个 对 之 作 匀 速 运 动 的 惯性 系 时 总 是 有 这 种 变换 成 立 . 这 个 变换 
群 最 引 人 注 目 新 性 质 就 在 于 它 把 使 得 空间 中 不 同 点 处 发 生 的 事件 的 同时 性 不 再 有 绝对 性 了 . 由 
于 此 ,就 应 该 希望 物理 学 中 的 所 有 方程 都 在 洛 伦 芯 变 换 下 协 变 (这 就 是 狭义 相对 论 ). 情况 就 是 ， 
才 克 斯 韦 方程 引导 到 一 种 助 探 性 的 原理 ,其 适用 范围 远 远 超出 麦克 斯 韦 方程 可 应 用 的 范围 ,其 
至 达到 其 不 一 定 成 立 的 地 方 . 

狭义 相对 论 在 有 一 点 上 与 牛顿 力学 是 相同 的 ;这 两 个 理论 的 定律 都 假设 只 对 某 些 坐标 系 成 
立 : 即 是 “惯性 系 ”, 惯性 系 就 是 在 这 样 一 种 运动 状态 下 的 系统 ,其 中 * 不 受 力 ” 的 质点 对 于 坐标 系 
没有 加 速度 , 但 是 如 果 没有 一 种 独立 的 手段 来 认定 确实 没有 力 存在 ,这 个 定义 就 是 空 的 . 但 是 ， 
车 把 引力 看 成 一 种 场 ,这 种 确认 手段 是 不 存在 的 

设 4 是 对 某 "惯性 系 ”1 有 人 勾 加 速 的 系统 ,对 了 没有 加 速度 的 质点 ,对 A 却 有 加 速度 ,而 昌 所 
有 这 些 质 点 的 加 速度 大 小 方向 都 一 样 . 这 些 质点 的 性 态 就 好 像 A 中 有 一 个 引力 场 一 样 ,因为 引 
力 场 的 最 根本 特点 就 是 , 场 中 一 切 物体 ,不 论 其 特性 如 何 , 所 得 到 的 加 速度 都 旦 一 样 的 . 没有 理 
由 排除 以 下 的 可 能 性 , 即 把 这 种 性 态 解释 为 真正 的 "引力 场 的 效应 (这 就 是 等 效 原 理 ). 这 个 解 
释 萄 含 着 A 也 是 一 个 “惯性 系 ”, 虽 然 它 对 另 一 个 惯性 系 上 有 加 速度 . (这 里 的 论证 有 一 个 要 定之 
处 , 即 虽然 找 不 到 产生 引力 场 的 物质 , 引 人 引 力 场 仍 被 认为 是 合理 的 . 所 以 ,这 种 论证 对 于 牛顿 
是 没有 说 服 力 的 . ) 这 样 一 来 ,惯性 系 的 概念 ,惯性 定律 乃至 运动 定律 都 被 剥夺 了 其 具体 合 
意 一 一 不 仅 在 经 典 力学 ,而且 在 狭义 相对 论 中 都 是 这 样 . 此 外 ,按照 这 样 的 思路 ,相对 于 系统 A 
无 法 用 相同 的 时 钟 在 不 同 点 上 确定 时 间 , 其 到 坐标 之 差 一 般 也 都 失去 了 直接 的 物理 含意 . 考虑 
到 这 些 困难 ,说 到 头 也 就 不 该 肯 坚 守 惯 性 系 的 概念 ,而 消去 了 解释 引力 现象 的 根本 特性 的 企图 ， 
这 一 特性 表现 在 牛顿 体系 中 就 是 惯性 质量 与 引力 质量 的 等 效 性 . 相信 大 自然 是 可 以 理解 的 人 必 
须 回答 ;不 该 . 

这 就 是 等 效 原理 的 要 点 : 想 要 顾及 到 在 一 个 理论 中 惯性 质量 和 引力 质量 一 者 相等 ,就 必须 
承认 四 个 坐标 的 非 线性 变换 . 就 是 说 , 洛 伦 茨 群 以 及 “可 容许 的 "坐标 系 之 集合 ,都 必须 推广 

可 以 用 什么 样 的 坐标 变换 群 来 代替 洛 伦 欧 变 换 群 呢 ? 数学 提示 了 一 个 答案 , 它 是 以 高 斯 
(Causs) 和 丈 曙 (Riemann) 的 奠基 性 的 研究 为 基础 的 ;适当 的 代替 品 是 坐标 的 所 有 连续 (解析 ) 恋 
换 之 群 , 在 这 种 变换 下 ,唯一 不 变 的 是 这 样 一 个 事实 : 相 邻 的 点 佣 标 几乎 相同 , 佣 标 系 只 表示 有 时 
空中 的 点 的 拓扑 次 序 ( 四 维 性 也 算是 拓扑 次 序 ). 表现 自然 规律 的 方程 必须 对 坐标 的 一 切 连续 杰 
换 为 协 变 . 这 就 是 广义 相对 论 的 原理 . 

上 上面 民 述 的 过 程 克服 了 力学 基础 中 的 一 个 缺陷 ,其 实 牛顿 已 经 注意 到 了 这 一点 ,后 来 鞠 布 
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尼 弦 (Leibniz) 以 及 两 个 世纪 后 的 马赫 都 批评 过 :我 们 说 ,惯性 就 是 抵抗 加 速度 的 性 质 ,但 是 对 什 
么 东西 的 加 速度 呢 ? 在 经 典 力学 的 框架 里 只 能 回答 说 :相对 于 空间 . 这 是 空间 的 一 个 物理 性 质 : 
它 可 以 作用 于 物体 ,物体 不 能 作用 于 它 . 也 许 这 就 是 牛顿 的 论断 spatium est absolutum( 空 间 是 
绝对 的 ) 的 深 居 的 含意 吧 ! 但 是 这 个 想法 却 使 一 些 人 困 感 不 解 ,特别 是 药 布 尼 兹 ,他 不 认为 空间 
是 独立 的 存在 ,而 只 把 它 看 成 “事物 "的 一 种 性 质 ( 物 理 客体 的 邻接 性 ). 要 是 他 的 这 个 有 根据 的 
怀疑 当时 就 占 了 上 风 , 对 于 物理 学 却 不 一 定 是 好 事 , 因 为 想 要 跟随 这 个 思想 所 必须 的 经 验 和 理 
论 基础 在 17 世纪 都 还 不 具备 . 

按照 广义 相对 论 ,没有 物理 内 容 的 空间 概念 是 不 存在 的 . 空间 的 物理 实在 性 由 一 个 场 来 表 
示 , 这 个 场 的 分 量 是 四 个 自 变量 一 一 即 空间 和 时 间 坐 标 一 的 连续 函数 . 正 是 这 种 特定 的 依赖 
性 表示 了 物理 实在 的 时 空 特性 . 

既然 广义 相对 论 昔 含 着 物理 实在 用 连续 场 来 表示 ,粒子 或 质点 的 概念 就 不 能 起 基本 的 作 
用 ,运动 的 概念 也 不 行 . 粒子 只 能 看 成 是 空间 中 的 一 个 区 域 ,其 中 场 强 或 能 量 密度 特别 高 

一 个 相对 性 的 理论 必须 回答 两 个 问题 ;1) 场 的 数学 特性 是 什么 ? 2) 什么 方程 在 此 场 中 
成 立 ? 

关于 第 一 个 问题 :从 数学 观点 看 , 场 在 本 质 上 由 其 分 量 在 坐标 变换 时 如 何 变换 来 刻画 . 关于 


满足 要 看 如 何 选择 场 的 类 型 ， 

要 想 在 这 么 抽象 的 纲领 的 基础 上 去 理解 经 验 数据 之 间 的 关系 , 初 看 几乎 是 无 望 的 . 这 个 程 
序 事实 上 相当 于 提出 以 下 的 问题 :对 于 最 简单 的 对 象 ( 场 ), 可 以 要 求 鄂 些 最 简单 的 性 质 ,而 同时 
保持 广义 相对 论 的 原理 成 立 ? 从 形式 逻辑 的 观点 看 来 ,这 个 问题 的 双重 性 是 不 幸 的 ,还 不 说 “ 简 
单 这 个 概念 的 模糊 性 . 此 外 ,从 物理 观点 看 来 ,没有 什么 能 够 保证 , 逐 辑 上 “简单 > 的 理论 就 应 该 
为 * 真 ”. 

然而 ,每 一 个 理论 都 是 思辩 的 , 当 一 个 理论 的 基本 概念 比较 “接近 于 经 验 " 时 (例如 力 .压强 、 
质量 等 等 ), 就 不 太 容 易 注 意 到 它 的 思辩 性 质 , 然而 ,如 果 一 个 理论 到 了 这 样 的 地 步 ,要 想 从 它 的 
前 提 得 出 可 以 与 观察 相对 照 的 结论 ,就 需要 经 过 复杂 的 逻辑 过 程 . 这 时 ,人 人 都 会 意识 到 理论 的 
思辩 本 性 了 ， 在 这 种 情况 下 ,一 个 人 如 果 没 有 作 认 识 论 分 析 的 经 验 ,在 他 们 熟悉 的 领域 中 ,又 没 
有 注意 到 理论 思维 的 性 质 , 那 他 就 不 可 免 地 会 感到 一 种 反感 . 

男 一 方面 ,又 必须 钴 认 , 如 果 一 个 理论 的 基本 概念 和 基础 前 所“ 接近 于 经 验 ”, 它 就 有 一 个 重 
要 的 优势 ,对 这 个 理论 有 更 大 的 信任 感 肯定 是 有 道理 的 . 误 人 歧途 的 危险 会 小 一 些 ,特别 是 因为 
用 经 验 来 否 证 这 种 理论 ,费时 费力 都 要 小 得 多 . 然而 , 当 我 们 的 知识 的 深度 增加 时 , 则 在 寻求 物 
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理学 理论 基础 的 妈 辑 简单 性 和 一 教 性 时 ,就 越 来 越 要 放弃 这 种 优势 了 . 必须 承认 ,为 了 达到 逮 辑 
简单 性 而 “接近 于 经 验 ” 这 一 点 上 ,广义 相对 论 比 过 去 的 物理 理论 走 得 更 远 . 对 于 引力 理论 已 经 
是 这 样 , 对 它 的 新 的 推广 就 更 其 如 此 了 ,这 种 推广 是 企图 台 括 整个 场 的 性 质 , 在 这 个 推广 的 理论 
中 ,从 理论 的 前 提 导 出 可 以 与 经 验 数 据 对 照 的 结论 是 太 难 了 ,迄今 还 没有 得 到 结果 . 途 今 ,对 这 
个 理论 有 利 的 是 它 的 逻辑 简单 性 和 筷 的 "刚性 ”… 这 里 的 刚性 是 指 它 要 人 么 为 真 , 要 么 为 伪 , 而 且 不 
能 修正 ， 
妨碍 相对 论 的 发 展 的 最 天 的 内 在 困难 在 于 其 问题 的 双重 性. 我 们 所 问 的 两 个 问题 就 表明 了 
这 一 点 . 由 于 这 种 双重 性 ,理论 的 发 展 分 成 了 两 步 , 其 间 相 隔 了 很 长 的 时 间 . 第 一 步 是 引力 理论 ， 
其 基础 就 是 上 面 讨论 过 的 等 效 原 赠 ,而 且 也 基于 以 下 的 考虑 ; 按 特殊 相对 论 , 光 有 固定 的 传播 速 
度 . 者 真空 中 的 光线 在 时 间 x 时 由 三 维 坐 标 为 zx ,x; 和 x; 的 点 发 出 , 它 以 球面 波形 起 发 出 而 在 
时 刻 x 十 dx 时 达到 相 邻 点 (ri 十 dxi ,Ti 十 dxz sx3 十 dx3). 引入 光速 c 以 后 我 们 可 得 出 表达 式 
Vadritdrstdri =cdr. 
它 也 可 以 写 为 
dritdriitdri—edri=0. 
这 个 表达 式 表示 了 相 邻 的 四 维 时 空 点 之 间 的 关系 . 若 限 用 狭义 相对 论 中 的 坐标 变换 , 则 它 
对 一 切 惯性 系 均 成 立 .然而 ,如 果 按 照 广义 相对 性 原理 许可 任意 的 连续 坐标 变换 , 则 它 的 形状 会 
变化 . 这 时 这 个 关系 式 将 到 更 为 一 般 的 形状 
D> gadrdr, = 0. 


84 不 坐标 的 某 些 函数 ,而 在 连续 的 坐标 变换 下 它们 按 一 定 的 方式 变化 . 按照 等 效 原理 ,gu 这 些 函 
数 描述 了 某 特定 的 引力 场 : 即 可 以 由 “元 场 "空间 经 一 定 变 换 而 得 , gx 满足 一 定 的 变换 规律 . 从 数 
学 上 说 它们 是 有 对 称 性 的 " 张 量 "之 分 量 .这 里 的 对 称 性 在 一 切 坐 标 变换 下 都 得 保存 而 为 
En 一 Bu ， 

现在 ,这 里 的 思想 可 以 看 清楚 了 :虽然 引力 场 不 能 由 空洞 的 狭义 相对 论 空间 仅 用 坐标 变换 
而 得 出 ,能 耕 对 此 对 称 张 量 给 以 客观 意义 ? 虽然 我 们 不 能 希望 这 样 的 对 称 张 量 即 可 描述 最 一 般 
的 场 , 它 完 全 可 能 描述 “ 纯 引力 场 ” 这 个 特例 . 这 样 就 很 清楚 ,广义 相对 论 ,至少 对 其 一 个 特例 , 需 
要 假设 什么 样 的 场 :对 称 张 量 场 . 

这 样 , 余 下 的 只 有 第 二 个 问题 ;对 于 对 称 张 量 场 可 以 假设 哪 一 类 一 般 的 协 变 场 定律 ? 

在 今天 这 个 问题 不 再 难以 回答 了 ,因为 必要 的 数学 工具 ,曲面 的 度量 理论 ,已 经 在 手 . 这 个 
理论 是 高 斯 在 一 个 世纪 前 创立 的 ,后 来 又 由 黎 曼 推广 到 任意 维 流 形 , 这 个 纯粹 形式 的 研究 在 许 
多 方面 令 人 惊 诺 . 作为 场 定律 的 gs 的 微分 方程 不 能 低 于 二 阶 ， 即 这 些 方程 至 少 要 含有 ga 对 于 坐 
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标的 二 阶 导数 . 假设 场 的 定律 的 方程 中 不 含 gx 的 高 于 二 阶 的 导数 ,这 组 方程 由 广义 相对 论 原理 
从 数学 上 完全 决定 . 方程 组 可 以 写 为 


Ra 一 0， 
R 的 变化 规律 和 ga 完全 一 样 , 就 是 说 ,它们 也 是 对 称 张 量 . 

这 些 方程 完全 取代 了 关于 天 体 运 动 的 牛 瑟 的 理论 ,只 不 过 质量 宸 为 场 中 的 奇 点 . 换言之 , 它 
们 既 包 含 了 力 的 定律 . 也 包含 了 运动 定律 ,而 消除 了 “惯性 系 ”. 

质量 作为 奇 点 出 现 表 明了 这 些 质 量 本 身 还 不 能 用 对 称 的 gi 场 , 即 “ 引 力 场 * 来 解释 . 甚至 仅 
有 正 的 ,有 引力 的 质量 存在 ,也 不 能 从 这 个 理论 导出 , 显然 ,一 个 完全 的 相对 论 的 场 论 必须 基于 
本 性 更 为 复杂 的 场 , 它 是 对 称 张 量 场 的 推广 . 

在 考 碟 这 个 推广 以 前 ,要 对 引力 理论 作 两 个 说 明 ,这 对 后 面 的 解释 是 不 可 少 的 . 

其 一 是 :广义 相对 论 原 理 对 于 可 能 的 理论 作 了 极 严 格 的 限制 . 没有 这 个 限制 性 的 原理 ,任何 
人 尽管 知道 必须 用 对 称 张 量 来 表示 场 ,实际 上 也 不 可 能 碰 上 引力 方程 ,使 用 了 狭义 相对 论 也 不 
行 .要 是 不 用 上 广义 相对 性 原理 ,收集 再 多 的 事实 也 不 能 导出 这 些 方程 我 觉得 ,如 果 基 本 的 概 
念 不 是 从 一 开始 就 用 上 广义 相对 性 康 理 ,要 对 物理 学 的 基础 得 到 更 深 的 知识 是 注定 不 会 成 功 
的 , 这 种 情况 使 得 ,区 用 经 验 的 知识 (不 论 多 么 广泛 ?来 寻求 物理 学 的 基本 概念 和 基本 关系 是 困 
难 的 ,这 就 迫使 我 们 更 多 地 应 用 自由 的 思辩 ,其 程度 远 远 超出 绝 大 多 数 当代 物理 学 家 之 设想 . 我 
看 不 出 任何 理由 去 假设 广义 相对 性 原理 的 助 探 性 的 意义 只 限于 引力 ,而 可 以 把 物理 学 的 其 余部 
分 分 开 来 ,只 用 狭义 相对 论 来 处 理 ,然后 又 把 它 与 引力 理论 相 容 地 合成 一 个 适合 广义 相对 论 框 
架 的 整体 ， 我 觉得 这 样 一 种 态度 虽然 在 历史 上 是 可 以 理解 的 , 却 没有 客观 的 依据 . 我 们 今天 所 知 
道 的 引力 效应 都 比较 小 ,但 这 不 是 在 具有 基本 性 质 的 理论 探讨 中 可 以 忽略 广义 相对 论 的 决定 性 
的 理由 .换言之 ,我 不 相信 下 面 的 问题 是 有 道理 的 :没有 引力 理论 的 物理 学 会 是 什么 样 的 ? 

其 二 是 我 们 必须 注意 ,引力 方程 组 是 关于 对 称 张 量 sg 的 10 个 分 量 的 10 个 方程 .在 非 广义 
相对 论 的 情况 ,一 个 方程 组 车 其 方程 的 个 数 与 未 知 函数 个 数 相同 , 则 它 通 常 不 会 是 过 定 的 , 它 的 
解 的 全 体 是 这 样 的 : 通 解 中 含有 若干 个 可 以 任意 选取 的 三 个 变量 的 函数 . 对 于 广义 相对 论 当然 
就 不 能 这 样 设想 . 坐标 系 可 以 任意 选择 蕴 合 着 ,在 作为 解 的 10 个 隧 数 中 , 即 场 的 10 个 分 量 中 ， 
可 以 假设 有 4 个 可 以 通过 适当 选取 坐标 系 而 取 已 给 的 值 . 换言之 ,由 广义 相对 论 原理 , 需 由 微分 
方程 组 决定 的 函数 不 是 10 个 面 是 10 一 4 二 6 个 ， 对 这 六 个 函数 只 能 假设 六 个 独立 的 微分 方程 . 
引力 场 的 10 个 微分 方程 中 只 有 六 个 是 互相 独立 的 ,而 其 剑 四 个 必须 通过 四 个 美 系 式 5( 即 桓 等 
式 ) 与 这 六 个 相关 .确实 ,在 10 个 引力 方程 左 方 的 Ra 之 间 有 四 个 恒等式 一 一 比 安 基 (Bianchi) 便 
等 式 一 一 存在 ,它们 保证 了 方程 组 的 相 容 性 . 
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若 场 变量 个 数 等 于 微分 方程 个 数 ,在 类 似 于 此 的 情况 , 知 方 程 可 以 由 变 分 原理 担 出 , 相 容 性 
总 是 有 保证 的 . 引力 方程 其 实 就 是 这 样 的 ， 

然而 ,区 不 能 用 六 个 方程 来 完全 取代 10 个 微分 方程 . 这 个 方程 组 确实 是 “过 定 的 ”, 但 由 于 
有 这 四 个 恒等式 存在 ,虽然 过 定 却 未 丧失 相 容 性 , 即 是 说 解 的 全 体 并 未 受到 根本 的 限制 . 由 引力 
方程 可 专 导 出 质量 的 运动 定律 正 是 与 这 种 过 定性 (可 翡 地 密切 相关 的 . 

有 了 这 样 一 些 说 明 以 后 ,不 必 进 人 数学 细节 而 理解 这 项 研究 的 本 人 性 ,也 就 容易 了 . 问题 就 是 
要 建立 整个 场 的 相对 性 理论 . 解决 这 个 问题 的 最 重要 的 线索 就 是 : 纯 引 力 场 的 特例 已 经 有 了 解 
签 . 所 以 我 们 想 寻 求 的 理论 必须 是 引力 场 理论 的 一 个 推广 . 第 一 个 问题 是 :对 称 张 量 场 的 自然 的 
推广 是 什 么 ? 

扳 立 地 回答 这 个 问题 是 不 可 能 的 ,只 能 与 其 他 问题 联系 在 一 起 来 回答 ; 场 的 什么 样 的 推广 - 
能 给 出 最 自然 的 理论 系统 ? 我 们 正在 讨论 的 理论 基 十 以 下 的 回答 ;必须 用 非 对 称 张 量 场 来 代替 
对 称 张 基 场 . 这 意味 着 ,关于 场 分 量 的 条 件 g 二 gw 必须 扳 工 . 这 样 , 场 就 有 16 个 分 量 而 不 是 10 
个 分 量 ， 

余下 的 工作 就 是 建立 非 对 称 张 量 场 的 微分 方程 . 解决 这 个 问题 时 ,会 遇 到 对 称 场 情况 下 不 
出 现 的 殉难 .广义 相对 性 原理 不 足以 完全 决定 场 方程 ,主要 因为 场 的 对 称 部 分 的 变换 规律 并 不 
涉及 其 反对 称 部 分 的 分 量 , 反 之 亦 然 . 大 概 这 就 是 过 去 几乎 没有 人 试 作 这 种 推广 的 原因 如 果 在 
这 理论 的 形式 框架 中 只 是 整个 的 场 起 作用 而 不 是 其 对 称 与 反对 称 部 分 分 别 起 作用 , 则 只 有 把 这 
两 部 分 综合 起 来 才 是 自然 的 程序 . 

事实 是 这 个 要 求 确 可 自然 地 满足 .但 是 其 至 这 个 要 求 加 上 广义 相对 性 原理 仍 不 足以 唯一 地 
头 定 努 方程 , 记 住 ,方程 组 还 圳 满足 一 个 条 件 ; 各 方程 必须 相 容 . 上 面 说 过 ， 如 果 这 些 方程 来 自 变 
分 原理 ,这 个 条 件 也 是 可 满足 的 ， 

这 一 点 已 经 做 到 了 ,虽然 不 如 对 称 场 情况 那样 自然 . 有 两 个 不 同 的 方式 可 以 知 到 这 一 点 ,而 
这 却 是 困扰 人 的 . 这 些 变 分 原理 给 出 了 两 个 方程 组 一 一 记 为 E, 和 它们 不 全 相同 (虽然 差 
草 很 小 ), 各 有 其 特定 的 不 完全 之 处 . 所 以 ; 苏 至 相 容 性 条 件 也 还 不 足以 唯一 决定 方程 组 ， 

事实 上 , 正 是 EE 和 五 : 的 形式 上 的 缺陷 指出 了 可 能 的 出 路 . 还 有 第 三 个 方程 组 E, 没有 已 
和 的 形式 缺陷 ,而 是 它们 的 组 合 , 意 思 是 说 ,EE 的 每 一 个 解 都 同时 既是 Ei 又 是 Es 的 解 . 这 暗 
示 Es 可 能 就 是 我 们 要 找 的 方程 组 . 那么 ,为 什么 不 就 用 作为 方程 组 呢 ? 如 果 不 作 进一步 的 
分 析 , 这 个 程序 仍然 根据 不 足 , 因 为 由 FE 和 E， 的 相 容 性 得 不 出 更 强 的 方程 组 E; 的 相 容 性 , 它 
的 方程 个 数 比 场 分 量 的 个 数 多 四 个 . 

另外 一 种 考虑 表明 ,如 果 不 管 相 容 性 问题 ,只 有 五 才 是 引力 场 方程 真正 自然 的 推广 . 
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但 是 E, 不 是 如 E, 和 E; 那 种 意义 下 的 相 容 的 方程 组 ,EE 和 已 : 的 相 容 性 是 由 是 够 多 的 恒 
等 式 来 表示 的 ,这 意味 着 每 一 个 场 若 在 一 确定 的 时 刻 满 足 方 程 组 , 则 必 可 连续 拓展 为 四 维 时 空 
中 的 解 . 然而 方程 组 E， 就 不 能 这 样 拓展 了 . 我 们 可 以 用 经 典 力学 的 语言 这 样 来 表述 这 件 事 :在 
方程 组 EE 的 情况 ,初始 值 ? 不 能 自由 地 选取 . 真正 关系 重大 的 是 回答 下 面 的 问题 :方程 组 E, 的 
解 的 全 体 是 不 是 包含 了 那么 多 的 东西 以 适合 一 个 物理 理论 的 需要 ? 这 个 纯粹 的 数学 问题 至 今 
仍 未 解决. 

怀疑 论 者 会 说 "从 逮 辑 的 观点 来 看 ,这 个 方程 组 确实 可 能 是 合理 的 , 但 是 这 还 没有 证 明 它 
与 大 自然 相符 . "亲爱 的 怀疑 论 先生 ,你 是 对 的 . 只 有 经 验 能 决定 真 伪 . 然而 ,如 果 我 们 能 成 功 地 
陈述 出 一 个 有 意义 的 精确 的 问题 ,我 们 终究 做 成 了 一 点 事 . 虽然 知道 了 大 量 的 经 验 事实 ,要 对 此 
加 以 肯定 或 反 台 ,都 不 是 容易 的 事 . 从 方程 导出 可 以 与 经 验 相 对 照 的 结论 ,还 需要 作 艰 苦 的 努 
力 ,可 能 也 还 常 要 新 的 数学 方法 . 


Sd4. 
引力 


其 治 ， 爷 莫 夫 (George Gamow),1961 年 3 月 号 


“上 ”有 “下 ”, 所 有 物质 的 东西 都 自然 而 然 会 向 下 走 , 会 下 落 , 谁 也 不 去 问 为 什么 . 绝对 
的 上 与 下 的 概念 持续 到 中 世纪 ,直到 那 时 , 人们 还 力求 去 证 明 地 不 可 能 是 贺 的 . 

第 一 道 穿 破 关于 落体 的 学 院 派 迷雾 的 亮光 来 自 血 里 略 的 工作 . 因为 自由 落体 下 降 太 快 不 好 
直接 测量 , 伽 里 略 决定 研究 放 在 斜面 上 的 物体 来 延缓 运动 , 他 的 论据 如 下 ， 一 -在 当时 这 是 新 奇 
的 论据 一 一 因为 放 在 水 平面 上 的 球 完全 不 动 ,而 平行 于 垂直 平面 的 球 下 落 之 快 就 好 像 根 本 这 个 
垂直 平面 没有 放 在 那里 ,所 以 斜面 上 的 球 应 该 以 居间 的 速度 下 落 ,速度 大 小 视 倾角 大 小 而 定 . 他 
观察 了 球 沿 着 不 同 倾角 的 余 面 下 降 的 速度 以 及 在 一 定时 间 区 段 里 走 过 的 距离 ,其间 他 用 水 钟 来 
测量 时 间 . 实验 表明 ,速度 总 是 按时 间 ( 从 释放 球 时 算 起 ) 正 比 增加 ,而 经 过 的 距离 与 时 间 平 方 成 
正比 .和合 里 略 还 发 现 ,如 果 把 一 个 很 重 的 铁 球 与 一 个 轻 得 多 的 木 球 放 在 高 度 相同 ;倾角 也 相同 的 
斜面 上 ,而且 同 时 释放 , 则 它们 会 并 排 滚 下 . 

他 还 使 用 单 撰 一 一 即 悬 在 细 强 上 的 重 物 一 - -来 作为 另 一 种 延缓 下 藩 的 方法 . 这 里 ,只 要 调 
整 押 长 ,就 可 以 改变 重 物 运 动 的 驶 的 陡 度 . 同样 长 度 的 摆 尽 管 重 物 不 同 ,振动 周期 都 是 一 样 的 ， 
这 个 结果 与 斜面 实验 的 结果 是 一 致 的 . 伽 里 略 从 这 些 观察 中 推断 出 :一 切 物 体 ,不 论 是 轻 是 重 ， 
且 由 下 落 的 情况 完全 一 样 , 这 个 想法 与 当时 占据 统治 地 位 的 亚 里 斯 多 德 哲 学 学 派 的 意见 直接 相 
肥 , 按 这 种 意见 , 重 物 下 降 比 轻 的 东西 更 快 . 按 一 个 著名 的 传说 ,这 传说 可 能 实 有 其 事 也 可 能 没 
有 ,信里 略 息 上 比萨 射 塔 , 扫 下 了 一 轻 一 重 的 两 个 球 ,它们 同时 触 地 ,这 使 得 当时 的 哲学 家 们 大 
为 狼 狐 ， 


户 _< 所 有 有 知识 的 人 都 相信 世界 是 平坦 的 那个 年 代 , 他们 确实 没有 理由 去 思考 引力 . 有 
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牛顿 的 ?引力 定律 


这 些 研究 黄 定 了 力学 科学 的 基础 ,而 主要 的 结构 则 是 牛顿 建立 的 ,牛顿 生 于 人 里 略 的 卒 年 . 
牛顿 用 他 的 运动 定律 引 人 和 人 了 力 和 懈 性 质量 两 个 概念 . 当 力 作用 于 物体 时 ,就 会 改变 其 速度 之 大 
小 .或 方向 或 二 青 者 改变. 它们 的 惯性 质 景 反抗 这 些 改变 . 牛顿 指出 ,物体 速度 的 变 率 ( 加 速度 ) 
与 作用 于 其 上 的 为 成 正比 而 反比 于 其 质量 , 力 加 信和 则 加 速度 也 加 倍 ;质量 加 傍 风 加速 嵌 减 半 ; 二 
者 都 加 税则 加 速度 不 变 . 

从 这 个 定律 的 观点 来 看 ,你 里 略 关于 自由 落体 的 结果 隐 含 了 一 个 事实 , 它 其 实 是 很 奇怪 的 ， 
但 是 一 真 被 认为 当然 而 视 若 无 睛 ;这 就 是 ,一 物 的 重量 ( 即 地 球 加 于 它 的 引力 ) 与 其 惯性 质量 严 
格 成 正比 ,各 不 是 这 样 ,同样 太 小 的 铁 球 和 木 球 不 会 以 间 样 的 速率 下 降 . 若 两 个 物体 下 落 时 加 速 
度 相 同 , 则 铁 球 中 反抗 运动 的 改变 的 惯性 质量 必定 大 于 木 球 的 惯性 质量 ,而 且 愉 好 与 作用 于 二 
球 的 向 下 的 力 成 正比 例 . 这 种 比例 性 绝 非 小 事 ; 事 实 上 ,只 有 引力 如 此 而 其 他 我 们 所 熟知 的 力 均 
不 是 这 样 ,所 以 ,一 个 电子 和 一 个 质子 在 引力 场 中 下 落 的 加 速度 是 一 样 的 ,而 存 同一 电场 中 , 电 
子 得 到 的 加 速度 要 比 质子 的 大 1 836 倍 . 

牛顿 分 析 了 向 地 面 下 降 的 球 ( 或 者 苹果 } 以 后 ,继续 在 更 宽大 的 尺度 下 考察 引力 . 他 在 《 愿 
理 》” 一 书 中 一 段 非 常 有 趣 的 讨论 足以 表明 他 的 思路 . 他 说 , 设 在 一 个 高 出 大 气 层 的 山顶 上 水 平 
地 射出 一 发 炮弹 ( 见 435 页 插图 )*“. 炮弹 将 沿 弯曲 的 轨道 进行 而 在 离 山脚 一 定 距离 处 落地 .炮弹 
出 膛 速 度 越 大 , 落 点 离 册 脚 越 远 , 在 充分 高 的 初速 之 下 ,炮弹 落 点 将 会 在 地 球 表面 上 与 山 正 好 相 
反 处 ;初速 更 高 时 , 它 就 永远 不 会 落地 而 成 为 绕 地 旋转 的 小 月 亮 . 牛顿 论辩 说 ,如 果 可 以 这 样 做 
出 一 个 人 造 卫星 ,为 什么 不 可 以 假设 天 然 的 月 球 的 运动 也 是 一 种 自由 落体 运动 呢 8 而 如 果 月 球 
绕 地 球 旋转 是 地 球 的 引力 吸引 而 成 , 则 假设 地 球 自 己 也 位 置 于 一 轨道 上 是 出 于 太阴 的 引力 所 
致 ,这 不 是 合乎 逻辑 的 吗 ? 于 是 ;对 于 其 他 的 行星 及 其 卫星 这 不 也 是 成 立 欧 吗 ? 万 有 引力 这 个 
深刻 的 重要 的 思想 就 是 这 样 产生 的 ,这 个 思想 就 是 ;宇宙 间 一 切 物 体 都 互相 吸引 ,引力 之 大 小 由 
它们 的 质量 与 模 互 距离 决定 . 

为 了 确定 引力 与 质量 及 距离 的 准确 的 关系 式 ,牛顿 先 假设 地 球 与 接近 地 球 表面 的 物体 之 间 


* 伴 注 站 自然 哲学 之 数学 原理 》(Mathematical Principles of Natural Phiiosophy,1686Y) 有 王 克 迪 
中 译本 ,武汉 出 版 社 1992. 
a 译注 ;此 例 实 出 于 牛顿 的 《宇宙 体系 一 书 ,该 书 英 译 本 与 中 译本 均 与 (原理 ) 合 订 , 见 武 汉 出 版 社 译 
本 559 页 . 其 中 讲 的 是 石 块 而 非 炮 弹 . 
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se i 

等 效 诛 理 是 由 爱 因 斯 坦 确 切 表明 的 ,这 原理 指出 ,加 速 运动 产生 的 效应 与 引力 场 的 效应 
是 元 法 区 别 的 ,一 个 匀 加 速 的 飞船 中 的 观测 者 ,如 果 同 时 让 两 个 不 同 重量 的 球 同时 下 落 ,他 
会 看 到 地 板 以 同样 的 速度 迎 着 球 而 来 .一 个 飞船 外 的 观测 者 则 会 看 到 这 两 个 球 继续 上 升 { 嫂 
线 ] 其 速度 就 是 放 球 时 刻 飞 船 的 速度 ,而 地 板 运 动 则 有 加 束 度 ,于 是 终于 追 上 了 这 两 个 球 . 
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的 力 正比 于 物体 的 惯性 质量 , 它 也 应 正比 于 地 球 的 惯 福 质 量 , 这 立即 说 明 何以 小 厦 量 的 物体 ， 
如 两 个 苹果 之 间 的 引力 其 设 有 为 大 注意 到 , 它 太 微 轮 了 . 直到 牛顿 死 后 半 个 世纪 ,这 个 力 的 存在 
二 由 另 一 个 美国 的 天 才 卡 文 迪 希 (Henry Cavendish) 在 实验 中 证 实 ， 

已 经 规定 两 个 物体 间 的 引力 正比 于 其 质量 的 姜 积 后 ,牛顿 进而 讨论 它 怎 样 依赖 于 它们 的 距 
离 . 他 比较 了 为 了 维持 月 球 位 于 离 地 球 维 60 个 地 球 半径 的 轨道 上 所 需 之 力 与 作用 在 离 地 心 仅 
一 个 地球 半 径 处 的 昔 果 上 之 力 . 重要 的 是 要 看 到 ,尽管 月 球 与 苹果 之 质量 有 如 此 巨大 的 差别 ,这 
种 比较 仍 是 适用 的 .事实 上 , 若 把 一 个 人 芋 果 放 在 月 球 轨 道上 ,并 给 它 以 月 球 的 轨道 速度 , 则 苹果 
将 和 月 球 完全 一 样 地 绕 地 球 旋转 ;用 同样 的 证 据 , 如 果 把 月 球 挂 在 一 个 树枝 上 再 落下 , 则 它 落 地 
的 速度 也 必 和 荤 果 一 样 , 牛顿 的 数学 分 析 表 明 ,彼此 吸引 闭 的 物体 的 引力 随 距 离 平方 而 减少 . 

他 现在 可 以 写 出 引力 公式 :F 一 GCM Ms)/q?,G 是 比例 常数 , 称 为 引力 常数 ,这 是 一 个 极 小 
的 数 ; 如 果 质 量 以 克 计 ,距离 以 厘米 计 , 则 避 约 为 0.000 000 066=6.6 X10 这 意味 着 ,车 有 两 
个 1 克 重 的 物体 , 放 在 相距 一 厘米 处 , 则 其 引力 略 大 于 6 亿 分 之 一 达 因 ,或 即 6 千 忆 分 之 一 克 质 
量 所 受 的 重力 . 

牛顿 把 他 的 引力 定律 与 运动 定律 结合 起 来 ,就 能 从 数学 上 导出 开 普 勒 所 发 现 的 行星 运动 的 
三 六 定律 , 在 紧 接 着 的 值得 纪念 的 年 代 里 ,牛顿 和 他 的 继承 者 们 把 天 体 的 运动 解释 到 纤细 入 微 


的 地 步 .但 是 引力 作用 的 本 后 ,特别 是 引力 质量 与 馈 性 质量 为 秆 么 神秘 地 成 正比 ;其 理由 在 200 
多 年 中 完全 隐藏 不 见 . 


爱 因 斯 坦 的 引力 定律 


然后 到 1914 年 , 爱 因 斯 坦 终于 扬 开 了 帷幕 . 他 所 提出 的 思想 来 自 大 约 十 年 前 他 提出 的 狭义 
相对 论 ， 那个 理论 基于 如 下 的 解释 , 闭 而 限于 室内 , 则 不 论 如 何 观测 也 无 法 得 知 此 室 是 静止 的 还 
导 治 一 直线 作 勾 速 运动 . 所 以 如 果 一 个 人 处 于 作者 写 下 这 用 行文 字 时 的 位 置 -在 伊 丽 汞 请 息 
后 池 一 闻 不 向 大 海 的 舱 中 ,航行 在 平静 的 大 海上 一 则 不 论 他 做 力学 的 .光学 的 或 不 论 什么 实 
验 , 他 都 无 法 得 知 这 船 已 在 海上 航行 ,还 是 仍然 停泊 在 港 中 . 如 果 风 棱 缀 起 ,情况 就 发 生 令 人 痛 
昔 的 变化 ;这 时 ,这 船 远 非 匀 速 地 运动 就 再 明显 不 过 了 

记 了 处 理 非 匀速 运动 , 爱 因 斯 坦 设想 有 一 实验 室 在 远离 伍 何 有 引力 的 物体 处 如 果 这 运载 
“出 对 于 一 个 肖 远 的 星体 是 静止 的 或 作 勾 速 运动 , 则 里 面 的 观察 者 们 以 及 他 们 的 没有 固定 在 稻 
壁 上 的 仪器 ,都 会 自由 源 泽 . 分 不 出 上 种 下. 然而 ,火箭 发 动机 一 启动 ,飞船 加 速 , 仪 器 和 人 都 会 
计时 向 与 运动 方向 相反 方向 的 航 履 ,这 个 般 辟 就 成 了 地 板 , 它 对 面 的 艇 你 则 成 了 天 花 板 ,而 人 入 
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可 以 站 起 来 , 走 来 走 去 ,多 少 有 些 像 在 弛 上 一 样 , 事实 上 ,如果 这 个 加 速度 等 于 她 面 上 的 重力 加 
速度 ,乘客 们 很 可 能 相信 飞船 仍然 停 在 发 射 场 上 . 

设 有 一 个 乘客 手 上 并 排 拿 着 两 个 球 ,一 个 铁 的 ,一 个 木 的 ,而 且 他 同时 把 两 个 球 都 放 开 . 从 
在 飞船 外 的 我 们 看 来 “真正 "发生 的 事情 如 下 : 当 球 还 拿 在 手 上 时 ,两 个 球 都 在 和 观察 者 和 整个 
;飞船 一 起 作 加 速 运动 . 当 把 它们 放 开 ,它们 就 不 再 受 飞船 发 动机 驱动 . 现在 它们 会 靠 在 一 起 都 以 
释放 时 刻 飞 船 的 速度 运动 . 然而 飞船 本 身 会 继续 加 速 , 所 议 飞 船 的 "地板 "会 很 快 地 起 上 这 两 个 
球 , 同 时 磁 土 它们 . 

但 飞船 内 的 观察 者 看 到 的 实验 就 不 一 样 了 , 他 会 看 见 两 球 下 落 , 同 时 落 到 “地 极 " 上 . 他 着 回 
想起 佑 里 略 在 比 芝 斜 塔 上 上 所 证 明 的 ,就 会 相信 在 空间 的 实验 室 里 有 通常 的 强力 场 存在 ， 
) 对 于 被 观测 的 事实 ,两 种 描述 都 是 正确 的 ;这 两 种 观点 的 等 价 性 就 是 爱 因 斯 坦 关 于 引力 的 
,相对 性 的 基础 . 然而 ,这 一 个 关于 在 加 速 的 舱室 外 面 和 里 而 所 作 的 观察 的 所 谓 等 效 原理 ,如 果 只 


: 人 造 卫 皇 是 牛顿 在 (原理) 一 书 中 想 出 来 的 理想 实验 ,本 图 即 转 引 自 此 
书 . 从 山顶 上 水 平 射出 的 炮弹 ,出 腾 速 度 越 大 就 落得 越 远 . 荐 速度 充分 大 , 它 
就 会 绕 地 球 放 转 ,这 就 暑 示 着 月 球 其 实 也 是 在 地 球 的 引力 场 中 下 落 . 


用 于 力学 现象 ,是 平凡 而 不 足 道 的 , 爱 因 斯 坦 深刻 的 润 察 力 在 于 这 个 原理 十 分 广泛 ,对 于 光学 和 
其 他 电磁 现象 都 成 立 . 

设想 一 个 光 东 以 "水 平 ?方向 穿 过 这 个 空间 实验 室 . 为 了 追踪 光 的 行程 ,等 距 地 放 恬 一 些 重 
直 的 荧光 玻 责 板 ( 见 438 页 土 的 图 ). 从 飞船 外 看 “真实 ?地 发 生 蚌 光 以 常 速 沿 直线 行进 ,玻璃 板 
则 越 来 越 快 地 土 升 而 穿 过 光 的 路 程 . 光 用 相同 的 时 间 从 一 个 玻璃 屏 走 到 下 一 个 ,但 是 在 每 -个 
相继 的 时 间 区 间 中 , 屏 都 上 上升 得 更 高 .所 以 荧光 亮点 的 模式 表明 她 板 正 越 来 越 快 她 接近 光束 . 但 
古 如 果 飞 船 内 的 观察 者 面 一 条 线 连接 这 些 亮点 , 则 在 他 看 来 这 曲线 是 走向 地 板 的 抛物 线 . 因为 
他 把 加 速度 看 作 是 由 引力 产生 的 ,他 就 会 说 , 光 在 引力 场 中 传播 时 会 弯曲 ， 

所 以 , 爱 因 斯 二 就 得 出 结论 说 :如 果 等 效 原 理 在 整个 物理 学 中 都 成 立 , 从 远方 星体 来 的 光 
线 ,车 在 走向 地 球 时 要 接近 太阳 ,光线 必 向 太阳 弯曲 . 1919 年 一 队 英国 天 文学 家 在 非洲 观测 日 全 
食 时 出 色 她 证 实 了 这 个 预见 .日光 由 于 月 球 的 遮掩 而 暗淡 ,可 以 看 见 太阳 光盘 附近 的 星体 偏离 
于 巧 应 该 在 的 方位 1.75 秒 弧 度 . 


相对 论 性 的 旋转 木马 


我 们 再 来 考虑 另 一 类 加 速 运动 一 一 勾 速 旋转 , (以 一 定 速 率 在 圆 形 路 径 上 运动 的 物体 应 该 
认为 是 加 速 运动 ,因为 其 方向 连续 地 变动 . ;考虑 用 帷幕 围 起 来 的 旋转 森马, 里面 的 人 不 能 观看 
周围 来 判断 木马 在 转 . 如 果 旋 转 木马 在 转 ,观测 者 就 会 感到 离心 力 把 他 推 向 边 乡 . 放 在 平台 上 的 
球 就 会 滚动 离开 中 心 . 作用 在 平台 上 任 一 物体 之 离心 力 大 小 都 正 比 于 该 物体 之 惯性 质量 ,所 以 
这 里 如 速 运动 的 效应 又 一 次 可 以 看 作 是 等 价 于 一 个 引力 场 . 肯定 这 是 一 个 特别 的 场 ; 它 与 地 球 
表面 以 及 一 般 的 球形 物体 表面 上 的 场 很 不 一 样 . 力 是 指向 离开 系统 中 心 的 方向 而 不 是 向 着 中 
心 ;和 它 也 不 是 随 到 中 心 的 距离 之 平方 而 减少 ,而 是 随 此 距离 而 增加 ， 此 外 ,这 个 场 有 绕 中 轴 的 柱 
对 称 性 而 不 是 绕 中 心 点 的 球 对 称 性 . 尽管 如 此 ,等 效 原理 仍然 成 立 : 场 可 以 解释 为 分 布 在 远离 对 
称 轴 处 的 物质 生成 的 引力 场 . 

光线 在 这 个 场 内 该 如 何 传 播 ? 设 在 转盘 边缘 上 一 点 4 处 有 一 个 光源 向 各 个 方向 发 出 光线 ， 
我 们 在 边缘 上 另 一 点 B 上 观测 它 . 根据 光学 的 基本 定律 , 光 总 是 沿 最 短路 径 传播 . 但 是 A 与 B 
之 间 的 最 短路 径 是 什么 ?要 测 联结 4 点 和 如 成 的 不 同 曲线 的 长 度 , 观 察 者 采用 了 古老 然而 可 靠 
的 方法 ,就 是 沿 曲 线 把 杆 尺 头 接头 地 放 好 青 数 本 由 的 数目 ( 见 440 页 上 的 图 ). 

疆 我 们 从 外 面 看 这 个 实验 时 , 记 住 狭义 相对 论 告 诉 我 们 ,运动 的 杆 尺 会 沿 运动 方向 缩短 所 
以 我 们 看 到 ,如 果 观 察 者 沿 着 A,8 闻 的 “真正 ”的 直线 去 量 ,他 的 杆 尺 就 会 收缩 ,所 以 比 之 不 动 
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扭 秤 是 英国 物理 学 家 卡 文 过 希 用 来 测 便 小 质量 之 间 的 引力 的 , 本 图 转 引 自 他 发 表 在 
Philosonphical Transaction of the Royal Society 的 论文 .直径 2 人 时 前 铅球 1a) 固 定 在 一 个 梁 
上 ,而 染 则 最 在 一 个 有 扭力 的 线 [lg) 上 , 放 了 两 个 12 时 直径 的 球 , 先 把 洪 向 一 边 转 , 然 后 再 
向 为 一 边 转 , 通过 两 侧 各 有 一 个 的 棱镜 来 观测 扭转 . 总 旋转 就 可 用 来 度量 引力 ， 


的 平台 ,他 要 用 更 多 的 杆 尺 才能 量 完 , 现在 出 现 了 一 件 趣 事 . 杆 尺 越 接近 中 心 , 它 的 线 速 度 就 越 
小 ,所 以 收缩 得 也 越 少 . 所 以 观测 者 只 要 把 杆 尺 向 中 心 弯曲 ,他 就 能 减少 由 A 到 B 的 杆 尺 的 数 
目 . 虽然 沿 意 曲 的 曲线 "真实 "的 距离 要 稍 长 一 点 ,但 蚌 每 一 个 杆 尺 的 收缩 都 比较 小 ,这 就 补偿 了 
增加 的 长 度 而 且 有 余 , 沿 着 这 条 最 短路 径 的 光线 ,在 开始 行进 时 是 向 肉 的 ,然后 再 碍 向 外 缘 , 这 
可 以 看 作 是 由 于 从 外 面 看 到 的 沿 半径 指向 外 方 的 引力 场 使 光 的 路 径 变 弯 了 . 

在 离开 这 个 旋转 木马 前 ,我 们 再 作 一 个 实验 . 把 一 对 完全 相同 的 上 时 钟 放 在 平台 上 ,一 个 舍 近 
中 心 + 一 个 靠近 边缘 . 和 杆 尺 的 情况 一 样 , 外 侧 的 钟 比 靠 内 的 钟 运动 的 速度 快 些 ,狭义 相对 论 又 
会 预见 两 个 钟 性 态 有 差别 ,运动 除了 使 标尺 变 短 ,还 会 使 时 钟 变 慢 ; 所 以 靠 外 的 钟 比 靠 内 的 会 走 
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光 钱 的 曲率 是 加 速 的 火箭 中 的 观察 者 所 看 到 的 . 在 外 面 的 
戏 测 者 看 来 ,光束 仍然 沿 水 平 的 直线 行进 , 穿 过 每 一 个 玻璃 飞 的 
点 则 越 来 越 接 近 地 板 ,这 是 由 于 玻璃 屏 有 向 上 的 加 速度 . 
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得 更 慢 . 但 若 观察 者 用 引力 场 来 解释 加 速度 的 效应 ,他 就 会 说 ,在 引力 势 较 高 处 ( 即 沿 引 疙 方 阿 
的 较 远 处 ?时 钟 走 得 慢 些 ， 

昌 然 不 能 去 讨论 细节 ,爱国 斯坦 的 论据 表明 在 例如 地 球 的 通常 的 引力 场 中 也 会 有 这 样 的 
事 . 这 里 引力 场 指向 下 方 ,所 以 海平 面 上 的 钟 要 比 出 项 上 的 钟 走 得 惕 . 所 有 的 物理 的 ,化 学 的 和 
生物 学 的 现象 都 会 同样 的 放 慢 ,而 一 个 在 纽约 帝国 大 厦 一 楼 工作 的 女 打字 员 要 比 在 顶楼 上 工作 
的 挛 生 姐妹 老 得 快 一 些 “. 场 越 强 , 慢 得 更 多 . 太阳 表面 上 的 钟 比 地 面 上 的 钟 要 锡 百 万 分 之 一 . 

我 们 当然 无 法 在 太阳 表面 上 放 一 个 钟 ,但 是 我 们 可 以 观测 造成 太阳 光谱 中 各 条 谱 线 的 原子 
振动 频率 , 如 果 大 自然 的 钟 慢 下 来 了 ,原子 发 出 的 光谱 就 应 该 向 光谱 的 低频 端 即 红色 一 端 称 动 . 
这 种 “引力 红 移 "是 爱 因 斯 坦 预见 的 . 这 种 红 移 确 实在 太阳 光谱 的 谱 线 中 找到 . 但 是 它 太 小 了 以 
至 于 几乎 超出 了 观测 精确 性 的 限度 , 密度 大 得 多 的 白矮星 的 红 移 变 比 太阳 的 大 40 倍 ,这 与 理论 
相符 得 很 好 ， 

天 文学 的 证 据 总 不 如 地 面 上 的 实验 室 中 完成 的 实验 . 不 多 几 年 前 ,在 实验 室 里 测量 出 所 预 
见 的 地 球 引 力 场 中 不 同 高 度 处 的 钟 移 微小 差别 ,还 几乎 是 无 望 的 . 后 来 慕尼黑 大 学 的 称 斯 保 尔 
(R.L. M6ssbauer) 找 到 了 一 种 生成 频率 极 纯 的 伽 玛 射 线 , 并 用 以 测量 频率 的 极端 微小 的 变 什 
( 见 S. De Benedetti,The Méssbauer effect,《 科 学 的 美国 人 人 》,1960 年 四 月 导 ),. 几 位 科学 家 , 抓 住 
了 这 个 机 时 ,着手 证 明 在 地 球 引力 场 中 相距 不 过 几 十 英尺 的 两 个 核 " 钟 ? 确 有 可 以 观测 得 到 的 不 
则 频率 ,其 差 恰好 就 是 爱 央 斯 坦 所 预见 的 ,完全 在 实验 容许 误差 的 范围 之 内 . 如 果 还 可 证 据 ,出 
比较 人 造 地 球 卫 星 上 的 和 地 面 上 的 两 个 原子 钟 ,几乎 肯定 会 得 到 另 一 个 证 据 . 

这 梓 我 们 就 看 到 了 ,在 引力 场 中 钟 会 变 慢 , 光 线 会 向 场 的 方向 弯曲 ,直线 也 不 给 出 两 点 间 的 
最 短 距 离 , 然而 除了 说 “直线 "就 是 光 在 真空 中 所 走 的 路 径 , 或 者 就 是 两 点 间距 离 最 短 的 曲线 以 
外 ,又 怎样 定义 它 呢 ? 爱 因 斯 坦 的 思想 是 保留 这 个 定义 . 他 建议 不 说 光线 和 最 短 距 离 是 弯曲 的 
面 说 空间 (准确 些 说 是 时 空 ) 本 身 是 弯曲 的 . 设想 一 个 弯曲 的 三 维 空间 已 经 很 难 , 更 不 必 说 弯 则 
的 四 维 时 空 了 ,但 是 利用 与 二 维 曲面 的 类 比 可 以 对 于 这 名 语 指 的 是 什么 得 到 一 些 初步 想法 . 我 
们 在 中 学 里 都 学 过 的 欧 氏 几何 讲 的 是 可 以 在 平面 上 画 出 的 图 形 . 如 果 在 曲面 上 ,如 在 球面 上 或 
长 形 曲 面 ( 见 441 页 插图 ) 画 出 图 形 , 则 许多 欧 氏 定理 都 不 成 立 ， 

特别 是 平面 三 角形 的 内 角 和 是 180*. 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 180 ,而 在 靶 形 面 中 则 小 于 . 
说 真 的 ,球面 和 鞍 形 面 上 的 三 角形 的 边 ,从 三 维 观点 看 来 都 不 是 直 的 ,但 若 把 我 们 自 己 限 于 所 讨 


x 译注 :原文 误 为 慢 一 些 . 这 就 是 著名 的 挛 生 子 伴 雇 . 确实 有 人 作 了 实验 ,证 实 了 在 喷气 式 客 机 上 ,时 
钟 确实 会 放 慢 ;而 且 GPS 定位 系统 的 工作 必须 考虑 这 一 点 才能 提高 精度 . 
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室 间 的 曲 秦 在 二 维 情况 下 可 以 男 出 来 .在 平 直 空 间 { 上) 里 ,三 角形 内 角 和 是 180 ; 在 球 
面 那样 的 正 曲 率 空间 {中 }) 里 ,是 大 于 180 ;在 鞍 形 面 那 样 的 负 曲 率 空 间 ! 下 } 里 ,是 小 于 180 . 


论 的 曲面 士 ,它们 都 是 "最 直 ”( 最 短 ) 的 线 , 数学 家 称 这 种 曲线 为 测 地 线 . 


三 维 空间 中 测 地 线 的 定义 就 是 光线 党 以 传播 的 线 . 考虑 咎 三 条 这 种 测 地 线 围 成 的 三 角形 . 
如 果 其 内 角 和 等 于 180", 就 说 此 空间 是 平 直 的 . 苦 和 大 于 180* ,就 说 空间 是 球状 的 或 正 向 弯曲 
的 ; 若 它 小 于 180" ,就 说 空间 是 坑 状 的 或 负 向 弯曲 的 . 若 有 三 个 天 文学 家 分 别 在 地 球 、 火 星 和 金 
是 上 ,并 以 行星 间 行 进 的 光线 成 一 个 三 角形 ,测量 这 个 三 角形 的 内 角 和 将 会 超过 180", 这 是 因为 
光线 被 窒 向 太阳 的 原故 ( 见 444 页 上 的 图 ). 所 以 我 们 说 太阳 附近 的 空间 是 正 向 弯曲 的 . 男 一 方 
面 ,在 旋转 木马 型 的 引力 场 中 ,三 角形 内 角 和 小 于 180*, 而 这 个 空间 是 负 向 弯曲 的 . 

前 面 的 论证 就 是 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 的 基础 。 按 牛顿 的 观点 ， 太 阳 在 它 周围 的 空间 中 形 
成 一 个 力 场 ， 从 而 使 行星 沿 弯曲 的 轨道 而 不 是 直线 运动 ， 在 爱 因 斯 坦 的 图 像 里 ， 空 间 本 身 就 
是 弯曲 的 ， 而 行星 沿 此 次 上 曲 空 间 中 景 直 的 曲线 〈 测 地 线 ) 运动 ， 这 里 我 们 说 的 “空间 ”中 的 
测 地 线 其 实 是 在 四 维 时 空 连续 统 中 的 测 地 线 〈 见 445 页 插图 )， 当 然 ， 说 轨道 是 三 维 空间 中 的 
测 地 线 就 错 了 ， 

爱 因 斯 过 把 引力 解释 为 空间 的 曲率 ,得 出 的 结果 与 牛顿 的 经 典 理论 并 不 完全 一 样 . 我 们 已 
经 讲 到 了 光线 的 弯曲 .关于 物体 的 运动 ,四 对 论 也 给 出 了 略微 不 同 的 答案 . 例如 它 能 解释 水 星 轨 


442 VY. 数学 的 意义 


道 主 轴 的 进 动 * ,这 在 经 典 天 体力 学 中 是 一 个 长 期 存在 的 神秘 . 


引 | 力 波 


牛顿 关 十 质 盟 之 间 的 引力 作 几 的 定律 与 电荷 之 间 静 电 作 用 定律 很 相像 , 爱 因 斯 坦 的 引力 场 
理论 切 麦克 斯 书 电 沟 场 理 论 也 有 不 少 共 同 点 . 所 以 自然 期 望 质 量 的 振荡 会 引起 引力 波 , 正 如 电 
菏 的 振荡 会 引起 电磁 波 一 样 . 爱 因 斯 坦 在 1918 年 发 表 的 一 篇 著名 论文 中 已 找到 广义 相对 论 基 
本 方程 的 一 给 解 ,表示 引力 扰动 让 空间 以 光速 传播 . 引力 波 如 果 存 在 就 要 携带 能 量 ; 但 其 强度 ， 
即 它 们 和 传输 的 能 基 极 为 被 小 . 例如 地 球 在 绕 太 阳 的 轨道 运动 中 发 射 的 功率 是 千 分 之 一 瓦 , 这 会 
使 地 球 在 10 亿 年 中 帮 向 太阳 下 落 百 万 分 之 一 厘米 1 

谁 都 达 想 不 出 侦查 这 么 噶 的 波 的 方法 . 事实 上 有 些 理论 家 如 爱 丁 顿 履 士 (Sir Arthur Ed- 
dington) 认 为 引力 波 完 全 不 表示 任何 物理 现实 ,而 只 是 数学 的 虚构 ,并 且 可 以 适当 地 选取 时 空 坐 
标 将 它 从 方程 中 消去 . 然而 更 彻底 的 分 析 证 明 并 非 如 此 ,引力 波 虽 然 很 弱 却 是 真实 的 . 

引力 该 是 否 也 像 电磁 波 一 样 分 成 离散 的 能 景 包 或 量子 ? 这 个 问题 里 然 和 量子 理论 一 样 十 
老 , 但 直到 商 年 前 才 由 英国 物理 学 家 独 拉 克 (P, A, M, Dirac) 解 决 *, 他 成 功 地 把 引力 场 方程 量子 
化 并 且 证 明 引 力量 子 , 艺 “ 引 力 子 ?的 能 量 也 和 光量 子 即 光子 的 能 量 - 样 ,等 于 普 朗 克 常数 且 与 
其 频率 的 乘积 .但 是 其 自 旋 是 光子 自 旋 的 两 倍 . 

引力 波 由 于 太 弱 故 在 天 体力 学 中 并 不 重要 . 但 是 引力 子 在 基本 粒子 物理 学 中 会 起 作用 吗 ? 
这 些 基 本 粒子 ,物质 的 这 些 终极 成 分 ,通过 发 射 或 吸收 适当 的 “" 场 量子 "而 以 多 种 形式 互相 作用 . 
电磁 相互 作用 (例如 荷 相 反 电 荷 的 物体 的 作用 ) 必 包含 了 光子 的 发 射 或 吸收 ;可 能 引力 相互 作用 
也 与 引力 子 有 关 . 过 去 几 年 时 已 经 秀清 楚 了 ,物质 的 相互 作用 分 几 类 :(1) 强 相互 作用 ,我 们 把 电 
磁力 也 包括 在 内 ;(2) 弱 相互 作用 ,例如 放射 性 核 的 8 一 衰变 ,这 时 发 射 一 个 电子 和 一 个 中 微 子 ， 
437) 引 力 相互 作用 , 它 比 我 们 称 之 为 “ 弱 ” 的 相互 作用 还 要 弱 得 多 ， 

相互 作用 的 强度 与 发 射 或 吸收 其 量子 的 速率 即 概率 有 关 . 例如 ,核发 射 一 个 光子 要 10-2 秒 
(如 一 万 亿 分 之 一 秒 ”). 与 之 相 比 ,核子 的 衰变 要 12 分 钟 , 攻 时 间 长 了 105( 百 万 亿 ) 倍 , 可 


* 译注 :水 星 柚 辑 轨 道 土 长 半 轴 的 映 点 ,一 为 近日 点 ,一 为 远 日 点 . 所 以 ,主轴 的 进 动 在 大 多 数 文 献 中 
称 为 水 星 近日 点 的 进 动 . 


** 译注 :引力 场 的 量子 化 远 未 解决 . 是 当代 理论 物理 中 的 重大 问题 . 本 文 以 下 各 节 提 到 的 都 是 重大 问 
题 . 


“xx 译注 :原文 误 为 一 千 万 亿 分 之 一 秒 . 
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以 算出 ,核发 射 一 个 引力 子 要 10% 秘 , 即 102 年 ! ” 比 弱 相 互 作用 慢 到 相差 一 个 内 子 10”. 

中 徽 子 被 吸收 , 即 与 其 他 种 类 物质 的 相互 作用 的 概率 极 低 ( 见 P. Merrison,Neutrino 以 科学 
的 美国 人 3 单行 本 230). 中 微 子 既 无 电荷 又 无 质量 . 早 存 1933 年 , 玻 尔 就 问 过 :“[ 中 微 子 ] 与 引力 
量子 有 什么 区 别 ?" 在 器 相互 作用 中 ,中 微 子 是 与 其 他 粒子 一 同 发 射 的 . 只 包含 中 微 子 的 过 
程 一 一 例如 受 激 的 核发 出 一 个 中 微 子 一 - 反 中 微 子 对 又 情况 如 何 ? 谁 也 没有 看 到 过 这 样 的 事 
件 , 可 能 它 是 和 引力 相互 作用 同样 时 间 尺 度 的 事件 . 一 对 中 微 子 的 自 旋 为 2, 恰好 是 狄 拉克 为 引 
力 子 算出 的 自 旋 值 .所 有 这 一 切 当 然 只 不 过 是 一 种 想法 ,但 是 中 微 子 与 引力 子 的 联系 ,这 是 一 个 
激动 人 心 的 理论 上 的 可 能 性 . 


9| 力 与 电磁 


在 法 拉 第 的 实验 室 日 记 中 ,1849 年 有 如 下 一 条 :“ 引 力 , 此 力 必 与 电 、 磁 及 其 他 力 有 实验 的 关 
系 ,而 在 相互 作用 或 等 价 事件 中 育 集 在 一 起 . 暂时 先 考 虑 如 何 通过 事实 与 尝试 开始 着 手 此 事 .” 
他 为 此 所 作 的 大 量 实验 并 无 结果 ,所 以 在 日 记 中 ,他 对 这 一 条 目 是 这 样 结束 的 :“ 在 此 我 现在 结 
束 尝试 结果 是 否定 的 . 这 些 结果 没有 动摇 我 对 于 引力 与 电 之 间 有 关系 存在 的 强烈 的 感觉 ,虽然 
并 没有 证 明 这 种 关系 存在 . "其 后 在 实验 上 作 的 努力 也 并 不 更 为 成 功 . 

全 理论 上 试图 把 电磁 场 引 入 引力 场 的 路 线 ,从 事 攻 关 的 是 爱 因 斯 坦 . 他 把 引力 归结 为 时 空 
连续 统 的 几何 性 质 ,并 且 深 信 电 磁场 也 必 有 纯 几 何 的 解释 . 然而 ,“ 统 一 场 论 ” 的 道路 曲折 艰难 ， 
他 至 死 也 没有 做 出 任何 如 他 早期 工作 那样 篇 单 .漂亮 又 而 令 人 信服 的 工作 , 今天 ,从 事 统 一 场 论 
的 物理 学 家 越 来 越 少 “; 他 们 相信 把 电磁 场 几何 化 的 努力 必然 落空 ， 至 少 在 作者 看 来 ,要 想得到 
引力 与 电磁 力 的 真实 关系 ,只 有 研究 基本 粒子 的 本 性 一 一 即 研究 何以 只 存在 具有 如 此 的 惯性 质 
最 而 不 秆 在 具有 其 他 值 的 惯性 质量 的 基本 粒子 一 一 同时 研究 粒子 的 质量 与 电磁 性 质 的 关系 才 
行 。 

作为 这 个 领域 中 基本 问题 的 一 例 , 再 考虑 一 下 引力 作用 与 电磁 作用 的 相对 强度 . 这 一 次 不 
比较 发 出 量子 所 需 时 间 ,而 比较 在 一 对 中 等 质量 的 粒子 ,例如 x 介子 ,之 间 的 静电 力 与 引力 的 真 
正 的 大 小 ,计算 后 知 ,静电 力 与 引力 之 比 等 于 电子 电荷 平方 除 以 粒子 质量 平方 与 引力 常数 之 积 ， 
* 译注 :原文 误 为 10” 年 . 
wx 译注 :这 个 说 法 不 对 . 把 四 种 相互 作用 (本 文中 说 是 三 种 ,因为 把 电磁 作用 也 列 人 强 相 互 作用 中 了 


这 是 物理 学 界 不 接受 的 ) 统 一 起 来 ,把 引力 的 广义 相对 论 与 量子 理论 统一 起 来 . 可 以 认为 是 当 前 理论 物理 
最 重大 的 问题 . 


室 间 曲率 之 符号 视 引 力 场 的 类 型 和 而 定 .二 个 行星 上 的 观测 者 { 左 ), 国 为 光线 
被 坟 阳 弯曲 ,将 会 侦查 出 正 曲率 .旋转 木马 边 上 的 观测 者 ( 右 ) 会 看 到 负 曲 率 . 


/MEG. 对 于 两 个 zt 介子 ,其 值 为 10"*. 和 任何 一 个 理论 ,如 果 宜 布 能 描述 电磁 力 与 引力 的 关系 , 必 
须 能 解释 这 个 比值. 还 要 指出 ,这 个 比 是 一 个 纯 数 ,就 是 说 不 论 取 什么 样 的 单位 来 测量 物理 量 ， 
它 的 值 都 不 变 . 在 理论 公式 中 时 常 出 现 这 一 类 纯 以 数学 方法 导出 的 无 量 纲 数 ,但 它们 通常 都 是 
2r,573 之 类 较 小 的 数 . 

怎么 会 用 数学 方法 导出 10" 这 样 大 的 数 呢 ? 大 约 20 年 前 , 狗 拉 克 提 出 了 一 个 有 下 的 设想 . 
他 认为 10* 其 实 不 是 常数 ,而 基 随 时 间 变 化 ,而 日 与 宇宙 的 年 龄 有 关 . 按照 进化 字 宙 学 ,宇宙 生 于 
一 次 * 大 塌 和 省”* ,现在 年 龄 已 有 5X10'* 年 , 即 107 秒 , 当然 ,说 年 或 秒 都 是 随意 人选 的 单位 ,我 们 更 
希望 有 一 个 由 物质 和 光 的 性 质 导 出 的 基本 时 间 区 间 . 光 走 过 一 个 基本 粒子 半径 这 样 的 长 度 所 需 
的 时 间 是 一 个 合理 的 单位 , 因为 所 有 的 粒子 半径 均 在 3X10 厘米 左右 ,光速 为 3xI0 " 岩 米 / 
秒 ,这 个 时 间 的 基本 单位 是 3X10-23 除 以 3X102 即 10 2 秒 . 若 把 宇宙 的 年 龄 用 这 个 单位 来 表 
示 ,我 们 应 拒 它 用 秒表 示 的 年 龄 107 除 以 10 ,然后 就 得 到 了 10”1 于 是 犹 拉 克 说 ,电力 与 引力 
的 如 此 大 的 比值 , 正 是 刻画 了 今天 的 宇宙 年 龄 . 车 宇 宕 只 有 现在 一 半 的 年 龄 ,这 个 比值 也 就 是 它 


* ”译注 :现在 一 般 都 说 是 司 英 去 提出 了 “大 爆炸 ”理论 , 实际 上 , 早 在 20 世纪 20 年代 ,苏联 物理 学 家 
弗 里 德 曼 找 到 了 爱 因 斯 坦 场 方程 的 一 组 解 ,说 明 宇 宙 不 是 静态 的 ,而 是 在 膨胀 . 其 后 , 险 过 发 现 了 银河 系 
外 移 , 实 验 上 证 实 了 这 个 见解 .在 20 世纪 40 年 代 , 伽 莫 夫 继续 弗 里 德 至 的 研究 ,完全 从 数学 上 证 明了 宰 
审 必 " 始 ? 于 一 个 极 小 .极致 密 的 “初始 原子 ”. 1950 年 英国 天 栖 物 理学 家 蛋 依 耳 {F. Hoyle) 反 对 这 个 结论 ， 
并 名 之 为 "大 爆炸 ?理论 . 此 后 ,这 个 癌 题 越 来 越 引 起 人 们 的 关心 ,是 我 们 对 宇宙 的 根本 理解 的 一 部 分 . 肯 
定 这 个 理论 的 实验 证 据 越 来 越 多 . 最 值得 注意 的 是 ,前 儿 人 年 的 WMAP 计划 ,证 实 了 宇宙 的 “年 龄 "是 137 
亿 年 ,误差 在 1% 以 内 . 
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今天 的 值 的 一 半 . 因为 有 充分 的 理由 相信 基本 的 电荷 不 随时 间 变 化 , 狄 拉克 就 断定 引力 常数 一 
定 是 在 减少 着 的 ,这 种 减少 正 是 与 宇宙 的 膨胀 ,而 充 塞 其 中 的 物质 越 来 越 稳 朴 有 关 ， 

如 果 5 引 力 常 数 确实 迄今 一 直 在 减少 , 换 甸 话说 ,如 果 引 力 运 今 一 直 在 安 弱 , 则 我 们 的 太阳 系 
也 应 该 和 宇宙 一 样 一 直 在 膨胀 .很 时 以 前 ,地 球 应 该 更 靠近 太阳 ,所 以 比 现在 更 热 , 当 狄 拉克 提 
出 这 个 想法 时 ,太阳 系 被 认为 年 龄 是 30 亿 年 , 现在 执教 于 加 州 大 学 的 泰勒 (E. Teller) 按 这 样 的 
时 间 斥 度 计算 , 寒 武 纪 时 地 球 温度 应 该 比 水 的 沸点 还 高 50 度 , 那 时 已 有 相当 发 展 的 水 生生 物 存 
在 了 . 现在 看 来 ,太阳系 的 年 龄 大 约 是 50 亿 年 或 更 多 ,如 果 是 这 样 , 寄 武 纪 时 的 海洋 虽然 很 活 ， 
偿 不 至 于 全 部 蒜 发 掉 . 只 要 寒 武 纪 的 植物 和 动物 都 能 生活 在 很 热 的 水 中 ,反对 就 没有 力量 了 . 
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威 尔 斯 (HH.G. Wells ,英国 作家 , 写 了 不 少 科幻 作品 ) 在 一 篇 小 说 里 写 了 一 -个 英国 发 明 家 , 卡 
弗 先 生 , 他 找到 了 一 种 引力 不 能 穿 过 的 物质 称 为 卡 弗 质 . 正如 铀 片 可 以 为 一 个 物体 屏 项 电力 , 铁 
乒 可 以 屏 项 磁力 一 样 ,把 一 片 卡 弗 质 放 在 物体 下 面 就 可 以 屏蔽 地 球 对 它 的 引力 , 卡 弗 先生 造 了 
一 条 很 大 的 威尼斯 式 的 游艇 ,四 周 用 卡 弗 质 做 的 活页 板 包 起 来 . 一 天 晚上 , 睹 月 当空 ,他 登 上 了 
船 :然后 把 向 着 地 面 的 活页 板 关 起 来 ,把 向 着 月 亮 的 都 打开 . 由 于 切断 了 地 的 引力 而 只 接受 月 亮 
的 引力 ,游艇 腾空 而 起 ,最 后 把 卡 弗 先生 放 在 我 们 的 卫星 的 表面 上 . 

为 什么 这 种 发 明 是 不 可 能 的 ? 它 究竟 是 不 是 可 能 的 ? 牛顿 的 万 有 引力 定律 和 关于 电荷 . 磁 
极 相 互 作用 的 定律 有 深刻 的 相似 性 . 如 果 能 屏蔽 电力 和 磁力 ,为 什么 不 能 屏蔽 引力 昵 8 为 了 回 
党 这 个 问题 ,必须 考察 电磁 屏 项 的 机 制 . 任何 一 块 物质 中 的 原子 和 分 于 都 是 由 正人 负 电荷 组 成 的 
系统 .在 导电 金属 中 ,有 许 儿 电子 在 苟 正 电荷 的 离子 构成 的 唱 格 中 自由 运动 . 当 人 金属 放 在 电场 中 
时 ,日 由 电子 就 移 到 金属 材料 的 一 侧 , 使 它 荷 负电 ,而 相反 的 一 侧 则 蓓 正 电 . 这 种 极 化 就 产生 了 
一 个 新 电场 ,与 原来 电场 方向 相反 ， 这 桩 ,这 两 个 电场 就 能 互相 抵消 .类似 地 , 磁 屏 蔽 依赖 于 这 样 
的 事实 , 即 磁性 材料 的 每 一 个 原子 都 是 一 个 小 磁石 , 它 的 南北 极 是 这 样 排列 的 ,以 产生 一 个 抵抗 
外 磁场 的 磁场 . 在 这 里 屏蔽 效应 也 是 来 自 原子 粒子 的 极 化 . 

为 了 使 引力 屏 项 成 为 可 能 的 引力 极 化 需要 物质 由 两 种 粒子 组 成 ;一 种 具有 正 引力 质量 因而 
被 地 球 吸引 , 另 一 种 具有 负 引 力 质 量 因 而 被 排斥 . 在 大 自然 中 正 负 电荷 是 一 样 多 的 ,南北 磁极 也 
一 样 多 ,但 是 至 今 还 没有 发 现 具有 人 负 引 力 厌 量 的 粒 了 于 ,至少 是 在 通常 的 原子 ,分 子 结 构 中 是 如 
此 . 因此 ,通常 的 物质 不 可 能 引力 极 化 ,从 而 不 能 用 于 引力 屏蔽 . 

然而 存在 另外 一 种 物质 一 - 反 物 质 一 一 与 通常 的 物质 在 许多 方面 恰好 相反 ,包括 它 的 电磁 
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四 挫 路 径 (螺旋 线 ) 这 是 一 个 行星 在 时 空中 的 路 径 , 即 测 地 
线 . 用 两 维 表示 空间 ,垂直 的 一 维 表示 时 间 ,这 样 路 径 就 可 以 
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性 质 . 说 不 定 反 粒 子 也 有 负 引 力 质量 , 乍 一 看 这 似乎 是 很 容易 决定 的 事 . 例如 说 ,只 要 从 加 速 器 
中 产生 水 平反 中 子 东 ,然后 看 它 在 地 球 引 力 场 中 是 向 下 弯曲 还 是 向 上 弯曲 , 但 是 这 个 实验 存 实 
际 上 是 做 不 出 来 的 . 加 速 器 中 产生 的 粒子 几乎 具有 光速 ;在 一 公里 的 水 平行 程 中 ,引力 只 能 把 粒 
子 束 计 有 曲 10 “厘米 ,向 上 向 下 都 是 这 个 数 ,这 只 是 一 个 原子 核 的 直径 , 同样 ,也 不 能 用 与 “缓冲 ” 
物质 碰撞 的 办 法 把 它们 变 慢 ,如 同 中 子 在 原子 反应 堆 中 变 惕 那样 . 如 果 反 粒子 与 它 的 对 应 的 普 
通 粒 子 碰撞 ,就 会 潭 灭 而 两 种 粒子 都 消失 . 所 以 ,从 实验 观点 看 来 , 反 粒 子 的 引力 质量 的 符号 问 
题 至 今 仍 是 令 人 痛 芒 地 未 能 解决 . 

从 理论 观点 看 来 ,这 个 问题 也 没有 解决 ,因为 我 们 还 没有 一个 理论 把 引力 相互 作用 与 电 磋 
相互 作用 联系 起 来 . 如 果 将 来 有 一 个 实验 能 证 实 反 粒 子 确 有 负 引 力 质量 , 那 就 会 因为 它 否 证 了 
等 数 原理 而 给 整个 相对 论 性 的 引力 理论 以 致命 一 击 . 一 个 反 苹果 在 真正 的 引力 场 中 会 向 上 落 ， 
但 它 在 爱 因 斯 坦 的 加 速 飞船 中 却 不 会 这 样 伏 . 如 果 它 这 样 做 了 ,飞船 外 面 的 观察 者 就 会 看 到 广 
完全 没有 受 力 , 面 以 商 倍 于 飞船 的 加 速度 运动 . 所 以 ,一 日 发 现 反 引力 就 会 追 使 我 们 在 牛顿 的 怪 
性 定律 与 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 中 选择 其 一 .作者 热切 希望 这 种 事情 不 会 通过 . 


生物 科 字 中 的 交 字 


埃 德 华 。，FE， 摩 尔 (Edward F. Moore),1964 年 9 月 号 


机 器 . 有 一 次 当 她 给 瑞典 女王 克 里 斯 琴 娜 (Christina) 讲 课时 ,她 向 箔 卡 儿 质询 了 下 面 
的 问题 :但 是 机 器 怎么 能 复制 自己 呢 ? 今天 的 数学 家 在 考虑 一 个 机 器 的 能 力 与 局 限 
时 ,也 会 癌 同 样 的 问题 . 当 他 们 努力 去 建立 自我 复制 的 详细 的 数学 理论 时 ,他们 是 在 用 数学 研究 
一 种 似乎 唯 有 生物 才 具 有 的 过 程 . 
数学 的 这 种 应 用 是 很 罕见 的 ， 过 去 三 百年 来 ， 数 学 与 物理 学 一 直 是 共同 繁荣 ， 紧 密 联 系 
与 互相 推动 ( 见 本 书 第 32 章 “ 物 理科 学 中 的 数学 ”) ， 但 创造 性 的 数学 思想 对 于 生物 学 却 没 有 
做 什么 贡献 ， 我 可 以 想到 少数 几 个 例外 ， 马 尔 萨 斯 (Thomas Malthus) 创造 了 一 个 数学 模型 ， 
其 中 生物 群体 按 几 和 何 级 数 增长 ， 而 食物 供应 则 按 算术 级 数 增 长 ， 书 成 了 “生存 竞争 "， 达 尔 文 
(Charles Darwin) 和 华 莱 士 (Alfred Russel Wallace) 读 了 马尔 萨 斯 著作 后 ， 都 从 这 一 竞争 中 
看 到 了 日 然 选 择 的 机 制 . 换言之 ,一 个 本 质 上 是 数学 的 概念 ， 可 以 说 是 有 贡献 于 生物 进化 的 
中 心思 想 的 发 展 的 . 
生物 学 对 歼 学 的 贡献 同样 是 很 少 的 ， 最 值得 称道 的 贡献 之 一 是 在 群体 遗传 学 中 ， 英 国 的 
菲 舍 尔 〈R. A. Fisher) 和 美国 的 莱特 (Sewall Wright) 发 展 了 一 个 数学 模型 来 说 明 ， 怎 样 把 
遗传 的 规律 与 概率 论 组 合 起 来 说 明 一 个 基因 会 在 一 个 群体 中 保存 或 消亡 ， 菜 特 的 极 精 巧 的 模 
型 羡 以 扩散 理论 为 基础 的 ， 它 引导 普林斯顿 大 学 的 费 勒 尔 《William Feller) 开辟 了 新 的 数学 
领域 . 


生物 学 家 在 日 常 工作 中 当然 要 用 数学 . 他 们 和 其 他 的 研究 者 一 样 必须 对 其 结果 作 统 计 检 验 


第 Descarle) 把 动物 (以 及 人 的 驱 体 但 不 是 人 的 灵 瑰 ) 看 成 能 用 力学 来 解释 的 
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自我 复制 是 已 经 用 数学 来 研究 的 生物 过 程 之 一 . 图 中 的 两 种 形状 不 同 的 (一 个 背 上 有 实 
起 , 另 一 种 没有 .正文 {459 页 ) 分 别称 为 A 和 日 )" 生 物 "是 遗传 学 家 彭 罗斯 (LL,S. Penrose) 所 设 
世 的 基本 的 自我 复制 机 的 两 种 不 同类 型 的 零件 .如 果 把 这 些 零件 放 在 一 个 塑料 盘 中 {a 并 将 
此 盘 从 一 关 到 男 一 头 地 据 动 ,这 些 零 件 就 会 挤 来 挤 去 但 是 不 会 连接 起 来 (5) .但 是 ,如 果 放 济 
一 个 "种 子 " 或 机 器 即 (c) 中 最 左 的 一 个 单元 , 即 正 文中 说 的 AB ,再 去 摇晃 ,种子 就 会 使 其 他 要 
件 倾 侧 , 它们 就 会 连接 起 来 形成 更 多 的 AB 单元 (9) ;在 (@) 中 把 这 些 机 器 分 散 看 来 以 便 看 得 
更 清楚 .但 车 引入 另 一 种 种 子 ,正文 中 称 为 BA 种 子 ( 几 它 与 (c) 中 的 种 子 不同 , 氮 更 以 后 就 会 
出 现 更 多 的 另 一 种 机 器 (5 ,四 .机 器 "正在 繁殖 * 彭 罗 斯 的 生物 是 用 胶 侣 板 做 的 ;这 里 的 则 是 
页 尔 电话 实验 室 用 铝 做 的 ， 
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(有 些 检 验方 法 正 是 菲 使 尔 发 展 的 ) ,他 们 通常 所 发 现 的 结果 用 解析 几何 的 曲线 画 出 来 , 热力 学 的 
数学 方程 是 生化 学 家 所 熟悉 的 , 统计 方法 在 解释 遗传 密码 与 编制 基因 图 谱 时 有 有 用， 事实 是 ,这 一 
切 都 是 常规 数学 , 虽然 有 不 少 建 立 “ 数 理 生 物 学 ”的 着 秆 的 企图 , 绝 大 多 数 都 未 做 到 自己 时 前 许 
诺 可 以 做 到 的 事 , 然而 有 可 能 ,应 用 计算 机 的 新 的 数学 研究 ,会 出 过 去 只 能 限于 牛 物 过 程 的 过 分 
简化 的 数学 模型 ,做 得 更 客 一 些 . 

数学 对 于 生物 学 的 特殊 作用 并 不 在 于 它 是 一 种 工具 , 而 在 于 它 的 抽象 化 的 力量 . 这 样 可 以 
把 基本 的 问题 暴露 出 来 和 把 表面 互 不 相关 的 实体 和 过 程 的 关系 显示 出 来 , 生物 也 是 机 器 ,只 不 
过 是 高 度 组 织 化 的 机 器 . 在 我 看 来 ,数学 和 生物 学 有 意义 的 结合 将 从 对 于 对 生物 学 的 基本 问题 
有 关 的 机 器 理论 作 人 逻辑 的 考察 而 来 ,所 以 本 文 将 主要 限于 这 一 类 思考 . 

香农 (Claude E. Shannon) 于 麻 省 理工 学 院 和 斯 卉 福 大 学 的 表 卡 锡 (John McCarthy) 曾 经 有 
一 次 指出 , 当 人 人 想 找 一 个 与 人 的 驱 体 作 类 上 比 的 机 器 时 ,他 们 所 选用 的 机 器 一 定 反 映 他 们 的 时 代 ， 
省 卡 儿 把 大 体 比 之 于 精巧 的 水 钟 和 喷泉 ; 木 世 纪 稍 时 一 些 , 脑 被 看 成 中 央 电 话 局 ;近来 则 电子 计 
算 机 成 为 与 生物 作 比 较 的 首选 机 器 . 可 能 是 由 于 这 个 原因 , 绝 大 部 分 近年 来 探讨 生物 和 机 器 的 
关系 的 研究 者 都 集中 于 中 枢 神 经 系统 . 他 们 想 问 两 个 问题 :能 否 把 脑 解 释 为 一 种 计算 机 ? 能 否 
造 一 个 会 像 脑 一 样 “ 思 维 ” 的 计算 机 ? 

有 好 几 种 研究 的 路 线 ， 但 绝 大 多 数 都 是 以 “自动 机 ”为 中 心 概念 的 ， 自 动机 事实 上 是 一 
种 理想 化 的 机 器 或 机 器 部 件 ， 或 当 坚 持 与 神经 生理 过 程 的 类 比 时 ， 自 动机 也 可 以 是 一 个 理想 
的 生物 或 生物 的 部 分 如 细胞 ， 在 自动 机 理论 中 ， 并 不 研究 其 内 部 的 工作 状况 而 研究 其 外 部 表 
现 ， 用 已 故 池 ， 庶 依 盏 (John von Neumann) 的 话说 ,机 器 或 生物 体 的 组 成 部 分 “是 看 成 一 种 自 
动 运作 ,不 必 揭 示 其 内 部 的 结构 ,但 要 求 它 对 某 些 一 定 的 无 疑义 的 刺激 能 作出 一 定 的 无 疑义 的 
反应 .” 

这 种 抽象 机 器 最 有 用 的 .类 型 之 一 是 “有 限 状态 机 ”或 称 “ 有 限 自 动机 ”， 这 是 一 个 有 有 
限 多 个 离散 的 内 部 “状态 ”的 “ 熟 盒子 *"， 它 通常 也 有 有 限 多 个 输入 和 输出 . 它 在 任意 时 刻 工 
的 状态 和 输出 ， 以 任意 方式 依赖 于 前 一 时 刻 一 1 时 的 状态 和 输出 ， 设 有 一 个 有 限 自动 机 以 及 
一 组 使 它 从 一 个 状态 转 到 另 一 状态 的 规则 ， 就 能 由 其 开始 时 的 状态 和 以 后 依次 时 间 的 输入 ， 
来 确定 自动 机 在 后 来 任 一 指定 时 刻 的 输出 ， 由 输入 得 出 输出 的 规划 ， 可 以 用 表格 或 图 形 来 表 
孙 《〈 见 453 页 上 图 ). 在 讨论 有 限 自动 机 时 ， 重 要 的 是 要 懂得 态 的 概念 ， 例 如 ， 者 一 自动 机 是 
一 个 组 合 锁 的 抽象 模型 ， 它 的 态 就 是 “未 锁 闭 ” 即 “ 打 开 ”， 这 时 自动 机 就 是 锁 的 内 部 状况 ， 
即 那些 看 不 见 的 齿轮 、 杠 杆 之 类 所 处 的 位 置 ， 只 要 把 镇 外 面 的 号 码 盘 转 一 转 ， 它 们 的 位 置 就 
会 变化 . 
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神经 脉冲 的 一 个 数学 模型 


生物 科学 的 数学 建 模 的 一 个 最 常见 的 主题 是 神经 元 或 神经 细胞 以 及 神经 网 络 . 有 一 些 模型 如 同 
摩尔 在 正文 中 说 的 ,与 生物 学 的 事实 相距 甚 远 . 然而 另 一 些 模 型 则 力求 解释 神经 细胞 和 纤维 的 真实 功 
能 . 由 剑桥 大 学 的 淮 奇 金 {A. 1L. Hodgkin} 和 甘 宵 黎 {A.F, Huxley) 建 立 的 神经 脉冲 模型 就 是 一 个 经 典 
的 例子 . 


神经 脉冲 是 在 穿 过 神经 元 神经 元 可 用 电路 以 各 种 元 离子 流 元 件 有 钾 和 钠 的 电 
之 膜 时 电位 差 的 波动 形 的 变化 . 件 来 模拟 其 沿 电 神经 元 的 阻抗 ， 池 , 各 有 可 变 阻 抗 .E 是 膜 电 位 ， 
在 脉冲 相 上 升 时 , 钠 离 子 进 入 神 ” 膜 电 容 以 及 离子 流 (1,)， 
经 元 , 相 下 降 时 则 离 去 ， 


沿 神经 细胞 的 电线 形 的 轴 突 传播 的 信号 是 振幅 为 100 毫 伏 , 时 间 为 1 毫秒 的 电 脉冲 .这 个 脉冲 以 定 
速 传播 . 它 的 形成 机 制 是 , 沿 轴 突 各 点 都 会 再 形成 脉冲 ,所 需 能 量 则 来 自 轴 突 内 外 离子 的 分 布 .在 轴 突 内 ， 
锦 高 子 浓度 较 高 ,如 果 轴 突 几 只 容许 锦 离 子 透 过 , 则 膜 黄 侧 电 位 差 就 是 钾 的 平衡 电位 (EE. ) , 约 为 5 总 
伏 ,而 内 侧 为 负 . 钠 离 子 则 在 外 侧 浓度 较 高 ,如 果 膜 只 容许 钠 离子 透 过 , 则 膜 两 侧 的 电压 是 钠 的 平衡 电信 
LEv ), 约 50 毫 伏 , 且 轴 窒 内 侧 为 正 . 事实 是 膜 对 离子 之 可 透 性 随 电位 之 变化 而 激烈 改变 . 在 平静 状态 , 脐 
对 钾 中 等 程度 可 透 ,电位 为 ~60 毫 伏 . 若 有 人 为 的 刺激 或 前 来 的 神经 脉冲 使 此 电位 下 降 , 则 膜 立 即 成 为 
对 钠 高 子 高 度 可 渗透 ,于 是 钠 离子 进入 轴 突 ;这 个 活动 区 域 的 电位 立刻 变 正 . 然后 , 钠 的 可 渗透 性 几 平 立 
刻 关 闭 而 多 的 可 渗透 性 上 升 ,而 当 神 经 脉冲 通过 此 轴 突 后 , 膜 电位 恢复 到 平静 状态 时 之 什 

在 英国 和 美国 有 一 批 研 究 者 确定 了 ,神经 脉冲 或 作用 电位 的 传播 ,基本 上 是 一个 电 过 程 而 由 中 图 
中 的 非 线性 偏 微分 方程 描述 . 这 方程 的 含意 是 ,经 过 任意 一 段 脆 的 电流 {1, ) 等 于 从 纵向 流入 和 流出 的 
电流 之 差 , 而 后 者 又 等 于 膜 的 电容 电流 加 上 流 经 此 膜 的 高 子 所 带 的 电流 . 离子 电流 又 怎样 依赖 于 膜 电 
位 电 ? 直到 1949 年 轿 奇 金 和 卡 获 {Bernhard Katz) 才 发 现 钠 一 钾 的 交 蓓 对 于 脉冲 的 相 的 上 升 与 下 降 
的 效应 . 1952 年 , 斤 奇 金 与 薪 稍 歼 使 用 了 柯 尔 [K. S. Colej 在 位 于 马萨诸塞 州 伍 效 鸭 尔 的 海洋 生物 实 
验 室 【Marine Biological Laboratory) 发 展 起 来 的 技术 测量 了 膜 电位 为 常数 时 的 离子 电流 . 他 们 从 这 
些 数据 中 导出 钠 和 钾 的 可 渗透 性 与 膜 电位 的 关系 , 他 们 把 所 得 的 定律 写成 了 一 组 微分 方程 
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[| 


计算 机 打出 的 曲线 表 骨 腊 电 位 和 和 钠 和 钾 的 有 效 电 导 在 固定 时 刻 冶 轴 突 怎 样 变 
化 .距离 的 尺度 是 从 0cm{ 左 )} 到 4.55cem. 用 星 号 画 出 的 是 电位 曲线 (并 用 实 线 描 出 使 
它 竟 清楚 一 点 ) ,尺度 为 0 到 390 毫 伏 .0 表示 膜 的 静止 电位 一 60 毫 伏 .另外 三 条 由 字 
母 组 成 的 曲线 表示 膜 的 离子 电导 的 变化 :MI 钠 的 活性 j) ,Hi 钠 的 非 活 性 ),N{ 钾 的 活 
性 ) .它们 的 值 均 在 0,1 之 间 , 这 些 变量 分 别 满足 与 在 曲线 上 的 非 线性 微分 方程 ,各 方 
程 中 依赖 于 电压 的 时 间 常 数 和 稳 态 值 都 由 实验 确定 . 


上 页 的 右 图 表示 造成 离子 电流 的 活动 的 离子 流 元 件 , 图 上 的 方程 表示 离子 流 臣 样 由 每 个 离子 的 
电化 学 驱动 力 和 比 电 导 生 成 , 钠 和 钾 电 导 依 赖 于 三 个 由 实验 测定 的 无 量 继 变 量 :m ,大 和 #. 这 些 量 分 别 
满足 一 个 微分 方程 ,分 别 标 在 本 页 上 图 相应 的 曲线 上 . 方程 中 的 时 间 常 数 [ 即 图 上 的 r)} 与 稳 态 值 (fa。 ， 
hs 利 nj) 只 是 腊 电 位 的 函数 . 这 里 三 个 方程 加 上 前 一 页 图 上 的 两 个 方程 共 五 个 方程 就 是 霍 奇 金 - 赫 霄 
黎 模 型 . 

若 设 电位 脉冲 以 常 速 行进 ,这 些 方程 就 会 给 出 脉冲 的 波 的 形状 并 对 其 他 观察 到 的 现象 作出 充分 
的 描述 . 然而 为 了 考查 击 于 刺激 而 起 的 脉冲 的 瞬 态 的 构成 就 需要 更 一 般 的 解 . 最 近 ,道奇 [Fred 
Dodge} 库 利 ({James Cooley) 和 科恩 {Hirsch Cohen) 在 IBM 的 研究 中 心 用 差分 方程 代替 这 五 个 方程 完 
成 了 计算 机 计算 ,本 页 上 图 的 一 组 曲线 就 是 他 们 的 结果 的 一 部 分 ;表明 钠 和 钾 的 电导 与 电位 的 关系 ， 
下 页 的 三 维 图 像 表 明和 脉 冲 的 形成 且 趋 于 有 定形 常 速 . 方程 的 这 个 新 解法 也 使 我 们 能 研究 在 轴 突 中 的 
脉冲 有 分 支 或 其 他 几何 变形 时 的 传播 . 
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神经 脉冲 在 时 间 和 空间 中 移动 的 三 维 图 像 是 由 计算 机 给 出 的 许多 曲线 作出 的 , 它 
把 电压 表 为 沿 轴 突 的 距离 在 各 个 时 间 区 和 间 中 的 函数 ( 深 色 上 曲线 ) .图像 表 出 ,一 个 很 短 
的 刺激 (0.2 训 秘 ) 启 动 了 电位 的 变化 ; 它 先 停留 在 阁 值 附近 , 然后 跳 起 概 成 作用 电 往 ， 
图 像 还 表示 神经 脉冲 怎样 有 了 定形 和 定 涉 


麻 省 理工 学 院 的 麦 卡 洛 (Warren S. MeCullochy 和 皮 茨 CW.S Pitts) 建 立 了 一 个 关于 生物 神 
全 条 统 的 基本 单元 “神经 元 或 神经 细胞 一 一 的 抽象 的 高 度 简化 的 模型 . 这 实际 上 是 一 个 有 限 
自动 机 且 只 有 两 个 可 能 的 状态 一 一 激活 或 否 . 他 们 把 这 些 模块 即 形式 的 神经 元 组 合成 神经 系统 
的 种 种 模型 ,后 来 ,威斯康辛 大 学 的 克 林 (S. C. Kleene) 证明 了 一 个 一 般 的 定理 ,刻画 出 麦 卡 次- 
皮 获 神经 元 的 网 络 可 以 期 望 会 有 的 种 种 性 杰 . 克 林 的 定理 后 来 被 直接 用 于 任意 的 有 限 状态 机 器 
而 不 再 考虑 神经 元 ， 开始 是 打算 分 析 神 经 系统 ,最 终 却 成 为 饪 辑 和 电机 工程 方面 的 理论 渤 展 

英国 逻辑 学 家 图 灵 ( Alan Turing) 对 于 “思维 机 器 " 则 采用 了 另 一 条 途 向 . 对 于 脑 的 生理 学 ， 
但 不 作 任 何 假设 ,而 力求 用 逻辑 来 定义 一 种 自动 机 , 它 在 原则 上 能 够 执行 任意 准确 规定 好 的 计 
算 ， 图 灵机 的 工作 原理 是 把 一 切 计算 都 化 为 为 数 极 大 的 最 简单 的 运算 它 是 一 个 有 限 状 态 的 自 
动机 ,但 附 有 一 条 无 限 长 的 “磁带 ”. 指令 写 在 磁带 的 一 个 有 限 部 分 上 ;只 要 时 间 足 够 , 步 数 也 足 
欧 , 机 器 的 “磁头 "就 能 读 出 这 些 指令 ,并 且 把 答案 打印 在 磁带 的 其 余部 分 上 图 灵 证 明了 ,甚至 
能 设计 出 可 完成 任意 可 能 的 计算 的 “万 能 机 ” 如 果 把 要 完成 的 任务 以 及 能 够 完成 这 个 任务 的 机 
绩 都 交 给 了 万 能 机 , 它 就 能 自动 找 出 如 何 完成 这 个 任务 ,然后 自动 完成 它 ， 
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有 限 自 动机 是 一 个 理想 的 机 
器 或 机 器 的 一 部 分 ;在 目 动机 理论 
中 , 它 是 从 神经 网 络 和 计算 机 线路 
直到 自我 复制 机 等 系统 的 基本 组 
块 .自动 机 可 以 用 两 个 表 描述 ,其 
一 {上 上 在] 表明 在 单位 时 间 内 根据 
输出 不 同 ,状态 的 变化 , 其 右 表明 
每 个 状态 下 的 输出 ,这 种 描述 也 可 
以 图 示 【 中 ) 顶点 是 状态 和 输出 ， 


En 边 上 是 各 个 输入 下 的 转化 ， 


组 人 台 锁 可 以 摘 述 为 一 自动 机 . 
输入 序列 就 是 组 合 .在 这 个 简单 例 
子 中 ,输入 是 0.1, 而 输出 1 表示 


0 ™ 
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捕食 中 能 量 转移 的 模型 


生态 学 , 即 生 物 与 环境 的 相互 作用 的 研究 ,是 生物 学 中 越 来 越 要 应 用 数学 的 一 个 领域 ,这 种 数学 
可 以 称 为 "建设 性 "的 数学 , 即 用 以 建立 能 给 出 预见 和 生物 学 的 洞察 力 的 数学 , 下面 是 对 这 种 数学 的 一 
例 的 简介 , 即 密 仔 根 大 学 的 斯 洛 博 德 金 {L.B. Slobhodkim) 关 于 捕食 的 研究 ,斯 洛 博 德 金 在 实验 室 里 用 一 
种 小 的 淡水 甲壳 纲 动 物 {( 学 名 Baphnia} 的 群体 作 实验 ,测量 了 它 的 食物 {藻类} 作为 一 个 群体 所 含 的 热 
量 { 卡 数 } ,以 及 它 以 不 同 速 率 被 作为 食料 {把 Daphnia 从 缸 里 拿 走 表示 它们 被 捕食 了 1 的 群体 所 提供 
的 热量 { 卡 数 ) ,他 的 推理 如 下 : 

如 朱 对 一 个 稳 态 的 群体 单位 时 间 内 输入 的 能 量 为 1, 而 且 如 果 在 没有 捕食 行为 时 , “固定 收获 " 即 
群体 的 总 热量 容量 为 P, 维 持 一 卡 热量 的 收获 一 天 之 内 所 消耗 的 输入 卡 数 为 上, 则 

1 = cP. 
铬 有 捕食 行为 使 固定 收获 忆 减 少 ;再 设 消耗 有 一 改变 量 为 Ac , 则 在 有 捕食 时 有 
1 ={C+aCiP =cPp +Acp.. 
方 三 的 最 后 一 项 表示 捕食 的 效应 . 若 用 另外 的 方法 考虑 这 种 效应 ,又 会 得 到 
IT 一 cP 十 》， BE- 

新 式 子 中 有 一 项 求知 , 即 种 种 不 同 的 产 出 { Y,)} 除 以 Es 之 和 . Es 是 无 量 纲 数 , 即 * 回 归 系 数 ", 把 它们 引 
进来 是 为 了 防止 直接 把 i 藻类) 变 成 Y(Daphnia) 而 没有 考虑 到 由 藻类 | 到 Daphniaf yj 时 会 发 生 的 
事 . 检 查 这 个 方程 就 会 看 到 ,Es 越 大 , 则 在 一 定 产 出 之 下 群体 的 流失 就 小 ,斯 洛 博 德 金 在 测量 了 1,P 
和 YY; 后 ,从 方程 求 出 了 和 不 同 的 Eu。 值 , 后 来 发 现 , 若 Daphnia 的 E, 值 高 . 这 说 明 Es 应 该 等 价 于 某 
个 在 生物 学 中 有 意义 的 式 子 ， 

现在 ,对 每 个 将 死 的 动物 都 给 定 一 个 为 了 替换 它 所 需 的 能 量 , 于 是 在 一 段 时 间 内 为 了 替换 从 稳 杰 
群体 中 死去 的 动物 所 需 能 量 之 和 恰好 等 于 这 段 时 间 输 入 该 群体 的 能 量 . 所以, 如果 替代 一 个 年 龄 为 i 
的 动物 的 消耗 是 K, ,在 单位 时 间 内 有 DD, 个 这 种 动物 死去 , 则 在 没有 捕食 行为 时 

了 一 DK,D,. 二 cP,， 


在 有 捕食 行为 时 则 有 


[= 之 天; 一 ceP’' 十 AcP-， 
现在 假设 只 有 一 种 食 饵 K, 则 由 以 上 各 式 计 算 可 得 


En 一 多 
”Sn Pa 
DD 2 KD. 
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此 式 表示 捕食 将 死 的 动物 盛 论 如 何 都 会 使 死亡 的 两 种 分 布 之 差 极 小 ,因而 无 论 对 捕食 省 或 食 乌 
都 是 最 好 的 它 既 使 捕食 考 有 最 太 的 稳定 的 收获 ,又 使 群体 能 经 受 捕 食 . 这 样 ,在 大 自然 中 可 以 期 望 捕 
食 者 与 食 饵 将 进化 到 这 样 一 种 关系 ,使 作为 收获 的 动物 数量 有 最 大 值 .对 于 捕食 者 ,这 意味 着 去 捕捉 
它 能 得 到 的 最 大 则 时 又 最 弱 的 动物 , 对 于 食 饵 它 建议 应 有 这 样 的 寿命 分 布 ,使 除 被 捕食 以 外 的 死亡 原 
因 集 中 在 主要 捕食 者 通常 捕食 的 年 龄 水 平 上 . 


生态 效率 (《 现时 ) 


生态 效率 将 达到 7% 到 13% 间 的 最 大 信和 ,不 论 是 Daphnia 
pulex{ 左 上 ) 或 腔 肠 动物 Hydra{ 右 下 }) 的 各 个 种 都 一 样 . 


斯 洛 博 德 金 把 回归 系数 Es 称 为 “群体 效率 ", 它 就 实际 的 捕食 行为 和 衰老 化 的 机 制 提出 了 新 的 问 
题 . 它 长 至 会 提示 一 种 新 的 理论 ,虽然 它 不 能 给 出 唯一 的 数值 预测 .在 这 一 方面 , 它 与 另 一 个 关于 效率 
的 概念 , Y /, 即 "生态 效率 "不 同 ,后 者 对 于 不 同 的 物种 有 相当 固定 的 最 大 值 {[ 见 上 图 }. 这 个 值 昌 然 可 
以 预测 ,迄今 尚 无 解释 .换言之 ,对 比值 YWi 还 有 待 建设 性 的 数学 分 析 . 


麦 卡 洛 - 皮 芯 神 经 学 模型 和 更 抽象 的 图 灵机 二 者 激发 了 对 思维 的 本 质 和 机 器 的 极限 可 能 性 
的 有 趣 的 思考 . 例如 ,自动 机 专家 一 直 试 图 模仿 生物 系统 的 自我 修复 能 力 以 及 当 元 件 不 可 靠 时 
仍 能 可 靠 地 运行 的 能 力 . 汉 “。 诺 依 曼 通 过 引 人 宛 余 性 说 明了 怎样 造 一 个 机 器 , 即 令 其 某 些 部 件 
永 了 , 仍 能 很 好 地 工作 : 宛 余 性 例如 对 于 计算 机 就 是 准备 多 加 一 些 罗 辑 元 件 ,并 在 元 件 之 间 建 立 


多 重 通 齐 , 自我 修复 和 宛 余 性 二 者 对 于 计算 机 和 其 他 电子 技术 显然 都 是 重要 的 ,现在 都 在 进行 
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认真 的 研究 ， 

事实 仍然 是 ,生物 学 的 神经 元 并 非 简单 的 开关 :在 一 定时 刻 要 人 么 就 是 激活 要 人 么 就 是 不 激活 ， 
计算 机 也 不 是 “思维 机 器 ”. 可 能 有 更 好 的 方法 来 建造 计算 机 而 不 是 模仿 我 们 自己 理解 的 脑 ,也 
有 可 能 有 更 好 的 方法 增进 这 种 理解 而 不 必 过 分 简化 神经 元 的 行为 . 我 时 常 感到 ,去 设计 过 于 简 
化 的 神经 元 ,以 此 作为 制造 < 思维 机 器 "的 种 种 努力 . 很 有 点 像 古 代 那 种 企图 制造 人 工 羽 毛 使 人 
能 够 飞行 一 样 : 鸟 的 飞行 显示 了 空气 动力 学 的 某 些 原理 ,与 飞机 的 设计 有 关 , 但 细节 很 不 相同 ， 
至 于 用 逻辑 来 说 明 脑 的 功能 . 似乎 还 远 远 超出 了 现时 的 能 力 . 冯 。 诺 依 曼 曾 提出 ,对 脑 的 特定 形 
式 的 运作 可 能 是 最 简单 的 措 述 方式 ,是 把 全 部 神经 的 联结 都 图 示 出 来 ! 可 能 会 有 一 种 能 解释 脑 
的 数理 逻辑 ,但 其 复杂 性 要 比 数学 家 制定 的 任何 东西 高 出 好 几 个 数量 级 ， 

生物 或 许 还 有 什么 更 易 作 届 辑 分 析 的 特性 ? 很 可 能 是 自我 复制 , 它 肯定 是 生命 的 最 原始 的 
方面 . 绝 大 多 数 生物 不 会 “思想 ”, 很 多 生物 根本 没有 神经 系统 ,但 是 它们 都 能 复制 自己 . 很 有 可 
能 ,自我 复制 从 人 逻辑 上 说 ,会 比 思 维 简单 得 多 . 如 果 能 找到 复制 的 勾 辑 格式 ,至 少 就 可 以 弄 清 这 
个 过 程 中 有 哪些 重要 问题 ,说 不 定 甚 至 可 以 找到 解决 这 些 问题 的 某 些 途 径 ; 这 到 过 来 又 可 以 告 
诉 生 物 学 家 应 该 去 寻找 什么 ,并 对 某 些 正 在 深信 研究 的 生物 学 过 程 给 以 启示 . 

冯 “' 诺 依 曼 是 第 一 个 考虑 怎样 制造 一 架 能 自我 复制 的 机 器 的 人 . 他 给 自己 规定 的 任务 是 ， 


0 | 
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铺 砖 就 是 把 平面 分 成 正方 形 小 块 , 图 上 的 阵列 是 40 个 小 块 ,其 状态 各 
表 以 X,Y,Z 和 O( 静 止 ). 总 的 图 形 中 有 一 个 7 了 个 小 块 组 成 的 图 形 { 厌 色 
的 三 个 " 复 本 ". 复 本 必须 是 "离散 子 集 " ,第 四 个 ( 即 用 黑 线 框 出 的 } 集 合 虽 
然 形状 与 其 他 的 一 样 , 却 不 是 复 本 ,因为 它 不 是 离散 的 . 
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如 他 有 一 次 自己 说 的 ,能 不 能 从 (简单 的 ) 元 件 中 做 出 其 一 个 组 合 来 ,使 得 当 把 它 放 进 一 个 水 库 
中 ,而 其 中 又 漂浮 着 许 许多 多 这 些 元 件 , 它 就 会 建造 出 其 他 的 组 合 ,每 一 个 组 合 最 后 又 成 为 和 原 
有 的 自动 机 完全 相同 的 自动 机 ?” 他 进而 证 明 这 是 做 得 到 的 :一 个 适当 地 造 出 来 的 机 器 , 放 进 一 
个 “仓库 ”环境 中 , 它 就 会 四 处 漫游 ,把 零件 拼 起 来 以 复制 自己 ,到 一 定时 候 , 就 会 有 2 个 ,4 个 ,8 
个 ,16 个 柄 器 , 仿 此 以 往 只 要 零件 够 用 ,地 方 也 摆 得 下 . 

这 乍 听 起 来 很 荒唐 ,甚至 可 笑 .然而 ,这 难道 不 只 是 一 个 程度 问题 蚂 ? 如 果 把 某 种 物质 的 少 
数 几 个 分 子 组 成 的 小 的 晶体 “种 子 ”, 放 在 由 多 个 同类 分 于 的 环境 中 ,并 有 适当 的 温 巍 和 压力 ,种 
于 就 会 使 更 多 分 子 组 成 同样 的 咒 体 形状 . 从 这 个 角度 看 ,晶体 的 生长 也 是 自我 复制 . 拉 上 拉链 也 
是 这 样 :在 由 排 成 一 列 的 许多 小 钩 和 一 个 拉链 类 组 成 的 环境 中 把 两 个 小 钩 放 在 一 起 ;然后 其 他 
小 钩 也 跟 上 来 构成 一 系列 “ 扣 在 一 起 的 两 个 小 钩 " 这 样 的 * 机 器 ”, 这 是 一 种 一 维 晶 体 . 

这 些 肯 定 都 是 不 足 道 的 ,其 不 足 道 在 于 其 中 只 有 一 个 简单 的 态 的 变化 :由 无 定形 到 晶体 ,由 
两 个 小 钓 的 分 到 合 . 商业 机 器 的 穿孔 卡片 义 如 何 昵 ? 它 是 一 个 "机 器 ”而 且 能 复制 其 自身 一 — 当 
然 要 在 一 个 复杂 环境 的 支持 之 下 :好 穿孔 设备 , 它 提供 复制 卡片 所 需 的 绝 大 部 分 组 织 芽 作 . (但 
征 注 意 , 有 些 单 细胞 生物 在 简单 的 营养 介质 中 就 可 以 复制 自身 ,高 级 生物 就 可 能 依赖 于 复杂 的 
环境 ,其 中 含有 如 维 生 率 那样 复杂 的 成 分 ). 所 以 ,真正 的 问题 在 于 ,如 何在 简单 的 环境 中 生成 复 
杂 的 机 器 …-- 即 由 个 数 众多 但 种 类 (或 “状态 ”) 可 能 不 多 的 零件 所 成 的 机 器 . 这 就 是 汉 ， 诺 依 晶 
的 自我 复制 模型 所 完成 的 事 ， 

仍然 可 以 追究 汉 ，。 诺 依 曼 的 模型 与 生物 的 复制 有 什么 有 意义 的 关系 . 他 所 遇 到 的 第 一 个 闻 
名 困难 之 一 ,以 及 他 如 何 解 决 这 个 困难 ,就 是 这 种 关系 的 好 例子 . 他 很 快 就 认识 到 ,告诉 机 器 如 
何 复制 月 己 的 指令 不 可 能 是 完全 的 . 如 果 想 要 这 些 指 令 是 完全 的 , 则 它们 不 仅 要 能 描述 自动 机 ， 
而 且 要 能 描述 指令 自身 ;蓝图 还 要 有 蓝图 , 仿 此 以 秆 成 无 限 递 排 . 绕 过 这 个 问题 的 方法 是 造 两 个 
机 器 各 以 不 同方 式 对 蓝图 进行 操作 . 其 一 是 蓝图 复印 机 (C) ,其 二 是 蓝图 服从 机 (O). 二 者 组 合 起 
来 , 理 加 上 一 个 排序 装 稍 (*), 在 适当 时 间 启 动 每 个 机 器 ,再 加 上 描述 这 三 个 元 素 全 体 的 蓝 宙 
(ev 小 整个 机 器 可 以 用 符号 写 为 C 十 DT 十 Br 给 出 了 整个 机 器 的 蓝图 后 ,C 将 它 复印 出 
来 ,D 则 按照 此 蓝图 造 出 C,O 和 s. 

近年 在 遗传 化 学 中 的 新 发 现 表明 了 汉 ， 诺 依 坚 的 元 素 和 活 细胞 中 的 过 程 有 惊人 的 平行 件 ， 
8B 是 一 组 由 去 氧 核糖 核酸 (DNA) 组 成 的 基因 ,其 上 有 遗传 特征 的 密码 . C 是 DNA 聚合 酶 , 它 催 
化 了 DNA 的 一 条 链 的 复制 ,从 而 复制 了 基因 . O 基 信 使 核糖 核酸 (CRNA), 酶 和 核糖 体 组 成 的 条 
统 , 它 把 腔 基 酸 按 DNA 所 定 的 指示 组 合 起 来 :合成 酶 和 其 他 蛋白 质 从 而 造成 新 细胞 . 

冯 。 诸 依 曼 早年 的 模型 可 说 是 “运动 学 的 ,因为 它 处 理 运动 中 的 物理 零件 ,然而 从 来 没有 
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造 出 来 过 , 但 有 些 比较 不 那么 一 般 的 运动 学 模型 是 造 出 来 过 的 . 其 中 一 个 由 布鲁克 林学 院 的 贾 
柯 布 渤 (Homer Jacobson) 设 计 的 自我 复制 机 就 是 一 列 玩 具 火 车 朋 3 车 虹 就 是 零件 ,控制 则 由 管 
于 各 车 朋 内 的 线路 来 实现 . 当 不 同 车 厢 按 一 定 次 序 组 成 一 个 列车 并 放 在 铺 好 的 轨道 上 , 它 就 会 
彼此 冲撞 成 为 彼此 分 散 的 车 厢 , 而 重新 排列 (必要 时 应 用 支线 ), 并 按 某 个 列车 的 样子 组 合 起 来 ， 
里 柯 布 进 设计 了 这 样 一 个 列车 模型 ,不 论 列 车 多 人 么 长 都 行 ,他 还 实地 造 出 了 一 个 演示 用 的 模型 ， 
使 一 个 有 两 车 时 长 的 列车 本 以 复制 自己 . 


构 形 在 T 时 刻 是 两 个 同样 大 小 的 阵列 如 图 .内 层 的 两 个 构 形 互 不 相 
同 . {图 上 的 内 层 阵 列 有 特定 的 大 小 ,但 是 任意 大 小 都 行 ). 两 个 标 了 G 的 
构 形 是 邻接 于 内 层 阵 列 和 的 中 空 正方 形 , 它 们 是 相同 的 .两 个 H 也 是 这 样 ， 


新 构 形 是 上 面 的 阵列 在 T+ T 时 刻 的 情况 , 两 个 内 晨 粕 形 映 射 到 新 构 
形 后 成 了 彼此 相同 的 .中 间 的 阵列 仍 是 彼此 相似 的 ， 外 层 阵 列 的 状态 不 能 


确定 . 如 果 如 上 图 那样 两 个 不 同 的 阵列 ,后 来 成 了 下 图 那样 完全 相同 的 ,就 
说 是 "彼此 可 抹 掉 的 ". 
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英国 遗传 学 家 彭 罗 斯 采取 了 另 一 种 途径 ,这 部 分 地 是 受到 他 关于 遗传 物质 复制 的 可 能 方式 
的 思考 的 刺激 . 彭 软 斯 的 机 器 之 最 简单 的 形式 有 两 种 零件 和 A 和 B, 其 上 各 有 简单 的 切口 ,切口 的 
形状 使 它们 能 以 两 种 方式 之 一 钩 起 来 . 一 个 方式 记 为 AB, 另 一 个 记 为 B4*, 若 把 一 个 AB 机 放 
在 盘 中 ,而 且 盘 内 放 了 许多 4 和 许多 B ,把 盘 摇 动 ,就 会 形成 许多 AB 单位 ;第 一 个 AB 机 就 像 是 
种 子 ( 见 448 页 插图 ). 如 果 用 一 个 BA 机 作 种 子 , 则 复制 出 的 是 更 多 的 BA. 

运动 学 模型 好 处 在 于 实际 生动 ,但 用 数学 处 理 极为 困难 . 当 ， 诺 依 曼 后 来 的 工作 就 转向 抽 
象 模型 ,他 抛弃 了 硬件 ,从 而 避免 了 所 有 关于 机 械 运 动 . 装 配 和 操作 等 问题 ,给 自己 提出 了 更 纯 
熔 为 逻辑 和 数学 的 工作 ,而 不 是 机 械 或 电机 工程 的 工作 . 他 用 一 个 数学 环境 ; 铺 砖 来 代替 仓库 ，; 
铺 砖 就 是 把 平面 分 成 正方 形 细胞 , 每 个 细胞 中 他 放 进 一 个 基本 元 件 : 一 个 有 限 状 态 自 动机 . 冯 ， 
诺 依 曼 的 机 器 没有 输入 或 输出 ,而 只 有 若干 个 可 容许 状态 . 这 些 状态 以 及 由 一 个 态 转向 另 一 个 
态 的 规则 对 于 每 个 细胞 都 是 一 样 的 ,虽然 在 任 一 时 刻 ,不 同 细胞 的 状态 各 不 相同 . 每 一 个 机 器 都 
是 决定 论 的 而 且 是 同步 的 :在 等 一 整数 值 时 刻 (除了 初始 条 件 即 在 T=0 时 ) ,每 个 细胞 的 状态 
都 取决 于 它 自 己 和 相 邻 细胞 在 时 刻 T 一 1 的 状态 . 有 一 个 特别 的 状态 称 为 “平静 " 态 ,而 最 多 除 有 
限 个 细胞 以 外 ,所 有 其 他 细胞 都 处 于 此 态 , 此 态 有 一 特殊 性 质 , 若 一 细胞 和 相 邻 细胞 在 了 一 1 时 
刻 都 处 于 平静 态 , 则 此 细胞 在 时 刻 了 也 是 平静 的 . 这 整个 系统 一 一 铺 传 空间 ,细胞 中 的 机 器 ,可 
容许 态 和 转换 规则 一 一 总 起 来 称 为 一 个 “ 铺 砖 结构 ” 细胞 所 成 的 一 个 有 限 块 或 “阵列 ”, 在 每 一 
个 细胞 的 状态 都 规定 了 以 后 ,就 称 为 一 个 构 形 . 

这 些 定义 与 机 器 和 复制 有 什么 关系 ? 把 整个 铺 夸 空间 看 成 一 个 极 抽象 的 环境 一 一 其 中 时 
辣 污 空间 都 量子 化 了 ,而 运动 和 其 他 形式 的 渐变 都 被 代 以 离散 状态 的 相继 , 状态 之 间 的 转换 由 
确定 的 规则 找 述 . 在 这 个 环境 中 有 由 正方 形 细胞 构成 的 构 形 ;这 就 是 我 们 的 “机 器 ”, 正 是 这 些 机 
葡 可 以 造成 可 自我 复制 的 . 个 别 细 胞 就 是 基本 的 零件 一 一 可 能 是 分 子 . 它们 的 变化 的 状态 可 能 
年 不 同 的 量子 态 一 一 能 级 或 不 同 的 化 学 活性 态 和 不 同 的 几何 位 置 . 态 之 间 转 换 的 规则 就 是 这 个 
环境 的 物理 或 化 学 定律 ,这 些 定律 决定 了 细胞 如 何 变化 ,如 何 彼此 相关 .平静 态 细胞 就 是 还 没有 
用 上 的 原料 ,而 平静 态 的 规则 实际 上 说 的 是 与 一 构 形 相 分 离 的 细胞 决 不 会 突然 有 了 活性 ;机 器 
只 能 通过 局 部 作用 “ 够 上 ”周围 的 物质 . 

所 以 ,问题 就 在 于 用 只 有 不 多 几 个 态 的 细胞 (换言之 即 简单 的 零件 ) 来 构造 一 个 铺 砖 结构 ， 
选择 一 些 转换 规则 ,然后 再 把 细胞 排 成 一 个 构 形 ,使 在 一 定时 间 后 即 可 复制 自身 . 这 个 工作 多 少 
有 些 像 为 计算 机 写 程 序 . 汉 。 诺 依 曼 提 出 一 个 进步 的 要 求 :每 个 构 形 中 都 要 含有 一 个 万 能 图 


* 译注 :这 一 句 是 译 者 加 的 . 
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灵机 . 然后 他 几乎 完成 了 做 一 个 由 20 000 个 组 胞 和 29 种 可 容许 态 的 自我 复制 机 的 绝 大 部 分 组 
节 . 当 他 于 1957 年 去 世 后 ,其 他 人 继续 研究 铺 苇 模型 ,检查 其 构造 的 网 节 ,并 力求 对 复制 的 逮 辑 
得 出 一 些 可 以 证 明 的 定理 作为 结论 . 

我 问 过 这 样 一 个 问题 : 自 复 制 群体 能 够 生长 多 快 ? 答案 是 : 它 不 能 有 指数 增长 一 一 例如 说 
不 可 能 一 代 翻 一 番 . 二 维 构 形 群体 在 任何 时 候 都 不 能 多 于 时 间 平 方 的 某 个 倍数 . 我 们 把 这 个 结 
论 氢 述 为 一 定理 : 若 一 个 自我 复制 梅 形 在 时 间 工 内 能 复制 出 了 f(T) 个 后 代 , 则 有 一 个 正常 数 上 使 
得 RTI( 记 号 "所 " 宕 示 “ 小 于 或 者 等 于 ”)， 

证 明 如 下 : 令 c 为 此 自我 复制 构 形 , 而 能 够 包含 c 的 一 个 复 本 的 最 小 正方 形 阵 列 之 大 小 为 DD 
XDD. 则 在 任 一 时 间 工 内 非 平静 细胞 的 总 数 至 多 是 (2T 十 DD)* ,因为 在 每 个 单位 时 间 内 ,正方 形 阵 
列 只 能 每 边 增加 一 个 细胞 . 车。 中 有 7r 个 细胞 , 则 

fnD EO 
把 这 个 不 等 式 再 简化 几 步 就 可 得 定理 的 结论 , 这 正 是 马尔 萨 斯 的 情况 :内 为 韭 平静 区 域 的 传播 
速度 不 能 超过 一 定 值 , 所 以 群体 鉴 受到 可 用 空间 的 限制 . 

太一 个 重要 问题 是 :每 个 构 形 都 能 复制 自己 吗 ? 事实 是 ,有 一 些 构 形 ,除非 一 开始 工 一 0 时 
帕 行 在 ,后 来 就 不 会 出 现 . 这 种 构 形 是 不 能 构造 出 来 的 , 即 是 说 没有 一 个 构 形 可 以 按 特定 的 转换 
规律 把 它 生成 出 来 . 普林斯顿 大 学 的 塔 克 尔 (John W. Tucker) 建 议 把 这 种 没有 祖先 的 一 块 细胞 
称 为 “ 伊 邹 园 构 形 ”. 因为 这 种 构 形 不 能 从 任意 其 他 构 形 产生 出 来 ,它们 不 能 自我 复制 . 所 以 , 研 
究 它 们 在 什么 条 件 下 会 出 现 , 会 有 助 于 确定 机 如 自我 复制 能 力 的 基本 限度 

这 些 条 件 涉及 到 完成 “ 抹 掉 "这 件 事 的 能 力 . 如 果 一 块 黑 板 被 抹 掉 ,就 说 不 出 来 上 面 原 来 写 
的 是 什么 . 计算 机 设计 者 用 “ 抹 掉 ”这 个 词 是 指 对 计算 机 存储 单元 作 这 样 的 操作 使 它 回 到 标准 状 
态 而 不 间 它 上 面 在 抹 掉 之 前 存储 了 什么 . 一 般 说 来 , 抹 掉 是 一 个 不 可 道 过 程 ;如 果 它 发 生 了 ,就 
个 可 能 说 出 现在 的 状态 由 之 而 来 的 前 一 状态 是 什么 . 于 是 ,至 少 曾 有 两 个 不 同 的 以 前 的 状态 ,经 
过 转换 可 以 变 成 相同 的 现在 的 状态 . 在 铺 砖 结构 的 场合 ,有 必要 比较 形式 地 定义 什么 叫 某 掉 , 届 
便 肯 定 关 于 以 前 状态 的 信息 确实 是 被 抹 去 了 而 不 是 仅仅 移 到 某 个 相 邻 的 状态 中 去 了 . 

为 了 建立 这 样 一 个 定义 ,考虑 458 页 上 图 中 的 两 个 构 形 一 一 两 个 由 9 个 细胞 构成 的 内 层 阵 
列 的 构 形 在 同一 时 刻 是 不 相同 的 ; 称 为 天 和 开 "., 同时 中 间 阵 列 一 - 即 紧 靠 着 内 层 阵 列 的 中 宅 正 
万 形 一 一 的 构 形 是 相同 的 G; 即 是 说 有 一 个 中 间 阵 列 是 另 一 个 的 复 本 . 外 层 阵 列 的 构 形 也 是 这 
伴 , 即 均 为 及 .现在 考虑 这 些 阵列 在 一 个 单位 时 间 后 映射 而 成 的 构 形 ( 见 458 页 下 图 ). 如 果 在 这 
厨 了 工 十 时 刻 的 阵列 中 ,内 层 和 中 间 层 的 构 形 上 和 8 挟 为 复 本 ,就 说 原来 的 构 形 已 被 “彼此 抹 
掉 ” 一 一 它们 原本 是 不 同 的 ,现在 变 得 相同 了 . 注意 ,外 层 阵列 的 最 终 构 形 无 法 确定 ， 因为 它 的 继 
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一 一 | 


伊甸园 定理 ( 见 正文 ) 可 用 这 个 图 解 来 证 明 .mnx 的 小 阵列 有 一 可 抹 掉 
的 构 形 ,大 阵列 之 大 小 是 kn x kn. (图 上 取 k=4, 但 实际 上 可 以 大 得 多 , ) 图 
上 是 了 时 的 阵列 .在 T+1 时 , 它 会 缩小 成 kn 一 2) x (kn 一 2). 


胞 的 状态 要 受 更 外 层 在 定义 中 没有 考虑 到 的 细胞 的 影响 ; 它 的 功能 就 仅 在 于 “保护 ”中 间 层 阵 
列 , 于 是 我 们 说 一 个 构 形 是 可 抹 掉 的 ,如 果 有 嚼 一 个 构 形 可 以 与 它 彼 此 抹 掉 , 由 这 个 定义 进一步 
还 可 得 知 ,如 果 一 个 可 抹 掉 的 任意 形状 的 构 形 包含 在 一 个 矩形 阵列 之 内 , 则 此 矩形 阵列 也 是 可 
抹 掉 的 . 结果 我 们 可 以 就 矩形 阵列 而 非 任意 不 规则 形状 的 阵列 考虑 可 抹 掉 构 形 问题 ,这 要 容易 
一 此 

现在 可 以 提出 一 个 定理 了 : 若 在 一 个 铺 砖 构造 中 存在 可 抹 掉 构 形 , 则 必 存 在 伊甸园 构 形 . 
(虽然 可 以 作出 不 含 可 抹 掉 构 形 的 铺 砖 结构 ,这 种 结构 基本 上 是 不 足 道 的 ). 

我 只 概略 地 直观 说 明 这 个 定理 的 证 明 而 不 详细 证 明 它 . 令 为 一 整数 而 有 一 个 大 小 为 hn 
阵列 含有 一 个 可 抹 掉 构 形 ; 考 虑 一 个 更 大 的 knXxkn 阵列 ( 见 本 页 插图 ). 它 分 成 的 妇 个 大 小 为 用 
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Xn 的 阵列 都 适当 地 大 而 可 以 容 下 一 个 可 抹 掉 构 形 的 复 本 ; 选 得 足 能 大 使 大 阵列 中 时 常 有 许 
多 这 种 可 扶 掉 构 形 . 若 每 个 网 胞 有 4A 种 可 容许 状态 , 则 整个 阵列 在 时 刻 荆 共有 A” 个 可 能 的 构 
形 . 下 一 步 考 感 第 一 个 阵列 经 过 单位 时 间 后 映射 成 的 拘 形 . 记 住 ,在 了 TT 十 1 时 最 外 屋 中 空 正 方形 
中 各 细胞 的 态 是 不 能 确定 的 , 所 以 T 二 1 时 的 阵列 可 能 的 态 较 少 , 仅 A 个， 

现存 , 寿 在 原来 的 knXkn 阵列 中 ,有 一 个 nxXn 阵列 的 构 形 是 可 抹 掉 的 , 则 有 两 个 态 将 在 工 
十 1 时 映 成 同一 的 态 一 一 就 是 可 抹 掉 态 以 及 与 它 可 彼此 抹 掉 的 态 . 若 可 抹 掉 构 形 有 两 个 复 本 , 则 
有 4 个 可 能 的 态 会 映 成 下 一 步 仅 仅 1 个 可 能 的 态 , 一 般 说 来 , 若 在 时 刻 工 可 抹 掉 态 有 ; 个 复 本 ， 
则 有 2 个 态 会 映 成 了 工 二 时 的 1 个 态 , 本 页 上 的 图 式 说 明了 这 一 点 . 现在 只 需 证 明 , 由 于 抹 掉 而 
造成 的 态 的 损失 大 于 由 最 外 层 细 胞 的 收缩 而 造成 的 态 的 损失 一 一 即 由 于 A 与 Am-2 之 差 造 
成 的 损失 . 


7 时 的 态 
名 性 估 S 性 性 S 性 各 


T+] 时 的 态 


可 能 态 的 个 数 在 时 刻 了 到 7 了 +1 之 间 会 减少 ,这 是 抹 掉 和 边界 层 收 
缩 的 结果 ( 见 正文 }, 可 以 证 明 , 抹 掉 的 损失 会 大 于 收缩 的 损失 .所 以 在 
+ 时 会 有 一 个 多 佘 的 态 ;这 就 是 口 ; 伊 外 园 构 形 . 


考虑 态 的 数目 的 对 数 而 非 数目 本 身 , 边缘 损失 所 占 比 例 的 对 数 大 体 上 随 皮 线性 增长 . 但 由 
于 抹 掉 而 造成 的 损失 之 对 数 随 可 抹 掉 构 形 的 数目 而 增加 ,所 以 近似 于 阵列 的 面积 ,期 随 上 增加. 
所 以 , 当 很 大 时 ,由 于 抹 掉 而 损失 的 态 肯 定 多 于 由 于 边界 层 收缩 而 损失 的 态 的 . 所 以 在 了 二 1 
时 必定 有 一 个 态 了 不 能 由 TT 时 的 任意 的 态 达 到 ， 

这 个 态 P 就 是 定理 说 的 伊甸园 态 . 它 是 一 个 可 以 想像 得 到 但 不 由 过 去 任意 的 态 达 到 的 态 . 
它 相应 于 一 个 可 以 描述 为 这 些 零 件 的 排列 ,但 永远 不 能 用 这 些 零件 千 出 来 的 机 器 . 因为 它 是 不 
能 由 复制 产生 的 机 器 ,所 以 它 一 定 是 一 个 不 能 自我 复制 的 机 器 . 

从 我 讨论 的 这 两 个 定理 ,对 于 如 复制 这 样 的 过 程 如 何 抽象 然后 可 用 数学 处 理 , 大 概 可 以 有 
些 印象 了 . 这 不 是 暗示 ， 目 我 复制 的 铺 苇 模 型 与 生物 的 复制 一 定 有 密切 的 联系 ;这 肯定 还 有 待 证 
只 ,然而 ,我 在 本 文 前 面 就 说 过 ,后 来 机 央 模 型 的 运作 ,通过 弄 清 生物 过 程 中 的 困难 ,建立 牛 物 过 
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程 应 满足 的 判 据 ,至 少 是 有 助 爸 的 ， 

人 举 一 个 例子 :地 球 上 的 生命 规 在 一 般 公 认 是 由 于 无 生命 物质 的 偶然 相互 作用 而 产生 的 , 这 
有 和 多么 可 靠 ? 或 者 大 们 通过 铺 砖 模型 会 体验 到 ,零件 的 装配 该 多 人 么 复杂 才能 得 到 自我 复制 的 能 
力 苏 至 还 得 到 后 来 还 会 进化 为 更 复杂 的 子孙 后 代 这 一 性 质 . 用 玩具 列车 来 进行 研究 工作 的 页 柯 
布吉 在 这 方面 开 了 一 个 头 , 他 用 信息 的 “比特 "来 刻画 复杂 性 . 

即 令 昌 我 复制 机 器 终于 被 证 明 不 能 用 于 生物 学 , 它 自身 还 有 超越 于 此 的 意义 . 让 我 们 暂时 
再 回 到 汉 “， 诺 依 曼 月 我 复制 机 器 的 仓库 模型 . 如 果 我 们 不 是 想 对 任意 仓库 制造 出 这 样 一 个 机 
器 ,而 是 对 某 种 自然 环境 来 制造 ,又 当 如 何 ? 这 样 一 个 机 器 -一 其 实 是 一 个 人 工 活 植物 一 能 
用 自然 材料 来 制造 零件 ,再 把 这 些 零件 装配 起 来 复制 自己 , 在 这 过 程 中, 它 会 从 其 环境 中 提取 物 
奈 , 加 以 提纯 ,浓缩 .例如 ,设计 一 个 能 在 海洋 中 自我 复制 的 植物 , 它 可 能 主要 用 镁 来 制造 自己 ， 
因为 海水 中 是 有 镁 的 ,而 且 可 能 正 是 因为 它 含 镁 才 要 收获 这 种 植物 . 谁 也 没有 做 过 制造 这 种 机 
器 的 工程 设计 ,但 是 我 想 有 一 天 会 把 它 造 出 来 的 . 


任 会 料 孚 中 的 你 孚 


理 查 ， 斯 通 ” {Richard Stone) ,1964 年 日 月 号 


献 中 ,只 有 50 种 书 和 论文 值得 一 读 . 今天 的 情况 已 经 全 然 不 向 ,不 仅 在 经 济 学 方面 ,并 
且 也 在 其 他 社会 科学 方面 ,每 年 都 有 史 千 篇 论文 怠 加 到 数学 文献 大 山上 去 . 原因 在 于 

| 用 数学 来 表达 概念 比 仅仅 用 言 诸 来 表达 概念 的 优越 性 正在 越 来 越 受到 人 们 的 赞赏 
在 某 些 研究 领域 中 的 这 方面 进展 尤为 突出 . 例如 ,人 口 学 和 经 济 学 的 整个 主题 素材 就 是 如 
| 此 根本 地 被 数量 化 ,以 至 数学 在 这 些 领域 中 的 广泛 应 用 已 经 不 可 避免 . 但 是 在 社会 科学 的 每 一 
学 科 中 ,正在 变 得 越 来 越 明 显 的 是 ,复杂 系统 及 其 内 部 关系 (更 有 甚 震 是 构架 关于 这 样 的 系统 的 
理论 ) 的 只 用 言语 表达 的 描述 ,在 其 一 般 化 中 很 难 分 析 、 比 较 和 应 用 , 而 当 用 数学 表达 取代 言语 
时 ,这 些 困 难 就 大 为 减少 , 一 方面 是 ,有 -_- 些 问题 表面 上 看 来 完全 无 关 , 例 如 ,教育 制度 分 析 与 次 
，。 本 投资 规划 ,在 数学 上 被 证 明 是 恒 等 的 , 另 一 方面 是 ,即使 对 于 概念 上 相当 含糊 的 主题 以 及 很 难 

得 到 确切 信息 的 问题 ,数学 也 可 提供 一 种 得 到 有 价值 见解 的 方法 . 

| 冒昧 地 大 面 化 之 ,可 以 说 ,社会 科学 尽管 五 花 八 门 ,都 只 与 两 个 研究 领域 有 关 . 第 -个 是 精 
| 确 描述 社会 系统 如 何 运 行 以 及 其 不 同 部 分 如 何 关联 ,不 管 主题 是 原始 部 落 的 近亲 通婚 ,还 是 钢 坎 


致 75 年 左右 以 前 ,美国 经 济 学 家 埃 尔 温 。 费 软 尔 "指出 ,全 世界 关于 数理 经 济 学 的 文 
/ ~ 


一 


+ 译注 ;Richard Stone'(1913 一 1992) ,英国 经 济 学 家 ,1984 年 因 对 国民 经 济 核算 系统 的 发 展 所 作出 
的 基本 页 献 荣 获 诺 贝尔 经 济 奖 .本文 发 表 于 1964 年 , 文中 提 到 的 “社会 核算 系 统 ” 就 是 他 的 获奖 工作 . 由 
| 于 计算 机 的 发 展 , 这 方面 的 研究 日 前 已 经 大 大 推进 . 


*# 译注 :TIrving Fisher,(1867- -19471 ;他 在 资本 理论 与 现代 货币 理论 方面 有 重要 贡献 . 
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构成 英国 经 济 的 四 个 回路 如 图 所 示 . 此 模型 的 核心 是 实际 的 流 ( 由 黑 线 表示 }. 消费 需求 及 其 增长 率 
以 及 进出 口 的 增长 率 ( 中 右 ) 决 定 了 想 要 达到 的 产 出 增长 所 需 的 投资 需求 . 产 出 水 平 由 三 个 "最 终 "需求 
{ 即 消费 、 投 资 和 出 口 ) 组 成 ,还 要 加 上 对 于 原料 和 燃料 的 中 间 需 求 .在 一 定 的 产 出 水 平和 总 劳动 力 之 下 ， 
劳动 力 和 资本 按 行业 的 分 配 是 由 考虑 资源 之 最 有 效 的 利用 决定 的 .外 贸 回 路 (图 中 的 虚线 )} 也 有 一 个 类 似 
的 两 部 分 的 起 点 ,下 加 上 与 国外 价格 和 进口 的 贸易 平衡 的 明显 的 相互 作用 ,对 国内 产 出 水 平 与 国内 价格 
均 有 影响 . 价格 回路 (图 的 上 部 } 表 示 了 与 消费 需求 的 直接 相互 作用 与 反馈 ,这 里 要 考虑 到 工资 .劳动 生产 
率 以 及 生产 过 程 中 的 附加 值 (中 左 ). 所 以 在 一 个 计算 的 循环 之 末 , 对 国内 价格 和 消费 者 总 支出 都 要 重 算 
一 次 .最 后 ,由 于 劳动 技能 和 资本 装备 同等 重要 ,所 以 第 四 个 回路 { 图 的 底部 } 把 教育 和 培训 等 因素 也 考虑 
进来 了 ,这 又 与 总 劳动 力 ( 表 现 为 生产 率 和 技能 需求 1 和 消费 需求 [表现 为 教育 支出 ) 互 相 作用 . 
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工业 对 技术 发 达 国 家 的 总 产 出 的 贡献 , 这 种 炎 型 的 研究 旨 在 探索 和 分 析 结 构 . 第 二 个 研究 领域 
着 眼 于 控制 ,也 就 是 ,着 眼 于 考察 关于 柱 会 结构 运作 的 有 意识 目标 的 效果 沁 及 政策 形成 的 理性 
过 程 . 这 种 类 型 的 研究 旨 在 探索 和 分 析 决 策 ， 
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未 来 人 口 可 以 下 矩阵 代数 来 计算 .在 这 个 例子 中 假定 生死 的 图 景 在 45 内 保持 不 变 , 并 且 

计算 局 限于 包含 在 三 类 年 龄 群 中 的 女性 的 未 来 人 口 组 成 .数据 样本 和 计划 基于 1940 年 美国 的 

入口 普查 ;在 表 (a)} 中 排列 的 三 个 相继 的 列 是 三 个 年 龄 群 在 1940 年 的 女性 人 数 、 到 1955 年 还 

继 组 行 活 的 女性 人 数 和 每 个 年 龄 群 在 回 一 个 时 期 所 生 下 的 女 此 的 人 数 ,这 些 数据 在 方 阵 15) 

”中 被 重新 排列 ,并 且 被 转换 为 系数 和 矩阵 {c}. 当 系 数 和 矩阵 和 1940 年 的 年 龄 群 相 乘 ,结果 就 变 为 

咸 年 的 玄 性 入 口 预测 [1"c" 中 的 1955 下 的 数字 列 ). 与 系数 矩阵 的 平方 或 立方 相 乘 {* gd" 和 
“8 就 取得 到 1970 年 和 1985 年 的 预测 . 


在 这 两 个 领域 中 ,都 是 同样 的 数学 被 应 用 于 相 做 的 问题 ， 在 必须 对 离散 的 观察 值 作 经 验 分 
本 的 问题 中 ,用 得 最 多 的 是 离散 数学 :特别 是 矩阵 ,矩阵 代数 和 差分 方程 为 一 方面 ,在 期 望 作出 
纯 理 论 分 析 、 并 且 数 据 提供 的 又 似乎 是 连续 的 而 非 离散 的 “比特 "的 问题 中 ; 盛 穷 小 分 析 , 特 别 是 
微分 方程 ,就 更 为 方便 .下面 来 自 多 种 结构 研究 的 例子 显示 了 两 种 数学 方法 的 应 用 ， 


在 信 口 学 的 许多 研究 中 要 求 分 析 人 口 的 结构 和 可 能 的 发 展 , 为 了 规划 任何 人 口 的 来 来 结 
和 构 ,假定 有 一 种 定常 的 出 生 和 存活 的 模式 ;我 们 需要 三 种 数据 集合 ; 《1) 在 某 一 天 活着 的 不 同年 
龄 的 人 的 数目 ;t2) 坚 随 这 天 以 后 所 选 定 的 区 闻 中 存活 的 人 数 ;(3) 在 同一 个 时 间 自 中 不 司 年 艇 
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群 里 的 新 生 儿 人 数 .顺便 提 一 下 ,这 第 三 种 数据 集 是 吐 会 科学 难以 精确 数量 化 的 例证 , 在 现实 生 
活 中 , 藉 夫 和 妻子 经 常 属于 不 同 的 年 龄 群 , 并 且 妻 子 承 担 孩 子 的 能 力 是 这 一 因素 和 她 和 良 身 的 生 
育 能 力 的 责 数 , 然而 ,在 我 们 这 里 采用 的 数学 模型 中 ,孩子 只 是 按照 妻子 的 年 龄 群 来 决定 的 ， 

在 这 类 变化 过 程 的 分 析 中 ,一 个 时 期 到 下 -个 时 期 的 变化 最 便于 用 方块 数组 或 和 矩阵 来 表达 
( 见 467 页 之 图 六 42) 是 各 个 年 龄 外 之 妇 性 人 口 在 三 个 年 份 的 总 数 . 然后 在 (5) 中 讨论 好 们 中 之 


未 天 折 数 . 例如 第 一 个 数 起 表 示 1955 年 的 年 龄 为 15 一 29 岁 的 女性 自然 都 是 15 年 前 就 已 


4 
出 生 . 但 1955 年 出 生 的 女性 总 数 没有 ,于 是 只 好 用 1940 年 出 生 数 A 一 14 459 代替 . 所 以 1 258 


是 卖 示 ”15 年 未 天 折 ” 的 比例 , 第 三 行 第 二 个 数 是 0, 是 更 有 的 14 258 人 中 ,在 15 年 前 即 已 属于 
这 个 年 龄 段 的 人 数 . 但 这 是 不 可 能 的 . 因为 15 年 前 属于 15 一 29 岁 者 ,现在 应 是 30 一 44 岁 . 所 以 
用 0 来 表示 . 同 理 ,第 三 个 数 0 表示 现年 15 -29 岁 曾 且 15 年 前 已 经 是 30 一 44 岁 . 这 又 是 不 可 能 
的 . 第 三 行 是 现年 30 一 44 岁 而 没有 死 的 14 837 人 中 15 年 前 已 是 0 一 14,15 一 29,30 一 44 岁 者 所 


占 的 比例 , 因此 自然 是 0, 一 一 ,0, 总 之 (5) 表示 “15 年 未 天 折 * 的 信息 . 


至 此 ,信息 已 准备 就 绪 . 把 相 邻 年 龄 群 列 中 的 总 人 数 , 除 以 矩阵 中 每 一 列 所 示 的 新 出 生 人 数 
和 生 行 人 数 , 就 得 到 出 牛 率 系数 和 存活 率 系 数 ,这 些 系数 可 以 排列 为 第 二 个 矩 阵 ( 即 467 页 图 上 
的 站 ,如果 把 年 龄 群 列 的 终 现 在 腾 以 系数 矩阵 ,那么 在 每 年龄 群 中 形成 的 总 数 将 指出 在 选 定 
的 时 间 区 疗 终 点 的 人 口 组 成 估计 . 假定 这 是 一 个 年 的 区 间 ; 如 果 希 望 估计 2x 年 后 的 人 口 细 
成 ,原来 的 年 龄 群 的 图 应 磁 以 系数 矩阵 的 2 次 宕 . 如 果 希 望 一 个 37 年 的 规划 , 那 就 乘 以 矩阵 的 3 
次 器 ,如 此 等 等 .在 这 个 例子 中 ,图 的 处 理 就 干脆 称 为 乘法 . 数学 家 将 意识 到 列 与 矩阵 相 乘 的 实 
际 过 程 . 原因 在 于 算术 的 交换 律 不 适用 于 矩阵 乘法 ( 见 本 书 第 13 章 * 数 ”). 

这 种 规划 假定 出 生 与 存 疾 的 方式 在 整个 估计 局 期 中 保持 不 变 ; 这 是 模型 与 现实 不 符 的 另 一 
个 例子 . 尽管 如 此 ,不 现实 之 处 也 是 透明 的 . 这 种 僵硬 的 模型 处 理 表明 ,如 果 人 类 的 人 口 真 达到 
阁 定 的 生死 模式 ,那么 它 会 从 好 达到 稳定 的 年 龄 构成 和 定常 的 增长 率 . 

当然 ,实际 上 不 变 的 系数 矩阵 是 绝对 不 可 能 的 :出 生 率 和 死亡 率 处 于 偶然 性 或 系统 性 影响 
之 下 ,或 两 种 影响 之 下 . 因此 ,研究 者 就 通过 处 理 系数 矩阵 的 值 来 力求 追 近 现 实 . 不 难得 出 使 人 


口 达 到 其 个 上 下 界限 的 条 件 ,而 这 样 , 人 大口 学 者 的 手段 也 可 推广 到 诸如 生态 学 和 传染 病 学 之 类 
的 领域 中 的 研究 . 


另外 一 点 值得 再 次 强调 :数学 化 的 真正 过 程 有 助 于 表明 ' 某 种 统一 性 存在 于 许多 表面 上 不 
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同 的 癌 题 的 结构 之 中 . 这 里 描述 的 人 口 规划 和 矩阵 在 人 口 学 的 椎 架 中 叙述 . 完全 类 似 的 规划 也 可 
以 对 无 生命 客体 的 发 展 规划 来 作出 ,例如 电报 站 点 、 铁 路 车 朋 或 公 帘 大 楼 ,于 是 模型 也 可 用 于 工 
业 库 存 或 城市 更 新 , 在 这 些 情形 中 ,投资 率 取代 出 生 率 ,报废 率 取代 死亡 率 , 不 管 原来 的 库存 是 
怎样 的 年 份 结构 ,模型 将 指出 为 保持 在 任何 选 定 的 时 间 路 径 上 的 库存 所 需要 的 替代 (和 和 扩充}. 


父母 级 别 孩子 级 别 父母 级 别 
男性 率 性 男 手 女性 
贱民 | X | 皇族 | 一 | 皇族 | 
X | 贵族 | 一 | 贵族 ] 
x | 望族 | 一 ~[ 望族 | 
| 贵族 | 一 人 皇族 | x 
_ 望族 | 一 贵族 | x 
贱民 |- 一 [望族 ] x 
x 
初始 人 口 | 第 一 代 第 二 代 第 三 代 第 四 代 第 五 代 
总 数 100 140 190 250 320 
贱民 | ”500 470 430 380 320 250 
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通婚 当 俗 在 北美 的 纳 切 斯 印第安 人 中 相 求 每 对 婚姻 中 的 一 方 是 下 等 贱民 . 这 张 表 列 出 七 种 可 能 
的 联姻 及 其 后 果 . 初 看 起 来 ,这 样 的 制度 似乎 颇 为 合理 . 但 是 对 一 个 样本 人 口 的 数学 分 析 ( 在 这 一 情 
形 下 ,开始 时 有 70 名 上 等 人 和 500 名 下 等 人 )} 指 出 ， 四 代 以 后 ,贱民 婚姻 对 象 就 变 得 稀缺 起 来 . 
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另外 一 种 民俗 学 者 所 乐于 研究 的 结构 是 亲属 关系 , 它 联 系 着 通婚 和 后 代 , 氏 族 , 胞 族 和 部 族 等 
的 复杂 图 景 , 有 时 还 要 考虑 阶级 结构 和 社会 变迁 . 在 这 类 研究 中 ,差分 方程 通融 提供 处 理 数据 的 一 
种 方便 的 途径 . 据 记 载 ,社会 分 化 的 经 典 例子 存在 于 纳 切 斯 (Natchez) 族 中 ,后 者 是 密西西比 盆地 中 
的 一 个 美洲 印第安 部 落 . 纳 切 斯 族 中 基本 上 只 有 两 个 阶级 :上 等 人 和 下 等 人 .上 等 人 又 分 为 三 级 : 
皇族 居 最 高 位 ,贵族 其 次 ,望族 虽然 仍然 是 上 等 人 ,但 与 最 低层 的 下 等 贱民 仅 一 步 之 跑 . 

正如 欧洲 探险 者 所 描述 的 那样 ,在 纳 切 斯 社会 中 通婚 规则 是 一 种 绵延 不 断 的 社会 酵母 . 在 
任何 婚姻 中 ,夫妻 中 至 少 一 方 总 是 来 自 贱 展 阶级 , 同时 , 生 于 上 等 人 家 中 的 孩子 与 他 的 母亲 同 
级 . 这 样 , 皇 族 .贵族 或 望族 母亲 与 贱民 父亲 的 孩子 还 是 皇族 、 贵 族 或 望族 . 然而 ,贱民 母亲 和 号 
族 父亲 的 孩子 将 承袭 比 其 父亲 低 一 级 的 级 别 , 即 只 是 一 名 贵族 . 这 种 降级 是 逐 级 递 降 的 ,从 而 贱 
民 人 母亲 和 贵族 父亲 的 孩子 是 望族 ,贱民 母亲 和 望族 父亲 的 孩子 将 还 是 贱民 . 至 于 在 社会 最 底层 ， 
贱民 与 贱民 只 能 产生 贱民 ( 见 下 页 的 上 图 ). 

纳 急 斯 族 已 消失 多 时 ,但 是 阶级 结构 的 研究 者 们 还 在 想 知 道 , 这 样 复杂 的 社会 体系 是 否 有 
一 种 日 然 的 稳定 性 ? 把 间 题 数学 化 ,必须 假定 人 人口 是 稳定 的 ,每 个 纳 切 斯 人 有 且 仅 有 一 次 婚姻 ， 
以 及 每 次 婚姻 只 产生 一 个 儿子 和 一 个 女儿 . 在 数学 模型 中 利用 这 些 假定 以 后 ,下 列 结论 就 立即 
变 得 一 是 了 然 ; 除 非 一 开始 在 人 搓 中 就 没有 皇族 和 贵族 ,否则 一 种 稳定 的 阶级 结构 是 不 串 能 的 ， 
因为 才 代 人 以 后 ,就 将 产生 大 量 的 上 等 人 ,使 得 没有 足够 的 下 等 人 来 与 之 通婚 . 

模型 的 性 态 使 人 想起 ,实际 的 纳 切 斯 人 事实 上 没有 稳定 的 阶级 结构 , 但 是 实际 观察 的 不 方 
便 使 得 对 之 无 法 肯定 . 处 理 模 型 就 允许 对 每 个 个 体 的 婚姻 次 数 作 出 变化 ,或 者 比较 例如 皇族 -- 
贱民 婚 刀 对 贱民 一 贱民 婚姻 的 生产 率 ,或 者 考虑 诸如 * 由 于 纳 切 斯 人 的 征服 与 同化 政策 而 使 人 
上 急速 增长 "之 类 的 完全 未 被 模型 化 的 因素 ;由 此 可 以 产生 明显 不 同 的 结果 . 


在 一 个 全 然 不 同 的 研究 领域 中 ,试图 考察 诸如 增长 率 之 类 的 问题 的 经 济 学 家 ,面临 把 需 处 
理 的 有 关 生 产 消费、 积累 和 外 贸 的 无 数 变动 减少 到 某 个 数量 级 的 任务 . 为 达到 这 种 数量 级 的 
种 办 法 是 把 经 济 看 成 是 一 个 内 部 关联 的 巨大 的 核算 系统 ;在 理论 上 ,一 个 庞大 的 方 阵 就 可 以 设 
置 这 一 系统 ,其 中 每 个 行列 交 久 项 代表 一 个 核算 项 目 . 行 表示 收入 的 进 帐 ,而 列表 示 支 出 的 费 
用 . 实际 上 ,如 果 一 个 经 济 系 统 中 的 所 有 现金 流 都 详尽 地 记录 在 单个 矩阵 中 ,其 合成 的 矩阵 的 数 
将 不 知 有 多 大 ,以 至 无 法 操作 . 解决 的 办 法 是 把 核算 项 目 选择 合并 为 三 大 类 . 一 种 对 封闭 经 济 可 
用 的 这 类 合并 是 把 复杂 的 图 景 简化 为 三 个 关联 的 核算 项 月 :一 现 是 生产 ,一 项 是 消费 ,还 有 - -项 
荐 积累 ( 见 下 一 页 的 图 解 ). 


在 这 种 模型 经 济 中 :生产 核算 在 销售 消费 商品 和 消费 劳务 的 交换 中 从 消费 核算 中 收取 货币 ， 


封闭 经 济 的 凯恩斯 观点 提出 
收入 等 于 消费 加 储蓄 ,而 储蓄 等 于 
投资 . 当 生 产 、 消 费 和 储蓄 在 一 个 
模型 中 内 部 关联 { 如 上 图 ), 这 样 的 
封闭 经 济 的 增长 可 描述 为 收入 对 
消费 核算 的 运动 ,其 中 11) 消费 核 
算 产生 两 种 费用 流出 , 一 种 流入 消 
费 支 出 ,一 种 流入 储 蔷 ,第 二 个 流 
继续 {3) 从 积累 流向 生产 ,增加 资 
本 设备 ,并 由 此 刺激 扩大 生产 14， 
大 箭头 }. 如 果 要 提高 经 济 增 长 率 ， 
那么 必须 或 者 储 普 和 投资 更 多 的 
收入 ,或 者 使 对 每 单位 产 出 投资 的 
资金 ,达到 更 高 的 效率 .例如 ,在 闪 
发 达 国家 中 ,即使 很 轻微 的 增长 率 
提高 都 是 至 关上 紧要 的 ,正如 在 图 中 
所 指出 的 那样 ,在 一 个 50 年 期 中 
的 两 种 有 百 分 之 一 差别 的 增长 率 
所 造成 的 收入 差别 极为 可 观 . 


与 0 年 相 比 的 百分比 
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在 销售 投 痪 商 品 的 交换 中 从 积累 核算 中 收取 货币 . 然后 ,生产 核算 以 收入 的 形式 对 消费 核算 支 
付 其 销售 值 . 这 一 收入 是 消费 核算 中 得 到 的 仅 有 的 进 帐 3 而 在 这 个 核算 中 , 进 帐 被 分 为 两 个 不 相 
等 的 部 分 . 较 大 的 一 部 分 花费 在 附加 的 消费 商品 和 消费 劳务 中 (联系 … 合成 的 现金 流 回 到 生产 
核算 中 ) ,其 余 的 归 到 储蓄 (联系 一 合成 的 现金 流 回 到 积累 核算 ). 为 封闭 这 -- 系 统 ,积累 核算 又 
把 这 些 储 蓄 用 作 进一步 投资 而 回 到 生产 核算 中 . 

在 这 个 模型 中 两 个 假定 是 显然 的 . 首先 是 总 收入 恰好 等 于 消费 商品 支出 和 储蓄 之 和 . 其 次 
是 储蓄 又 反 过 来 等 于 投资 商品 上 的 支出 , 另外 两 个 假定 虽然 不 太 明 显 ,经 过 考察 后 ,将 被 证 实 为 
在 这 个 封闭 经 济 模型 中 是 关键 的 关系 . 其 中 之 一 为 ;这 个 经 济 中 的 居民 总 是 储蓄 其 收入 的 一 个 
固定 比例 (这 里 称 为 a). 另 一 个 为 :在 投资 商品 上 的 支出 (作为 附加 资本 ) 和 生产 核算 中 增加 的 产 
出 (作为 附加 生产 ) 之 间 的 固定 比例 系数 的 存在 . 这 个 系数 在 这 里 称 为 8 

任何 基于 这 些 假 定 的 封 财 经 济 只 能 以 表示 为 /8 的 常 增长 率 来 增长 . 如 果 要 提高 其 增长 率 , 系 
统 必须 或 者 是 提高 其 收入 中 储蓄 和 投资 的 比例 ( 即 提高 a) ,或 者 是 减少 每 单位 产 出 的 资本 ( 即 减 少 
8) ,或 者 是 两 者 都 进行 . 作为 一 个 例子 , 令 这 些 关系 被 数量 化 如 下 :a 是 收入 的 百 分 之 十 的 储蓄 
率 ,8 是 资本 产 出 比 2.5. 在 这 样 的 条 件 下 ,a/8 将 产生 百 分 之 4 的 增长 率 .但 是 如 果 a 的 值 提高 到 
百 分 之 12.5, 或 者 B 的 值 减 少 为 百 分 之 二 ,那么 经 济 的 增长 率 将 从 百 分 之 四 提高 到 百 分 之 五 


用 数学 来 描述 和 分 析 社 会 状况 的 最 后 一 个 例子 可 以 在 教育 领域 中 找到 . 例如 ,考虑 将 来 教 
师 有 足够 补充 ,就 需要 分 析 教 师 和 毕业 生 之 闻 相 互 影响 的 方式 . 在 最 简单 的 情形 下 ,由 任何 教育 
系统 培养 出 来 的 毕业 生 人 数 总 要 正比 于 在 这 一 系统 中 工作 的 教师 的 人 数 ,这 被 认为 是 显然 的 . 
反 过 来 ,教师 人 数 的 提高 又 依赖 于 该 系统 中 的 毕业 生变 为 教师 的 比例 (假设 是 常数 ) 和 所 存在 的 
教师 队伍 中 由 于 死亡 ,退休 和 改行 而 减员 的 比例 (也 假设 为 常数 ). 

在 这 个 例子 中 ,每 个 教师 产生 的 毕业 生 的 比例 可 指定 为 a, 毕 业 生 中 变 为 教师 的 比例 为 8, 教 师 
中 减员 的 比例 为 y 于 是 容易 导出 一 个 教师 人 数 的 纯 增 长 率 ( 记 为 8) 的 方程. 这 个 方程 为 5 一 a6 一 y 
一 腿 看 来 , 它 似乎 不 值 一 提 , 但 是 显然 它 已 经 数学 化 . 整个 方程 说 明 ,如 果 希 望 增加 教师 人 数 , 必 
须 (1) 安 排 已 存在 的 教师 队伍 培养 更 多 的 学 生 ( 即 增加 a) ,或 者 (2) 说 服 更 多 的 毕业 生 加 入 教师 
队伍 ( 扼 提 高 有 ,或 者 (3) 减 少 已 存在 的 教师 队伍 的 减员 率 ( 即 减 少 y) ,或 者 最 后 (4) 三 者 并 进 . 

实际 上 ,把 问题 归结 为 数学 关系 ,就 变 得 一 目 了 然 . 当 这 些 相互 作用 的 考虑 用 几何 来 表达 时 ( 见 下 
图 ) ,就 还 可 以 考虑 其 他 相互 作用 . 假设 社会 状况 使 得 人 们 对 减少 教师 队伍 的 减员 无 所 作为 ;例如 , 没 
有 教育 机 构 来 反 聘 退 体 教师 这 样 的 状况 就 妨碍 对 y 的 任何 明显 的 操控 . 但 是 还 是 有 可 能 对 a。 和 8 来 
采取 行动 . 是 否 可 以 通过 提高 教师 的 工资 来 达到 ? 这 样 的 行动 肯定 可 以 使 更 多 的 毕业 生来 加 入 孝 


mp 
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毕业 生 中 成 为 教师 的 比例 { 有) 


省 


| 
i 
SEE 
-二 
如 1 2 名 | 5 扣 i 8 名 人 
毕业 生 /教师 《er 
未 来 教师 队伍 的 补充 所 引起 的 问题 的 几何 图 解 .作为 第 一 步 , 它 指出 ,对 于 教师 贮备 的 所 有 
可 能 的 增长 床 ,都 是 在 "每 个 教师 可 能 培养 的 毕业 生 的 人 数 " 和 "毕业 生 中 变 为 教师 的 比例 ”之 间 
相 吉 作用 下 进行 的 . 对 于 每 种 增长 率 , 都 分 别 画 出 单独 一 条 (黑色 )} 双 曲线 以 表示 这 两 个 相关 因 
素 的 所 有 可 能 的 组 合 .然后 ,再 另行 计算 ,及 可 建立 { 这 两 个 因素 与 教师 待遇 的 或 高 或 低 的 有 不 
周 的 刺激 作用 ) 二 寡 之 间 的 线性 关系 , 当 这 一 线性 关系 嵌 人 到 图 像 中 时 , 它 与 双 曲 线 相交 的 精确 
点 就 确定 了 两 个 因素 对 每 一 情况 的 值 . 王 是 再 作 另 外 的 计算 就 可 得 出 相应 的 教师 工资 率 . 


师 队 伍 ( 以 至 影响 到 有 ,也 可 以 促进 教师 的 积极 性 和 提高 教师 的 工作 效率 (这 样 就 影响 到 0). 
”事实 上 ,可 以 设想 ,a 和 8 与 教师 的 待遇 都 是 成 正比 的 ;也 就 是 说 ,教师 待遇 很 低 , 教 师 的 工 
作 就 很 差 ,毕业 生 也 不 愿 进 人 教师 队伍 ;而 教师 待遇 很 高 ,教师 的 工作 效率 和 毕业 生 加 人 教师 队 
伍 的 人 数 就 会 向 其 上 限 迫 近 . 在 这 样 的 情形 中 ,a 与 8 之 间 的 关系 是 线性 的 ,而 当 把 这 一 线性 关 
系 嵌 人 到 一 个 玫 何 图 像 中 ,就 可 能 对 不 同 的 we 和 有 值 来 算出 相应 的 教师 工资 率 , 
所 有 上 述 例 子 都 是 有 关于 世界 现状 的 描述 , 而 不 去 考虑 世界 为 什么 如 此 这 般 的 机 理 . 这 后 
一 方面 的 考虑 就 进入 了 决策 领域 . 对 于 大 多数 情况 而 言 ,社会 图 景 的 维持 各 收 正 依赖 于 为 达到 
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某 种 目标 的 无 数 个 人 的 和 公共 的 决策 ;因此 ,研究 决策 过 程 是 社会 科学 的 本 康 部 分 . 


对 相当 多 的 情形 来 说 ,决策 过 程 可 以 用 数学 来 陈述 和 分 析 . 除了 数学 的 经 典 技巧 以 外 ;今天 
的 决策 者 可 采用 诸如 线性 规划 、 对 策 论 和 统计 决策 理论 等 新 方法 . 然而 ,作为 前 提 , 必 须 区 分 在 
确定 条 件 下 的 决策 和 在 不 确定 条 件 下 的 决策 , 而 在 这 两 类 问题 中 ,还 要 区 分 单个 时 期 中 的 决策 
和 多 时 期 中 的 决策 . 

第 一 类 第 一 于 类 的 问题 , 即 在 确定 条 件 下 的 单 阶段 决策 间 题 ,可 以 用 如 何以 最 小 费用 设计 
一 顿 合适 的 饭 餐 这 个 营养 师 的 问题 为 例 . 这 一 问题 按照 诸如 蛋白 质 . 酶 和 脂肪 .维生素 .热量 之 
类 的 营养 因素 的 最 小 需求 量 来 确定 一 巾 合 适 的 饭 餐 . 包含 这 些 营 养 因 素 的 各 种 食物 固定 价格 为 
已 知 , 问题 在 于 :每 种 食品 应 该 有 多 少 才能 满足 营养 需要 ,而 费用 又 最 小 ? 

因为 这 个 问题 中 的 需要 极 小 化 的 函数 是 线性 函数 ,求解 就 需要 用 线性 规划 的 技巧 . 如 果 取 
一 个 只 包含 两 种 食品 和 三 种 营养 因素 的 简化 问题 ,那么 问题 也 可 通过 图 像 来 说 明 ( 见 475 页 
图 ); 这 个 图 中 构造 了 两 条 坐标 轴 , 分 别 代表 两 种 食品 的 量 . 如 果 有 种 食品 ,也 可 以 在 1 维 空间 
中 作 儿 何 解释 ; 随 着 n 的 增加 ,求解 需要 的 计算 量 也 会 增加 . 

在 实际 中 ,最 小 费用 的 营养 问题 的 解 通常 会 只 要 求 非常 单调 的 几 种 食物 ,以 至 将 使 人 很 倒 胃口 . 
， 其 原因 在 于 问题 通常 陈述 得 太 刻 板 ; 例 如 ,构成 最 小 费用 饭 餐 的 食品 量 通常 没有 限制 ,而 这 个 量 常常 
会 很 大 . 正如 人 们 已 经 发 现 , 如 果 对 每 天 消耗 的 食品 重量 加 以 限制 ,就 会 出 现 一 种 较为 丰富 多 彩 的 设 
计 , 而 费用 并 末 显 著 增 加 , 这 种 刻板 陈述 的 问题 说 明了 所 有 复杂 计算 方法 所 专 有 的 一 种 特点 ,数学 方 
法 是 死板 的 方法 , 它们 解决 问题 只 会 就 事 论 事 ,这 就 要 求 研究 者 关注 于 问题 是 否 提 得 适当 

在 任何 不 确定 条 件 下 所 作 的 决策 中 ,并 没有 事先 已 知 (或 假设 已 知 ) 的 量 ,而 只 有 量 的 整个 
分 布 .问题 在 于 求 出 这 种 分 布 的 本 质 以 及 决定 它 将 怎样 影响 决策 . 这 类 问题 涉及 概率 统计 领域 
一 个 经 典 例子 是 有 “偏差 > 的 醒 币 的 正 反面 投掷 问题 . 在 正常 环境 下 ,一 个 通常 的 硬币 随手 投 招 
一 次 出 现 正面 的 概率 为 1/2, 而 连续 两 次 是 正面 的 概率 为 1/4, 显然 ,一 个 两 面 都 是 正面 的 作 了 
假 的 硬币 不 再 有 同样 的 概率 :一 次 投掷 出 正面 的 概率 由 1/2 变 为 1. 可 以 想像 ,一 个 精心 制作 的 
硬币 一 次 投掷 出 正面 的 概率 显然 是 在 0 和 1 之 间 . 根据 拉 普 拉 斯 * 建 立 的 条 件 概 率 法 则 ,对 于 这 
种 硬币, 投掷 两 次 都 得 到 平面 的 机 会 可 以 不 是 1/4 而 是 173. 汪 


* 评注: 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon de Laplace,1749 一 1827) ,法 国 数学 家 .天 文学 家 和 物理 学 家 ， 见 本 
书 第 6 章 拉 普 拉 斯 传 . 


** 译注 ;这 只 需要 构造 一 个 得 正面 的 概率 为 1/Y3 的 硬币 . 
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最 小 费用 饭 餐 问题 表明 ,甚至 确定 条 件 下 的 决策 问题 也 不 是 轻而易举 的 ,例子 中 假定 三 种 需要 
的 营养 因素 以 不 同 的 比例 出 现在 面色 与 奶 楷 中 i 在 这 一 情形 下 ,二 内 司 的 奶酪 与 六 个 面包 所 包含 的 蛋 
饭 质 一 样 多 }. 在 一 幅 图 情 上 描 出 三 种 比 倒 , 形 成 一 条 凹 边 界 { 带 色 的 实 线 ) ,其 上 的 任何 点 都 满足 所 关 
注 的 营养 要求 的 约束 ,现在 必须 求 得 两 种 食品 的 最 小 费用 组 合 . 如 果 届 盘 司 奶 酷 的 费用 与 六 个 曾 包 
的 费用 一 样 { 虐 面 的 图 昼 ) ,最 小 费用 的 饭 餐 是 合理 的 ;每 半 个 面包 带 二 阁 司 多 奶酪 ,但 是 如 果 价 格 比 
相反 (下 面 的 图 像 ) ,最 小 费用 的 饭 餐 将 包含 在 比例 上 与 昂贵 的 奶酪 相 比 无 法 接受 的 过 量 的 面包 ， 
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位 为 百 万 英镑 .这 四 个 部 门 在 这 里 被 分 割 为 40 个 组 ;在 作者 的 更 大 的 模型 中 , 则 分 为 253 个 这 
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政府 住房 补贴 . 另 一 个 在 第 18 行 的 入 口 10.86 亿 英 镑 |) 


和 照明 上 的 花费 : 即 煤 、 焦 次 、 煤 


一 个 入 口 (6.47 亿 英 镜 ) 是 住房 的 暖气 
行 的 负 入 口 {-1,18 亿 英 镑 1 表示 
1960 年 对 家 务 劳务 工资 的 总 支付 . 
里 使 用 了 一 个 31x 31 方 阵 而 


作者 的 更 大 的 模型 中 不 仅 有 更 详尽 的 不 同 的 行业 部 门 ! 屠 


:3,4 行 和 5,6,7,8 环 的 所 有 相交 点 所 组 成 的 


不 是 这 里 ~ 1,2 


4x4 方 阵 ) ,并 且 也 有 经 济 的 消费 、 积 累 和 外 贸 变 动 
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当然 ,现在 发 生 的 事 , 在 于 量 的 另 一 种 分 布 已 经 取代 了 通常 的 分 布 . 在 现实 世界 中 ,没有 这 
样 的 硬币 存在 ;然而 ,现实 世界 中 充满 这 样 的 在 不 确定 条 件 下 决策 的 机 会 ,其 中 由 于 搞 不 清 分 布 
的 种 类 ,就 像 襄 目 地 与 一 个 育 偏 盖 的 硬币 打赌 一 样 , 相 当 危 险 ， 


在 社会 科学 中 ,理论 与 实际 相 结 合 将 产生 现实 情况 的 有 用 模型 . 如 果 一 个 模型 又 与 一 系列 
目标 相 联 系 , 其 产生 的 结果 就 是 政策 . 正 因 为 如 此 ,我 想 ,前 在 实际 应 用 的 大 量 国 民 经 济 系 统 的 模 
型 是 前 正在 许多 国家 建立 , 一 个 经 济 可 以 看 作 一 个 把 信息 转化 为 决策 的 系统 . 今天 ,一 个 定量 经 
济 模型 ,如果 它 足 够 详尽 ,足够 可 靠 ,将 能 为 决策 者 提供 许多 看 用 的 信息 ， 

过 去 四 年 在 剑桥 大 学 中 我 与 我 的 同事 们 就 在 为 一 个 这 样 的 系统 ,一 个 英国 经 济 的 可 计算 模 
型 而 工作 , 现在 我 们 已 经 有 一 个 能 工作 的 原型 ,虽然 它 还 需要 改进 ,但 已 经 表明 这 一 系统 是 容易 
使 用 的 . 作为 第 一 步 ,我 们 构造 了 一 个 从 未 来 的 某 年 出 发 到 我 们 随意 地 设 定 为 1970 年 的 时 刻 的 
经 济 增长 的 稳定 状态 的 模型 ( 见 476 一 477 页 图 ). 这 个 模型 基于 对 1970 年 的 英国 生活 标准 和 今 
后 的 经 济 增长 率 的 假定 , 这 些 假定 的 经 济 后 果 表 现 为 一 系列 平衡 . 首先 是 对 于 在 我 们 的 模型 中 
向 区 分 为 31 种 的 产品 的 供需 平衡 , 其 次 是 对 应 的 生产 部 门 的 收 支 平衡 , 还 有 其 他 三 个 平衡 作为 
补充 :劳动 力 的 供需 平 衔 , 储 蔷 与 投资 的 平衡 ,以 及 英国 的 对 外 贸易 的 平衡 . 

模型 中 的 变量 是 由 253 个 行列 交叉 项 (每 一 个 都 代表 一 项 平衡 核算 , 它 指 出 经 济 的 某 个 部 
门 或 分 支 的 收 支 ?所 组 成 的 方 阵 中 的 项 ,价格 与 数量 与 这 些 项 相对 庶 ( 见 列 昂 节 夫 * ; 投 人 人 产 出 
经 济 学 ”科学 美国 人 3》 抽 印 本 # 610)， 这 些 项 的 整个 系列 我 们 称 为 “社会 核算 矩阵 (social-ac- 
counting matrix)” ,或 简 记 为 SAM;SAM 的 行列 人 口 的 简要 介绍 出 现在 前 两 喘 上 . 在 这 样 的 框 
染 下 工作 ,至 少 能 使 我 们 保证 结果 在 算术 和 会 计 意 义 下 是 相 容 的 . 

运作 这 样 的 模型 要 求 使 用 计算 机 . 为 得 到 一 系列 输出 平衡 所 需要 的 输 人 由 5 000 到 6 000 
个 数据 所 组 成 ;运行 要 求 居 3 000 万 次 乘法 . 我 们 使 用 的 阿 特 拉 斯 (Atlas) 计 算 机 这 样 的 乘法 只 
需要 22 种 钟 , 事 实 上 , 仅 因 电子 计算 机 的 发 展 , 才 使 得 这 种 宏观 模型 恋 为 可 能 . 一 代 人 以 前 , 当 
计量 经 济 学 学 科 问 世 , 而 只 能 借 勘 手 播 计 算 机 时 ,这样 的 模型 曾经 是 不 可 想像 的 . 阿 特 拉 斯 机 工 
作 22 秒 钟 相当 于 手 播 计算 机 工作 60 人 年 . 

现在 SAM 正在 运行 ,尽管 许多 地 方 有 待 细 化 ,我 们 已 经 开始 第 二 项 任务 ， 这 就 是 :给 出 英国 
经 济 的 当前 状态 ,什么 是 带 来 明天 的 经 济 (也 就 是 说 ,我 们 对 于 明天 以 后 的 1970 年 的 经 济 规划 ) 
所 需要 的 变化 ? 有 时 我 们 希望 使 模型 的 这 两 部 分 互相 影响 . 


* 译注 ;Wassily WW, Leontief(1906 一 ) , 美 籍 俄 裔 经 济 学 家 .1973 年 因 创 立 投 入 产 出 方法 获得 诺 贝尔 
经 济 学 奖 . 论文 集 t 投 人 产 出 经 济 学 等 有 中 译本 . 
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在 这 一 联系 中 ,经 济 模型 的 主要 优点 之 一 是 ;它们 可 以 给 出 我 们 任意 选择 的 假定 的 后 果 . 例 
如 ,我 们 可 以 建立 一 个 “封闭 ”系统 ,并 且 观 察 它 将 在 今后 是 如 何 “ 自 然 " 地 发 展 的 . 然而 ,从 今天 
的 事实 趋向 于 1970 年 的 假定 ,我们 经 常 关心 的 是 怎样 得 出 一 个 看 来 不 会 自然 发 生 的 事件 状态 , 
存在 许多 这 样 的 问题 ;例如 ,怎样 减少 失业 ? 怎样 增加 人 口中 大 专 毕 业 以 上 的 比例 ? 怎样 避免 
挤兑 支付 危机 ? 为 加 答 每 一 个 诸如 此 类 的 问题 ,我 们 必须 打开 我 们 的 模型 中 的 某 一 点 ,并 且 对 
它 引 人 一 个 新 的 等 征 :目标 的 精确 叙述 . 然后 ,模型 将 指出 怎样 才能 使 系统 在 假定 这 些 目 标 达 到 
时 处 于 平衡 . 同时 , 随 着 我 们 扩大 我 们 源 来 的 模型 规模 ,我 们 应 该 决定 ,究竟 是 增加 类 别 还 是 另 
外 设置 子 模 型 才 更 为 实际 . 子 模型 的 解决 办 法 看 来 更 为 灵活 . 可 以 想像 ,一 个 分 散 化 的 系统 中 ， 
例如 能 源 工业 或 者 金融 活动 的 子 模型 ,由 掌握 专门 知识 的 能 源 专家 或 金融 专家 来 维护 和 操作 ， 
子 模型 方法 的 另 一 个 好 处 在 于 :局 势 可 以 表示 为 在 个 别 生 产 部 门 中 所 引起 的 变化 ;在 单个 模型 
中 建立 的 投 人 人 产 出 关系 会 有 效 地 实施 这 样 的 操作 . 

虽然 SAM 已 经 开始 勾 划 出 英国 社会 的 经 济 而 貌 , 它 也 已 经 显示 出 不 可 避免 的 差距 扩大 的 
倾向 , 例如 ,在 估算 生产 商品 和 劳务 中 劳力 ,资本 和 创新 所 起 的 作用 时 ,不 仅 必须 考 虚 不同 的 技 
能 ,并 且 也 要 考虑 对 研究 和 创新 的 社会 态度 . 前 者 促使 我 们 去 研究 学 习 技能 的 教育 和 培训 系统 ， 
而 后 者 促使 我 们 进 人 社会 心理 学 的 领域 . 最 终 将 会 使 我 们 面临 一 个 有 关 整 个 英国 社会 经 济 系统 
的 模型 

在 现实 世界 中 ,这 样 的 系统 可 能 不 会 保持 一 种 平坦 的 过 程 ,或 者 由 于 一 种 内 在 的 震 苏 倾向 ， 
或 者 由 于 系统 为 了 从 它们 不 可 避免 机 承受 的 接二连三 的 自然 冲击 中 恢复 过 来 具有 很 有 限 的 容 
基 . 但 是 就 像 其 他 生物 学 和 工程 中 的 类 似 系统 一 样 , 社 会 经 济 系统 具有 自动 控制 机 制 (经 济 学 中 
这 种 机 制 的 例子 是 价格 机 制 ). 只 是 这 种 机 制 的 功能 并 不 很 好 . 部 分 是 由 于 它们 基于 受 限制 的 目 
标 , 部 分 是 由 于 它们 在 爱 限 制 的 信息 条 件 下 运作 . 这 就 是 为 什么 每 一 个 国家 都 在 或 多 或 少 地 弩 
力 设计 改进 控制 机 制 的 策略 . 

我 在 上 面 所 观察 到 的 是 把 一 个 模型 与 一 系列 目标 相 结合 就 产生 政策 . 当政 策 再 与 控制 系统 
相 结 合 ,就 引起 一 个 行动 计划 . 计划 再 转 而 与 事件 相 结合 ， 又 为 我 们 所 有 人 提供 社会 经 济 生活 中 
的 经 验 . 这 一 经 验 又 反 过 来 修正 我 们 接受 的 理论 .我 们 考虑 的 有 关 事实 .我 们 面前 呈现 的 目标 以 
及 我 们 视 为 有 效 的 控制 . 通过 修正 这 些 因素 ,用 来 修正 我 们 的 模型 我们 的 政策 和 我 们 的 计划 ， 
如 此 等 等 . 我们 可 以 期 望 ,有 朝 一 日 ,归功 于 数学 工具 ,决策 可 以 基于 较 多 的 知识 和 较 少 的 猜测 ， 
而 我 们 所 生活 的 世界 将 顺利 运转 更 好 ,意外 遗憾 更 少 . 
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道 东 顿 (A, G. Dalton) ,1953 年 3 月 号 


人 击 然 起 和 敬 的 形容 词 的 迷雾 开始 落 尽 , 而 且 只 在 最 近 , 工 业 方 面 才 开始 普 轴 看 到 这 种 
方法 在 解 实 生产 问题 上 的 潜力 . 

哪 一 类 问题 ? 考 莘 像 者 鸡 重 这 样 一 个 简单 的 操作 . 有 人 喜欢 老 一 点 ,有 人 要 嫩 一 点 ,有 人 要 
不 老 不 嫩 . 大 概 不 老 不 嫩 是 最 通常 的 要 求 . 市场 上 的 种 种 机 械 的 吉 重 计时 装置 部 指出 ,把 蛋 考 得 
不 老 不 嫩 一 般 采 用 的 时 间 是 三 分 半 和 钟 .然而 ,有 即 令 我 们 总 重 一 贯 地 恰好 肃 这 么 长 对 间 , 者 出 来 的 
并 不 总 是 中 等 程度 的 , 有 时 太 干 有 时 太 稀 . 

无 疑 地 ,人 息 的 大 小 与 重量 不 同 与 这 种 差异 性 大 有 关系 , 重 储 存 的 天 数 , 它 们 原来 的 温度 ,一 
次 放 到 锅 中 和 蛋 的 个 数 ,用 多 少 水 ,气压 大 小 ,看 总 好 后 盖 着 锅 不 开 的 时 间 一 一 所 有 这 些 央 素 都 会 
影响 它们 是 大 者 成 中 等 程度 . 我 们 也 可 以 更 仔细 一 点 找 出 ,这 些 因 素 控 制 到 何 种 程度 ,就 会 煮 出 
老舍 更 一 致 的 重 , 如 果 值 得 这 样 做 的 证 . 我 们 也 可 以 对 各 个 变量 建立 一 些 控制 点 ;例如 蛋 的 大 小 
和 重量 ,下 锅 时 蛋 的 温度 等 等 . 有 些 控制 因子 可 能 对 最 终 产 品 的 质量 有 重要 影响 ,有 的 则 可 以 忽 
上 略 ; 所 有 的 控制 多 少 部 要 耗费 一 些 时 间 、 精 力 和 金钱 . 通过 这 些 实验 可 以 把 控制 不 利 因素 的 耗费 
号 所 得 利益 奖 量 一 下 ., 蛋 更 好 隐 些 吗 ? 如 果 我 们 是 餐馆 主 , 蛋 会 卖 得 多 些 吗 ? 顾客 的 投诉 和 退 
加 厨房 的 下 会 少 些 吗 ? 

这 个 使 产品 或 服务 达到 所 要 求 的 均匀 性 的 问题 是 工业 中 很 常见 的 ,做 热 塑 产品 ,机 械 加 工具 
轮 , 做 烤 面 包机 和 自行 车 ,安排 火车 的 车 次 和 接 电话 服务 等 等 都 是 . 当然 ,工业 中 的 问题 比 家 务 复 
杂 得 多 ,但 在 家 里 找 出 为 什么 蛋 者 了 同样 长 时 间 结 果 却 不 相同 时 所 用 的 方法 ,工业 上 也 可 以 用 . 


SW 定 程度 鞋 得 到 应 用 这 有 1/4 世纪 了 ,但 页 到 最 近 , 转 绕 “ 统 计 " 这 个 令 
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需要 作 统 计 质 量 控制 ,是 因为 母 鸡 和 制造 者 -一样 ,不 论 费 多 大 劲 ,都 无 法 做 出 几 个 完全 相同 
的 东西 . 正 是 各 件 产 品 不 同 会 造成 麻烦 . 如 果 差 别 过 大 ,特别 在 材料 和 待 组 装 部 件 上 ,制造 ,装配 
会 很 困难 ,很 花 钱 甚至 不 可 能 . 甚至 差别 小 到 查 不 出 来 ,也 会 使 顾客 不 满 . 这 种 不 满 可 能 只 是 顾 
客 用 惯 了 什么 ,产品 变 了 就 会 心烦 . 这 种 变化 可 能 与 真正 的 质量 无 关 , 但 总 还 是 问题 . 

产品 之 差别 可 能 来 自 两 种 一 般 类 型 的 原因 ,或 其 中 之 一 ,或 二 者 均 有 . 一 种 是 以 下 各 方面 的 
正常 的 偶然 变动 ,如 材料 ,机 器 温度 ,大 气 情况 ,手工 操作 ,量具 和 制造 某 一 事物 中 的 其 他 因素 . 
在 所 有 的 把 原料 加 工 为 有 用 成 品 时 ,这 种 变化 总 是 在 一 定 程 度 上 必 有 的 ,要 减少 其 效应 通常 要 
有 所 耗费 . 产生 变动 的 原因 中 另 一 类 是 非 偶然 的 ,而 不 是 订 以 预期 的 随机 起 伏 . 这 一 类 中 包括 材 
料 或 机 械 操作 上 非常 的 变动 ,动力 供应 中 断 ,操作 者 不 小 心 或 技术 不 行 ,粗暴 举 放 ,作业 组 织 不 
善 等 等 . 这 些 非 偶然 因素 一 旦 弄 明 白 , 不 需 多 花费 ,甚至 不 要 花费 ,就 时 常 可 以 消除 . 

改善 产品 均匀 性 问题 的 第 一 步 是 要 找 出 发 生 的 不 均匀 是 娜 一 类 的 ,到 了 什 委 程 度 . 寻找 的 
唯一 方法 意 检 查 ,然而 检查 本 身 就 有 问题 . 要 检查 生产 出 来 的 每 一 件 产品 时 常 是 不 现实 的 ,有 时 
要 毁坏 产品 ,而 且 在 任意 情况 下 ,检查 结果 的 可 靠 性 就 是 问题 ,因为 测量 和 判断 不 可 避免 好 会 出 
铺 , 因 此 时 常 只 能 限于 随机 取样 来 检查 . 然后 用 概率 论 的 规律 来 解释 结果 . 用 这 样 的 方法 可 以 减 
少 人 的 错误 而 大 大 改善 可 靠 性 . 

使 问题 进一步 复杂 化 的 是 这 样 一 个 事实 ,每 件 产品 都 有 许多 特性 ,其 每 一 个 都 会 发 牛 差异 ， 
例如 铝 笔 有 重量 ,长度 ,粗细 ,色彩 ,石墨 的 硬度 ,木头 的 硬度 ,还 有 其 他 许多 伯 质 , 消费 者 关心 的 
唯一 变量 可 能 是 笔尖 的 硬度 , 但 是 对 于 制造 者 ,长 度 不 规则 可 以 损坏 包装 ,木质 不 一 可 能 造成 加 
工 困难 . 有 幸 的 是 ,产品 的 种 种 特性 并 不 同样 重要 ,其 变异 之 大 小 也 不 大 可 能 有 相同 的 度量 . 有 
了 可 摹 的 检查 报告 就 能 把 这 些 都 加 以 分 类 ,而且 可 能 用 统计 方法 找 出 来 ,对 于 产品 的 差异 ,我 们 
可 以 做 些 什么 . 

. 帮 示 这 种 分 析 的 最 简单 的 形式 是 把 检查 结果 描 点 成 图 表 并 与 正 态 分 布 曲线 比较 ,在 正 态 分 
布 中 观测 值 围绕 均值 而 均匀 地 分 布 . 分 析 者 要 选 定 上 .下 控制 界限 ,如 果 检 查 的 结果 越 出 了 这 些 
界限 ,就 假设 有 非 偶然 的 原因 在 影响 过 程 . 这 个 假设 偶尔 也 可 能 是 不 对 的 ,但 令 人 欣慰 的 是 ,这 
个 假设 不 对 的 机 过 很 小 ， 

我 们 这 样 就 可 以 从 图 表 上 看 出 产品 的 差异 是 来 自生 产 过 程 中 存在 的 侦 然 原因 ,还 是 由 于 非 
但 然 原因 . 如 果 所 有 的 变异 都 是 侦 然 的 ,但 有 些 变 界 相当 大 而 使 我 们 或 者 顾客 担心 ,我 们 就 只 有 
两 种 选择 . 我 们 可 以 容忍 这 种 情况 ,只 要 产品 卖 得 出 去 ;或 者 改变 生产 过 程 , 那 就 要 朱 基 一 下 ,不 
改变 会 受到 的 损失 以 及 改进 过 程 时 常会 有 的 相当 大 的 花费 . 如 果 , 如 比较 常见 的 那样 ,许多 引起 
麻烦 的 变异 是 来 自 非 偶 然 的 原因 , 则 应 该 采取 一 系列 探查 行动 . 
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图 表 是 用 来 控制 一 个 继 电 解 中 触 点 与 弹 移 烛 接 的 强度 的 . 左 方 是 继电器 的 俯视 与 侧 视图 ;最 左 
方 黑色 虚线 框 中 就 是 触 点 . 右 方 的 两 条 曲线 表示 月 同一 机 器 在 18 小 时 中 作 的 焊接 的 平均 强度 .每 小 
时 从 每 个 机 器 的 产品 中 取 10 个 埋 好 的 触 点 为 料 本 来 做 试验 ,试验 就 是 看 要 用 多 少 社 的 力 才 能 
把 触 点 从 弹簧 上 拉 下 来 . 上 面 的 一 条 曲线 表示 焊 件 样本 的 平 抱 强度 息 样 变化 , 最 右 方 的 MPA 


在 从 原料 到 成 品 的 生产 过 程 中 ,几乎 在 每 一 步 都 可 以 设 徇 控制 点 来 找 出 是 在 娜 一 个 阶段 出 
了 毛病. 控制 点 包含 某 种 信息 的 检测 并 作 下 记录 . 因为 儿 乎 是 最 简单 的 生产 也 要 经 过 许多 阶段 ， 
所 以 在 每 个 阶段 都 分 析 产 品 , 所 费 太 多 而 很 可 能 是 办 不 到 的 . 所 以 要 作 丁 程 的 判断 来 选择 最 有 
用 的 控制 点 , 即 可 以 景 大 地 节省 控制 点 . 在 试验 了 不 同 控制 点 有 用 的 程度 以 后 ,就 把 最 有 效 的 贸 
下 作为 常规 的 检查 新 ， 

我 们 这 里 要 考虑 统计 质量 控制 的 三 种 应 用 :(1)? 对 过 程 中 的 不 正常 性 态 作 出 警告 ;(2) 诊 断 
产生 浪费 的 原因 ;(3) 建 立 经 济 的 检查 方案 . 

第 一 方面 的 应 用 ,我 以 贝尔 电话 系统 公司 制造 一 个 产品 的 过 程 为 例 , 产品 是 西方 电 和 发 公 司 
成 百 方 生产 的 继电器 ,用 于 电话 局 中 接 通 、 汤 开 与 转移 电话 通路 . 继电器 中 有 一 些 接触 弹簧 , 当 
继电器 带电 时 就 合拢 ,放电 时 就 松 开 . 触 点 通常 是 用 半 侦 金属 敌 的 ,电焊 在 继电器 弹簧 头 上 ,化 
要 能 经 得 住 成 百 万 次 冲击 以 及 松 开 时 会 有 的 轻微 的 摩擦 ,并 要 求 能 在 正常 的 使 用 寿命 中 正常 运 
行 . 如 果 有 一 个 触 点 破 了 ,就 可 能 使 电话 服务 中 汤 , 而 需要 大 量 更 换 和 修理 的 工作 . 根据 用 多 少 
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意义 是 此 过 程 的 最 小 可 容许 平均 值 (minimum permissible average}:LCL 是 下 控制 极限 IIower 
controi limit) ;SL 是 单个 焊 点 的 规格 的 下 限 {specification minimum iimit) .在 第 九 小 时 , 焊 件 样 
本 的 平均 强度 下 降 到 下 控制 极限 以 下 ;采取 了 改正 行动 ， 下 图 则 表示 各 梓 本 的 值 的 范围 . URL 
是 控制 的 范围 上 限 (upper range control limit) ;LRL 是 控制 的 范围 下 限 {lower range limit) , 


力 才能 使 触 点 与 弹簧 分 开 确 定 了 令 人 满意 的 焊接 强度 的 规格 . 问题 在 于 如 何 能 确定 一 种 工艺 流 
程 ,使 得 总 能 生产 出 合 规格 的 焊接 . | 1 

我 们 在 每 个 焊 机 上 都 建立 了 一 个 控制 站 ,使 得 机 器 或 其 他 元 件 在 过 程 中 出 问题 时 ,立刻 就 
能 知道 . 在 每 小 时 的 产品 中 选 10 件 作 为 样本 . 把 焊 好 的 触 点 从 弹 赞 上 拉 下 来 ,并 记录 下 所 需 的 
力 , 把 这 些 结果 描 在 图 上 给 出 两 件 事 的 连续 记录 ,(1) 每 组 10 个 试 件 的 样本 的 平均 强度 ,(2) 在 
一 组 样本 中 由 最 强 的 试 件 到 最 弱 的 试 件 所 需 力 的 分 布 范围. 控制 的 界限 画 在 图 表 上 . 车 平 均值 
在 这 些 界限 之 外 ,就 表示 平均 强度 离 所 需 的 最 小 强度 太 相 近 . 分 布 范围 的 控制 界限 则 是 这 样 算 
出 的 ,车 有 试 件 开始 落 到 这 些 限 度 之 外 ,就 表示 有 非 偶然 原因 介入 了 了. 内 有 当 平 均 强 度 和 分 布 范 
团 二 者 都 在 控制 界限 之 内 : 才 有 充分 的 保证 使 在 取样 本 的 那 一 个 时 间 区 段 中 的 焊接 是 令 人 满意 
的 ， 如 果 基 个 样本 的 平均 值 或 分 布 范围 落 到 控制 界限 之 外 ,我 们 就 知道 必须 停 下 焊 机 寻找 原因 

在 制造 的 这 个 阶段 ,做 弹 纂 和 焊 好 的 触 点 已 经 花 了 一 些 钱 , 但 比 之 整个 继电器 的 价值 ,这 些 
钱 是 很 少 的 ， 所 以 在 每 部 焊 机 上 安装 一 个 控制 系统 的 费用 ,只 不 过 是 用 很 少 保险 费用 即 可 防止 
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因为 没有 找 出 不 合格 元 件 而 让 它 进入 成 品 而 造成 更 大 的 损失 . 此 外 ,只 要 样本 是 统计 地 满意 的 ， 
即 可 不 中 类 流程 运行 ,不 必 重 新 调试 焊 机 ,这 是 对 时 间 、 人 力 和 机 器 的 有 用 的 寿命 的 节省 ， 

这 个 例子 表明 统计 质量 控制 能 在 生产 线 上 给 出 可 靠 的 警号 . 下 面 的 例子 则 是 讲 的 第 二 种 应 
用 :怎样 用 统计 方法 诊断 或 消除 某 一 简单 产品 的 不 正常 低产 出 率 的 原因 ,此 例 中 产品 是 一 个 小 
保护 盒 中 的 痰 芯 . 这 个 保护 盒 的 用 处 是 防止 家 用 电话 受到 闪电 放电 冲击 或 电话 线 偶尔 磁 上 了 动 
力 线 . 人 们 发 现 了 制造 炭 芯 出 废品 的 基本 原 办 是 它们 的 大 小 不 合 规格 . 这 里 有 几 种 操作 , 先 用 模 
子 作 芯 , 再 作 两 次 患 击 , 装 人 磁 套 管 ,再 量度 大 小 . 报废 主要 是 在 第 二 次 电击 后 由 于 缩短 或 变 软 ， 
有 60% 炭 局 不 合格 . 制订 了 一 个 提供 更 多 信息 的 检查 程度 ,并 对 结果 作 统计 分 析 , 表 明 在 流程 的 
这 一 步 ,问题 主要 在 平均 值 上 而 不 在 分 布 范围 上 . 为 了 提高 平均 值 ,对 炭 粉 和 模具 的 处 理 都 作 了 
一 些 改 变 . 结果 得 到 较 硬 的 炭 芯 ,平均 长 度 也 较 好 ,而 最 大 与 最 小 值 的 差别 也 没有 发 生 有 害 的 增 
加 . 这 些 改 变 把 第 二 次 电击 后 的 废品 率 由 大 约 60% 降 低 到 0.2%. 

为 了 作 统 计 分 析 , 共 设 了 6 个 控制 点 . 其 中 有 4 个 是 为 了 对 生产 流程 中 临时 性 的 障碍 作出 
早期 警告 . 对 此 问题 的 研究 和 统计 分 析 共 花 了 不 到 三 个 月 . 结果 是 废品 由 ?75% 降 到 15%, 合 
品 由 日 产 5 000 个 增加 到 25 000 个 ,还 节省 了 三 个 操作 工 和 5 个 检查 员 的 劳动 力 ， 

经 验 表明 ,这 种 用 花费 相对 少 的 检查 得 到 显著 效果 的 事 绝 非 例外 . 在 工业 中 用 统计 质量 控 
制 诊断 有 害 的 不 规则 性 而 得 到 显著 的 利益 ,这 种 机 会 几乎 是 无 限 的 . 

应 用 统计 质量 控制 的 第 二 个 领域 是 计划 经 济 的 检查 方案 . 检查 本 身 对 产品 并 没有 加 上 什 
么 ,所 以 时 常 被 看 成 是 必 不 可 少 的 祸害 . 它 得 到 这 样 的 坏 名 声 , 在 许多 情况 下 是 由 于 ,在 非常 广 
泛 的 情况 下 ,检查 就 是 一 种 逐个 分 检 的 操作 ,把 次 品 与 正品 分 开 . 这 样 作 有 时 是 经 济 的 ,但 时 党 
也 不 . 它 只 在 以 下 情况 下 才 是 经 济 的 : 即 制造 三 无 法 生产 出 是 够 百分比 的 正品 ,而 要 改进 各 种 设 
备 使 得 再 不 必 逐个 分 检 , 花费 又 太 多 ,反而 分 检 操 作 的 费用 要 低 一 些 , 在 分 检 操 作 时 ,对 正品 也 
要 检查 , 花 的 时 间 和 检查 次 品 所 需 时 间 一 样 多 甚至 更 多 些 ,这 样 就 产生 了 一 个 老 问题 ,“ 为 什么 
个 能 只 检查 次 品 而 不 再 花 钱 去 检查 正品 呢 ?” 统 计 质 量 控制 虽 不 能 完全 消除 这 种 浪费 , 它 时 常 能 
大 大 减少 检查 “好 产品 " 花 去 的 费用 . 

和 如果 一 个 工厂 的 产品 正常 情况 下 出 现 的 次 品 百分比 很 小 而 可 以 接受 , 那 就 可 以 安全 地 限于 
只 检 查 那 些 保持 这 种 性 能 所 必需 的 操作 . 这 一 类 抽样 检查 本 质 上 能 提供 许多 信息 . 可 以 把 这 种 
答 查 做 得 对 生产 过 程 中 的 任意 变化 都 很 敏感 ,这 样 可 以 对 产品 质量 即将 到 来 的 下 降 及 时 提供 镍 
车. 它们 也 比 逐 个 分 检 便宜 得 多 ,内 为 它们 只 对 很 小 百分比 的 产 出 进行 检查 与 测量 ， 

然而 ,很 要 紧 的 是 要 看 到 ,任何 一 种 抽样 的 计划 都 有 一 种 风险 , 即 样本 并 不 具有 代表 性 . 如 
过 样本 的 厦 量 低 于 从 中 采样 的 批量 的 质量 , 则 会 不 必要 地 抛弃 了 这 一 批量 的 产品 . 反 过 来 ,如 果 
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分 布 曲线 可 以 用 来 研究 保护 盒 中 炭 芯 的 生产 ,保护 盒 是 保护 电话 不 受 商 电 的 电击 的 .上 图 右 方 是 
炭 芯 的 剖面 图 :其 长 度 用 图 上 方 的 黑色 箭头 表示 - 炭 芯 是 用 一 根 几 棒 做 的 ( 凸 左 ), 对 它 进行 两 次 电击 ， 
然后 装 入 一 个 资 赛 中 (上 中 ), 发 芯 的 长 度 画 在 下 面 两 个 图 表 的 横 维 标 上 直到 所 分 立 二 英 奸 . 上 面 的 一 
个 图 表 中 的 两 条 曲线 表示 从 一 个 月 的 产品 中 取出 的 痰 芯 样本 的 长 度 分 布 . 注 有 "成 形 前 "字样 的 曲线 是 
电击 前 的 长 度 分 布 ; 注 有 " 实 芯 成 品 "的 曲线 则 表示 电击 后 的 状 度 分 可 . 曲线 直方 的 LL 表示 规格 下 限 
lIower specilication limit) .发现 有 大 量 实 芯 成 咒 被 抛弃 ,因为 其 长 度 低 于 此 限 麻 (图 表 上 右 方 曲线 下 的 阴 
影 区 域 | 改变 制造 过 程 使 成 形 前 淡 芯 长 度 分 布 移 到 左 方 ,如 下 面 = 从 图 肖 所 示 . 炭 莅 成 锅 的 分 布 也 黎 
向 更 有 利 的 方向 ,使 次 品 天 为 减少 . 下 图 右 方 曲线 上 的 黑 稀 头 表示 炎 芯 成 品 分 布 图 式 移动 的 距离 
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四 


单 重 和 双重 采样 见 本 图 , 在 单 重 采 样 { 上 图 ) 中 ,从 一 个 大 得 多 的 批量 中 取 225 个 
产品 作为 一 个 样本 . 若 次 品 不 超过 14 个 ,就 接受 这 一 批量 ;车 有 15 个 或 更 多 次 品 , 这 
一 批量 就 要 丢掉 .在 双重 采样 {下 图 ) 中 ,开始 的 样本 要 取 小 一 些 ,例如 150 个 产品 .车 
次 品 不 超过 9 个 , 则 接受 这 一 批量 ;车 有 24 个 或 更 多 次 品 , 则 要 丢掉 .然而 , 若 次 品 在 
10 个 到 23 个 之 间 , 则 青 次 取 第 二 个 样本 ,在 此 例 中 比 第 一 个 样本 大 一 倍 . 若 把 两 个 样 
本 加 起 来 ,次 品 数 不 超过 23 个 ,这 个 批量 就 被 接 党 ;车 有 24 个 次 品 或 更 名, 则 要 丢掉. 
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样本 比 批量 成 品 好 ,消费 者 就 会 得 到 质量 很 勉强 的 产品 . 抽样 检查 可 用 来 保护 “批量 ”质量 或 “ 平 
均 * 质 量 , 不 论 是 娜 种 情况 ,从 特定 批量 中 总 是 随机 地 抽 荫 样本 ,如 样本 中 的 次 品 数 不 超 过 一 
可 容许 的 数 ,这 ~- 批量 就 可 以 接受 . 这 个 数 是 基于 计算 可 容许 的 风险 . 如 果 次 品 超过 了 可 容许 
数 , 则 这 一 批量 的 每 个 产品 都 要 个 个 检查 . 

有 时 采用 双重 抽样 系统 . 不 是 在 一 个 样本 的 基础 上 决定 一 个 批量 的 萎 舍 ,检查 者 首先 坡 一 
个 较 小 的 样本 作 较 严格 的 试验 , 即 它 的 次 品 必 须 重 少 才 作 为 通过 . 如 果 符 合 了 这 个 标准 ,这 个 批 
量 就 接受 了 ,检查 所 花 的 力量 是 最 小 的 . 车 第 一 个 样本 不 能 符合 严格 的 检验 ,上 青 取 第 二 个 样本 ， 
通常 比 第 - -个 大 得 多 ,而 两 个 样本 合 起 来 ,可 和 容许 的 次 品 数 旨 大 一 些 . 双重 抽样 , 若 使 用 得 当 , 需 
要 检查 的 成 品 数 会 小 得 多 ， 

双重 抽样 本 身 又 可 以 推广 为 多 重 采样 或 顺序 采样 ,并 作 一 系列 较 大 的 样本 试验 . 然而 ,在 许 
多 情况 下 ,由 于 有 更 大 的 复杂 性 ,使 用 不 沽 的 机 会 更 多 ,并 且 需 作 额 外 的 记载 ,这 都 会 抵消 到 顺 
序 采样 在 理论 上 的 经 济 性 . 

不 论 在 娜 一 种 抽样 程序 中 ,批量 大 小 与 样本 大 小 的 关系 都 不 是 固定 的 . 批量 较 小 ,所 需 的 样 
本 百分比 , 比 之 大 批量 ,相对 地 要 大 一 些 . 若 一 个 流程 一 贯 地 生产 出 质量 高 于 要 求 的 产品 ,通常 
从 较 大 批量 中 抽样 比较 有 利 , 因 为 抛 掉 整 个 批量 的 机 会 较 少 , 如 果 一 个 流程 不 太 协调 或 时 机 
动 , 则 对 小 批量 作 试验 较 好 ， 

若 适 当 应 用 抽样 方案 ,其 好 处 不 止 于 节约 检查 时 间 . 抽样 检查 还 对 一 个 生产 流程 或 一 台 机 
器 的 能 力 提供 了 一 个 历史 记录 ,这 对 工程 师 在 计划 生产 类 似 产 品 时 会 是 有 用 的 . 这 些 记录 也 对 
消费 者 有 用 , 由 为 如 果 生 产 者 能 提供 证 明 ,证 明 产 品质 量 一 贯 地 控制 在 特定 水 平 上 ,他 的 顾客 就 
可 以 藏 少 与 取消 对 购 进 品 自 行 检查 . 

统计 质量 控制 对 于 给 即将 到 来 的 问题 的 预警 是 很 有 价值 的 . 对 它 发 出 的 警告 必须 小 心 . 不 
论 显 得 多 么 过 激 ， 人 夺权 生 疡 僻 目 来 去 寻求 补 开 办 法 必须 记 住 ,对 于 不 合 产品 
可 能 采取 的 最 便宜 的 措施 就 是 :不 去 生产 


所 所 
对 家 1 
奥 斯 目 ， 摩 根 斯 特 恩 ”(Oskat Morgesterny,1949 年 5 月 号 


都 有 广泛 的 流露 . 浅 如 “一 场 政治 交易 ”…“ 玩 玩 股 票 " 之 类 的 说 法 就 是 这 种 类 似 的 令 人 
耳 熟 的 有 反映. 在 博弈 对 策 和 这 些 活 动 之 间 的 联系 远 非 是 表 而 的 . 当 用 现代 数学 方法 来 
考察 它们 时 , 变 得 显而易见 的 是 ,经 济 和 政治 行为 的 许多 形式 都 是 严格 等 同 于 策略 博弈 ,而 不 仅 
仅 是 类 似 . 这 样 ,对 策 的 数学 研究 就 为 经 济 学 研究 提供 了 新 的 探 根 究 旗 的 可 能 性 . 
概率 论 起 源 于 不 登 大 雅之 堂 的 赌博 研究 和 职业 赌 徒 寻求 优势 的 企图 . 诸如 扑克 、 桥 牌 .象棋 
之 类 的 策略 博弈 提出 了 更 困难 的 问题 . 在 这 些 博 弈 中 ,结局 不 再 只 依赖 于 机 会 ,并 且 也 依赖 于 其 
他 局 中 人 的 行动 以 及 他 们 自身 当前 和 将 来 移行 动 的 期 望 ,而 一 个 局 中 人 必须 在 其 相当 复杂 的 策 
略 集 中 进行 选择 . 在 数学 上 , 这 类 问题 不 但 没有 解决 ,甚至 还 没有 侈 及 . 
德国 哲学 家 和 数学 家 莱 布 尼 茨 “看 来 已 经 意识 到 策略 博弈 的 研究 将 形成 社会 理论 的 基础 . 
另 一 方面 ,为 提供 一 种 对 于 个 体 、 商 界 、 甚 至 整个 社会 共同 体 的 "理性 行为 "的 理论 ,哲学 家 利 经 


en 的 类 似 是 如 此 角 显 ,在 商界 和 政界 的 思考 上 .其 至 语言 上 


* 译注 :Oskar Morgenstern(1902 一 1977) : 美 籍 奥 背 经 济 学 家 . 1944 年 ,他 与 美 籍 匈 牙 利 裔 大 数学 家 
刘 *， 诺 依 曙 (ohn von Neumann,1903 一 1957) 合 著 出 版 的 对 策 论 与 经 济 行 为 ) 一 书 被 认为 是 一 本 划 时 
代 的 著作 . 本 文 写 于 1949 年 . 虽然 对 策 论 在 最 近 半 个 世纪 以 来 ,又 有 许多 重要 发 展 , 伯 本 文 仍 然 当 有 失去 
其 音义 . 
** 译注 :Gottifried Wilhelm Leibniz(1646 一 1716) ;他 在 数学 上 最 大 的 项 献 是 与 牛 团 相互 独立 地 活 明 
了 微 积 分 ， 
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学 家 们 滞 着 不 同 的 路 线 作出 了 许多 努力 ， 

这 样 的 理论 必须 是 定量 的 , 它 意 昧 着 最 终 它 必须 赋 有 数学 特征 . 满足 这 些 要 求 的 对 策 论 将 
考虑 到 :对 策 的 参加 者 们 在 信息 上 和 在 智力 上 各 不 相同 ,他 们 对 其 他 局 中 人 的 行为 有 不 同 的 期 
望 ,而 达到 他 们 目的 的 各 种 途径 对 他 们 可 以 自 定 . 理论 也 必须 蜂 及 这 样 的 事实 ;如 果 局 中 人 (或 
者 等 价 地 ， 一 个 经 济 个 体 或 一 家 公司 ) 的 对 手 察觉 他 的 企图 ,那么 他 的 处 境 通常 会 受到 影响 走向 
反方 向 . 局 中 人 应 该 采取 措施 来 保护 自己 以 防 万 一 ,而 理论 必须 指示 ,他 应 该 怎样 处 理 才 更 有 
效 , 以 及 他 的 反 措施 对 其 他 局 中 人 意味 着 什么 ， 

为 什么 这 样 的 理论 对 社会 学 家 来 说 ,尤其 是 对 经 济 学 家 来 说 ,是 有 意义 的 ? 难道 今天 的 经 
济 学 有 一 个 如 同 力学 郑 样 的 具有 力 . 平 衡 和 稳定 性 之 类 的 概念 的 合适 模型 ? 事实 上 ,物理 学 正 
是 在 当前 的 研究 中 ,从 根本 上 为 理性 的 经 济 行为 提供 陈述 ,不 管 它 是 否 已 经 数学 化 . 但 是 在 经 济 
学 中 的 各 个 层次 上 所 出 现 的 许多 重要 情况 在 物理 学 上 并 不 能 找到 其 对 应 物 ， 

一 个 典型 的 例子 是 : 当 职 工 与 雇主 在 确立 工资 率 时 ,这 两 个 群体 都 已 经 发 现 组 成 工会 和 行 
会 对 他 们 有 好 处 . 当代 经 济 学 还 不 能 告诉 我 们 ,在 怎样 的 环境 下 就 会 出 现 这 样 的 组 织 , 淮 将 得 
益 . 并 且 利益 将 是 多 少 , 这 两 个 群体 有 相反 的 利益 ,并 且 没有 互 不 相 涉 的 手段 来 追求 他 们 各 自 的 
相 溃 突 的 目标 . 他 们 最 终 必 须 达 成 某 种 协议 , 它 可 能 对 一 方 比 对 另 一 方 更 有 利 . 在 处 理 这 种 分 歧 
时 ,他 们 将 会 声 东 击 西 , 虚 张 声势 ,软硬兼施 ;他 们 都 将 企图 六 测 对 方 的 策 赂 ,而 防止 暴 韦 自身 的 
策略 . 在 这 样 的 情况 下 ,一 种 关于 理性 行为 的 理论 应 该 告诉 一 方 , 面 对 眼 前 的 障碍 ,所 作 的 努力 
有 多 大 的 价值 ,这 里 的 障碍 是 指 其 对 手 的 行为 以 及 偶然 因素 的 影响 、 

荧 断 和 垄断 市 场 形式 是 所 有 社会 经 济 的 特征 ,这 里 垄断 市 场 形式 是 指 至 少 在 市 场 移 一 一 方 只 
有 少数 几 个 个 人 或 厂商 在 进行 交易 ， 它们 造成 严重 的 结 仇 和 争斗 ,这 是 一 幅 与 通常 在 经 典 经 汶 
学 中 所 讨论 的 “自由 ”竞争 非常 不 同 的 场景 . 在 正统 理论 中 ,个 体 被 假设 为 面临 价格 和 其 他 图 定 
的 条 件 ， ' 而 且 修 设 他 们 处 于 一 种 能 控制 所 有 变量 的 地 位 ,以 至 他 的 利益 或 效用 从 取决 于 他 自身 
的 行动 . 然而 ,实际 上 , 当 他 们 只 有 少数 几 个 个 体 ， 或 者 许多 个 体 组 成 了 少数 也 个 组 合 时 ， 结局 从 
来 不 会 只 取决 于 个 体 的 行动 . 没有 单个 个 人 能 控制 所 有 变量 ,而 能 控制 有 其 中 的 少数 几 个 ，: 

在 产 格 扳 立 中 行动 的 一 个 个 体 的 情形 数学 上 可 以 描述 为 一 个 简单 的 最 大 值 问题 ; 即 求 出 产 
生 最 大 值 或 最 大 回报 的 行为 公式 . 涉及 组 合 的 情形 的 数学 和 逮 辑 结构 是 全 然 不 同 的 . 事实 上 , 它 
们 提出 了 最 大 值 问题 的 一 种 特有 的 混合 ; 它 开 创 了 深刻 的 数学 问题 ， 面 在 物理 上 ,其 至 在 经 典 数 
学 上 都 没有 什么 与 之 相 平行 . 

正 是 需要 在 这 一 层次 上 攻克 经 济 行为 问题 . 很 明显 ,如 果 从 一 开始 先 着 手 研究 在 经 济 和 社 
会 生活 中 无 处 不 在 的 斗争 的 本 性 才 是 现实 的 ,而 不 只 是 研究 一 些 本 质 上 是 人 为 的 、 原子 化 的 “ 自 


出 ”* 帝 争 ,其 中 人 们 被 假设 为 像 是 拨 一 拨 动 一 动 的 床 偶 那样 行动 : 

对 筑 论 把 每 个 策略 博弈 的 解 定 义 为 分 布 , 或 者 说 是 支付 的 分 布 , 而 这 种 分 布 是 每 个 局 中 人 
要 支付 的 ,而 是 所 有 局 中 人 的 行为 的 函数 . 这 样 . 解 就 应 该 告诉 每 个 局 中 人 ,为 达到 其 最 大 效益 ， 
在 花 许 所 有 其 他 人 的 所 有 任意 行为 都 有 可 能 发 生 的 条 件 下 ,应 该 怎样 行动 . 显然 ,这 个 解 的 概念 
的 内 亨 是 非常 丰富 的 ;对 于 每 种 类 型 的 对 策 求 出 这 样 的 解 ,以 至 对 于 每 一 种 特殊 情形 对 它 进 行 
数值 计算 ,会 过 到 巨大 的 数学 困难 , 对 策 论 要 很 本 质地 应 用 数理 逻辑 ,以 及 组 合 论 (对 象 的 组 合 
与 排列 的 可 能 方式 的 研究 ) 和 集合 论 ( 处 理 共有 一 种 或 多 种 精确 规定 性 质 的 对 象 全 体 的 技巧 ). 
这 一 现代 数学 领域 是 特别 严格 的 领域 之 一 . 但 是 , 训 无 疑问 . 想 在 社会 现象 领域 有 所 突破 ,就 需 
要 重 炎 的 数学 发 现 ， 

单个 全 体 单 于 对策 对 付 的 是 最 简单 的 最 大 值 问题 ,他 的 最 优 策 略 就 是 为 他 带 来 预定 的 最 大 
增益 的 那个 策略 . 考虑 一 个 二 人 人 对策: 每 个 局 中 人 都 希望 赢得 最 大 值 , 但 是 他 赢得 的 仅仅 是 对 方 
的 付出 . 这 种 局 势 形成 所 谓 零 和 对 第 ,因为 一 个 局 中 人 的 增益 与 另 一 个 局 中 人 的 损失 (一 个 负 
数 ) 之 和 是 零 .一 个 局 中 人 应 该 设计 一 个 保证 有 最 大 好 处 的 策略 , 但 是 对 另 一 方 来 说 也 同样 如 
此 ,以 至 他 自然 希望 使 对 方 的 增益 最 小 ,自身 的 增益 最 大 , 这 种 清 清楚 楚 的 利害 冲突 引导 出 一 个 
并 新 的 观 仓 , 旭 所 谓 " 最 小 一 最 大 "(mini - max) 问 题 . 

有 些 对 策 有 一 个 最 优 的 " 纯 " 策 略 , 换 句 话说 .存在 一 连 串 行动 :使 得 局 中 人 坚持 采取 这 些 行 
动 是 可 能 有 的 最 可 靠 的 策略 ,而 不 管 他 的 对 手 如 何 行动 .一 旦 找到 了 这 种 策略 ,他 的 位 置 就 不 再 
恶化 .在 这 样 的 "严格 确定 "的 对 策 中 ,每 一 次 行动 ,以 至 由 一 串 
行动 所 形成 的 局 中 人 的 地 位 ,都 是 公开 的 . 两 个 局 中 人 都 有 完 
全 信息 , 这 一 条 件 的 数学 表达 就 是 描述 对 策 结果 的 旺 数 有 "“ 迁 
点 ". 这 一 数学 术语 基于 与 马鞍 形状 的 类 比 , 它 可 以 看 作 两 条 则 
线 在 一 个 点 上 的 相交 , 在 马鞍 上 的 一 条 曲线 是 处 于 骑手 位 置 
的 ; 另 一 条 有 曲线 则 沿 着 马 背 弯曲 向 下 .马鞍 的 坐位 代表 “最 大 

- 值 "曲线 ,而 它 的 最 低 点 是 “最 大 化 最 小 点 ". 跨 骑 马 背 的 曲线 是 

两 个 局 中 人 之 间 的 策 赂 “最 小 值 " 曲 线 , 它 的 最 高 点 是 “最 小 化 最 大 点 ”两 条 曲线 相交 
博弈 ,其 中 紫 人 有 三 个 策略 ， 于 马鞍 的 中 心 的 点 就 是 “鞍点 ". 在 对 策 论 中 , 某 些 更 特殊 的 鞍 
这 就 形成 九 种 可 能 有 的 结 “点 是 两 种 特别 的 策略 的 相交 . 
果 . 方 格 中 的 数 代表 对 于 每 在 这 种 假想 的 对 策 中 所 引起 的 策略 的 数学 值 表示 在 这 页 
一 由 两 个 局 中 人 作出 的 决策 中 的 图 中 , 这 表示 两 个 局 中 人 A 和 五 之 间 的 一 个 简单 对 策 , 每 
的 组 合 ,A 的 增益 或 损失 . 个 局 中 人 可 采取 三 个 可 能 的 策略 . A 和 8B 的 变动 有 九 种 可 能 的 
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组 合 . 在 方 格 中 的 数 表示 对 于 所 有 组 合 策略 的 A 的 增益 或 损失 ;由 于 这 是 一 个 零 和 对 策 , 它 的 负 
值 表 示 B 的 损失 或 增益 , A 的 最 小 化 最 大 策略 是 4A-2, 因 为 他 采取 它 以 后 ,不 管 避 怎么 做 ,能 保 
证 赢得 两 个 单位 以 上 .类似 地 有 ,B 的 最 大 化 最 小 策略 是 B-1, 对 此 不 管 A 的 行动 计划 是 什么 ,他 
的 损失 不 可 能 多 于 两 个 单位 . A-2 行 与 B1 列 相交 的 点 就 是 这 个 对 策 的 鞍点 . 

看 来 似乎 B 不 该 去 进行 这 样 的 对 策 ,因为 他 即使 采取 他 的 最 好 策略 ,也 必定 损失 两 个 单位 ， 
而 任何 其 他 策略 都 会 使 他 损失 更 为 惨重 . 最 好 的 情况 下 ,他 可 以 赢得 一 个 单位 ,但 那 是 仅 当 4 犯 
错误 时 才 会 发 生 . 所 有 严格 确定 的 策略 都 有 这 种 特性 . 一 个 简单 的 例子 是 井 字 游 戏 (ticktack- 
toe). 当 一 局 井 字 游戏 完成 时 ,结果 将 以 "三 点 一 线 ? 为 标志 . 较 复 杂 的 例子 是 象棋, 它 有 一 个 鞍点 
和 一 个 纯 策略 . 象棋 是 激动 人 心 的 ,因为 其 可 能 的 行动 和 局 中 人 地 位 的 个 数 之 多 ,使 得 要 求 得 这 
种 策略 最 好 的 计算 机 也 无 能 为 力 . 

然而 , 另 一 种 二 人 零 和 对 策 没有 单个 最 好 可 能 的 策略 . 这 类 对 策 包括 从 硬币 配对 到 桥牌 扑 
克之 类 的 博 蛮 ,以 及 大 多 数 军事 对 阵 . 在 这 类 对 策 中 ,如 果 一 个 局 中 人 的 策略 被 其 对 手 发 现 , 那 
么 对 他 来 说 将 是 一 场 灾难 ;因而 它 不 是 严格 确定 的 . 局 中 人 主要 心计 就 都 放 在 保护 其 策略 不 被 
发 现 . 对 于 非 普 格 确 定 "对 策 是 否 存在 安全 的 好 策略 ,使 得 他 们 的 选择 将 使 对 策 又 变 成 严格 确 
定 的 ? 在 一 个 这 样 的 对 策 中 ,局 中 人 能 否 求 得 “ 纯 " 策 略 以 外 的 策略 ,使 得 他 的 行为 完全 “理性 ”? 
数学 上 来 说 ,鞍点 是 否 总 让 在 ? 

回答 是 肯定 的 ,其 证 明 原先 是 由 数学 家 约翰 。 汉 ' 庄 依 曼 做 出 的 . 双 。 诺 依 妈 是 对 策 论 的 创 
始 人 ,现在 在 普林斯顿 的 高 等 研究 所 工作 . 他 运用 了 各 种 现代 数学 的 基本 工具 ,其 中 包括 荷兰 数学 
家 布 劳 威 尔 " 的 所 谓 不 动 点 定理 . 汉 ， 诺 依 曼 把 这 条 定理 既 复 杂 又 严格 地 用 到 对 策 论 上 ,证 明了 
存在 单个 "稳定 "或 理性 的 行动 过 程 , 它 表示 甚至 在 非 严格 确定 的 对 策 中 的 最 好 策略 或 者 驻 点 . 

这 一 原理 也 可 以 用 实际 的 情况 来 阐明 . 观察 指出 ,在 局 中 人 的 行动 计划 被 发 现 将 有 危险 后 
军 的 对 策 中 ,他 可 以 避免 坚持 运用 一 个 纯 策略 ,而 只 是 以 一 定 的 概率 来 选用 它 , 换 用 统计 决策 使 
得 对 手 不 可 能 发 现 其 策略 , 因为 局 中 人 的 主要 目标 必须 是 防止 信息 由 其 本 人 向 对 方 泄 漏 ,完成 
这 尽 的 最 好 途径 就 是 本 人 也 没有 信息 . 其 具体 做 法 就 是 ,不 去 选择 一 个 确定 的 行动 方案 ,而 是 以 
不 同 的 概率 来 考虑 各 种 可 能 的 交替 . 

概率 的 本 质 在 于 个 体 事件 不 能 预测 ,使 得 实际 应 用 的 策略 将 被 保守 秘密 直至 决策 的 时 刻 ， 
使 得 不 但 对 其 对 手 保密 ,甚至 对 局 中 人 本 人 都 是 如 此 . 这 种 犹豫 不 决 的 类 型 是 已 知 的 经 验 事 实 ， 


x 译注 让. 下 了 Brouwer(1881 一 1966) ,作为 数学 家 ,他 除了 拓 扩 学 上 的 成 就 外 ,更 为 重要 的 是 ,他 是 
数学 基础 的 直觉 主义 学 派 的 主 吊 . 关于 他 的 不 动 点 定理 , 详 见 本 书 第 18 章 “ 不 动 点 ” 


492 V ,数学 的 意义 


只 要 其 意图 不 暴 圳 有 好 处 时 ,人 们 就 会 戏 生 闪闪 ,试图 在 其 他 人 的 思想 上 造成 不 确定 性 ,让 他 们 
产生 怀疑 ,并 且 同 时 又 千方百计 要 揭穿 密封 其 对 手 整 个 运作 的 幕布 ， 

扑克 游戏 是 精彩 的 例子 , 在 一 个 相当 简单 的 形式 下 ,这 种 行为 的 类 型 可 用 硬币 配对 游戏 来 
解释 , 这 里 最 好 的 策略 是 随机 地 出 正面 或 有 反面, 并且 小 心 曼 并 地 使 每 面 都 只 出 现 一 半 次 数 , 因为 
对 手 也 可 采用 同样 的 策略 , 当 谤 戏 进行 的 时 间 足 够 长 ,并 且 两 人 都 知道 这 一 原理 时 ,两 个 局 中 人 
将 打 成 平 手 . 随 着 可 能 的 变动 的 个 数 越 来 越 多 ,计算 最 好 策略 也 就 越 来 越 困 难 . 例如 ,有 一 种 意 
大 利 洲 戏 叫 做 应 拉 (Morra)”“ .其 中 每 个 局 中 人 都 可 伸 册 一个、 两 个 或 三 个 手指 ,并 且 同 时 喊 出 
他 和 猜测 的 他 本 人 和 对 手 的 手指 数 的 和 , 这 时 ,一 个 局 中 人 就 有 9 种 可 能 的 策略 . 他 的 最 安全 的 行 
动 进 程 就 是 每 次 都 猜 总 共 四 个 手指 ,并 且 在 每 12 次 游戏 中 , 按 下 法 变动 自己 伸 出 的 手指 数 , 一 
个 手指 五 次 ,两 个 手指 四 次 ,三 个 手指 三 次 . 如 果 他 以 这 种 混合 策略 来 进行 游戏 ,那么 他 至 少 不 
给 不 赢 , 而 不 管 对 手 如 何 行 动 . 


让 我 们 把 这 些 原理 用 到 一 个 简单 的 经 济 问题 中 去 . 假设 有 两 个 厂商 在 一 个 给 定 的 消费 市 场 
上 竞争 ,每 个 厂商 考虑 三 种 不 同 的 销售 策略 . 在 右 图 的 矩阵 给 定 
了 厂商 和 A 的 每 个 策略 的 可 能 的 值 , 这 一 形势 下 ,没有 单个 最 好 策 
此 . 如 果 4 选择 策略 A-1,B 可 以 通过 运用 策略 B-2 或 及 3 来 使 
上 的 利润 限于 一 个 单位 ;如 果 A 选择 策略 A-2 或 A-3, 那 么 B 可 
以 选择 策略 吕 1, 使 得 A 无 利 可 得 , 这 样 ,如 果 厂 商 集中 于 单 种 
销售 技巧 ,并 且 他 的 对 手 又 发 现 了 他 的 计划 ,那么 他 必 败 无 疑 . 
分 析 指 出 ,A 除非 采用 A-1,A-2 和 4-3 的 次 数 各 占 三 分 之 一 这 
两 个 厂商 之 间 的 商业 况 。 “种 混合 策略 ,否则 将 总 有 损失 , 另 一 方面 ,如 果 B 不 采用 他 的 最 
第 ,其 中 每 个 厂商 有 三 不 策 。 好 混合 策略 (B-1 鼎 次 数 的 九 分 之 一 ,上 2 占 次 数 的 九 分 之 二 ， 
略 , 方 格 中 的 数 仍然 代表 A ” 怠 3 占 次 数 的 三 分 之 二 ), 他 将 使 他 的 对 手 得 利 . 这 些 混合 策略 
的 可 能 增益 , 只 要 对 手 能 发 现 ”是 最 安全 的 策 覆 . 厂商 无 论 是 否 知 道 其 对 手 将 怎样 干 ,他 们 都 该 
其 策略 ,没有 任何 单个 策略 是 这样 干 ， 
最 好 的 ;因而 双方 都 必须 运用 有 一 个 例子 可 以 用 统计 的 语言 来 说 明日 常生 活 中 引起 的 许 
所 有 三 种 策略 的 混合 多 选择 的 冲突 , 那 就 是 著名 的 歇 洛 克 * 福尔摩斯 被 他 的 主要 政 


′ 译注 :这 种 游戏 与 中 国人 的 划 拳 类 似 , 其 区 别 仅 在 于 摩 拉 只 能 伸 1 一 3 个 手指 ,而 划 拳 可 以 伟 出 
1 一 5 个 手指 ,或 者 不 伸手 指 . 有 兴趣 的 读者 可 以 对 划 源 进行 类 似 的 计算 . 
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手 英利 亚 尔 带 教授 追 杀 的 故事 , 即 在 柯南 : 道 尔 的 小 说 《最 后 的 问题 ?中 的 故事 . 福尔摩斯 计划 
坐 火 车 从 伦敦 到 多 佛 尔 ,然后 再 从 那里 逃 往 欧洲 大 陆 . 就 在 去 多 佛 尔 的 火车 离开 维多利亚 车 站 
时 , 莫 利 亚 尔 蒂 冲 进 月 台 , 商 人 互相 看 了 一 眼 . 英利 亚 尔 带 留 在 车 站 . 他 包租 了 -一列 专门 的 火车 ， 
继续 他 的 跟踪 . 于 是 私家 侦探 福尔摩斯 面临 如 何 使 他 的 追 杀 者 出 其 不 意 的 问题 . 他 究竟 是 在 过 
特 布 里 ( 仅 有 的 中 间 停 靠 站 ) 下 车 ,还 是 不 顾 一 切 地 去 多 佛 尔 ?而 葛 利 亚 尔 蒂 又 该 怎么 做 ?事实 
上 ,这 一 形势 可 以 或 多 或 少 地 看 成 硬币 配对 的 不 寻常 的 版 本 :如 果 两 人 决定 去 同一 个 地 方 ,并 在 
那里 相遇 , 那 就 发 生 了 “配对 ”. 假定 这 样 的 配对 将 意味 着 葡 洛克 。 福尔摩斯 之 死 ,因而 它 对 英利 
亚 尔 蒂 可 以 说 有 一 个 任意 指定 值 的 利好 ,比如 100. 如 果 福 尔 摩 斯 到 了 多 佛 尔 ,并 且 取 道 去 了 大 
陆 , 这 显然 对 于 教授 来 说 是 失败 ,但 同样 显然 的 是 这 一 失败 并 非 严 重 到 像 对 于 福 尔 麻 斯 来 说 的 
未 日 来 临 的 地 步 . 因此 ,在 这 种 情况 下 ,对 英利 亚 尔 带 可 给 他 一 个 50 的 值 . 最 后 ,如 果 福 尔 麻 斯 
在 块 特 布 里 下 车 ,而 英利 亚 尔 蒂 去 了 多 佛 尔 ,那么 追 杀 并 未 结束 ,这 种 临时 结局 可 看 作 一 种 平 
手 . 按照 对 策 论 的 观点 ,这 种 偶然 情况 是 60 到 40 对 教授 有 利 . 

当然 ,在 芍 事 中 ,这 一 对 决 只 进行 了 一 次 ; 歇 洛 克 : 福尔摩斯 推断 英利 亚 尔 蒂 将 支 多 佛 尔 而 
在 坎 特 布 里 下 车 ,并 且 得 意 地 眼看 数 授 的 跟踪 火车 飞速 通过 这 个 中 间 站 . 然而 ,如 果 这 一 对 决 继 
续 下 去 ,福尔摩斯 的 得 意 是 不 大 能 站 住 脚 的 , 假定 莫 利 亚 尔 蒂 坚 持 他 的 追 杀 ,计算 指出 ,大 侦探 
实际 上 在 他 的 火车 离开 维多利亚 车 站 时 ,其 处 境 之 好 不 过 是 ; 死 的 机 会 不 大 ,仅仅 40% 而 已 ! 

对 策 论 已 经 用 到 许多 实际 问题 中 去 . 类 似 于 福尔摩斯 的 处 境 的 那样 的 形 妆 ,在 处 理 军事 战 
术 的 运筹 学 的 分 支 中 就 这 样 分 析 过 ;其 中 需要 研究 在 双方 力量 的 不 同 对 比 条 件 下 ,各 种 可 能 的 
行动 过 程 . 对 经 济 学 中 存在 的 更 复杂 的 形势 的 研究 要 求 使 用 计算 机 . 例如 ,两 个 互相 竞争 的 汽车 
厂商 都 可 以 有 许 许多 多 种 策略 ,诸如 各 种 车 体 设计 选择 ,增加 新 附件 ,宣布 新 模式 和 价格 变化 的 
最 好 时 机 等 等 . 已 经 估计 过 ,对 于 一 个 有 100 个 可 能 的 策略 的 厂商 , 如果 其 竞争 首 有 200 个 (这 
并 非 不 常见 ) 策 略 ,那么 其 对 策 的 计算 需要 一 台电 子 计算 机 算 上 一 年 *. 

如 果 我 们 现在 把 对 策 转向 三 人 甚至 更 多 的 人 的 情形 ,就 会 出 现 一 种 基本 上 是 新 的 现象 ,也 
就 是 , 存 某 些 局 中 人 之 间 有 联合 起 来 一 起 对 付 其 他 人 的 倾向 ,或 者 如 同 在 市 场 中 那样 ,形成 贸易 
联盟 ,同业 联盟 和 托拉斯 . 这 样 的 联盟 仅 当 他 们 为 其 成 员 提供 比 单独 行动 时 更 多 的 利益 , 才 是 成 
劲 的 . 于 是 就 有 两 个 联盟 成 了 二 人 对 策 中 的 个 体 局 中 人 ,并 以 那样 的 方式 相 下 对 抗 . 一 个 联盟 对 
于 参加 它 的 每 个 局 中 人 可 规定 一 个 “门槛 费 ": 老 的 局 中 人 可 以 对 愿意 加 入 联盟 的 新 来 者 要 求 支 
全 或 补偿 "门槛 费 , 也 规定 对 其 收入 分 享 的 份额 . 作为 一 条 法 则 ,对 在 联盟 的 成 员 之 中 如 何 确定 


* 译注 :这 是 1949 年 的 情况 . 现在 只 需要 几 秒 钟 . 
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增益 或 利润 的 分 配制 度 , 要 进行 一 场 重 要 的 谈判 交易 ， 

联盟 芍 形 不 基本 上 表达 了 垄断 懂 向 ,这 被 认为 是 社会 和 经 济 生活 中 的 深刻 特征 . 事实 上 ,下 
当 ，。 斯 密 "已 经 注意 到 商人 有 “申通 一 气 " 来 反对 公共 福利 的 倾向 ;正如 他 所 提出 的 ,他 们 会 为 了 
更 厉害 地 盘剥 而 结 成 一 伙 , 美国 经 济 中 的 一 个 篇 章 就 是 :政府 如 何 努 力 粉碎 各 种 各 样 的 密谋 ,以 
限制 托拉斯 和 其 他 茹 并 的 势力 ,但 是 一 个 托拉斯 哪怕 是 一 且 已 被 全 部 粉碎 , 它 也 会 企图 东山 再 
起 ,所 以 必须 继续 提高 警惕 ， 

内 此 ,强大 势力 的 昔 断 趋向 应 该 是 经 济 学 研究 的 中 心 . 垄断 必 将 取代 纯粹 的 自由 竞争 先 已 
占据 的 统治 局 面 (其 实 这 种 局 面 从 来 没有 存在 过 ) ;现代 经 济 理论 的 出 发 点 是 ;在 自由 竞争 中 , 任 
何人 对 任何 事 都 没有 任何 可 党 察 的 影响 ,并 且 所 有 数据 都 被 假定 为 事先 给 定 的 . 这 其 实 只 是 一 
种 脐 想 的 框 梁 ,而 一 旦 面 对 芍 断 竞争 的 现实 , 它 就 会 遇 到 不 可 克服 的 锡 难 . 


在 对 策 论 中 处 理 联盟 问题 的 方法 可 以 用 下 述 三 人 对 局 来 说 明 , 其 中 一 个 局 中 人 存 任何 对 局 
中 仅 当 他 与 另 一 个 局 中 人 联合 时 才 有 增益 . 每 个 个 体 局 中 人 在 他 的 每 个 可 能 的 联盟 中 所 引起 的 
增益 和 损失 如 495 页 的 图 . 这 样 ,如 果 A 和 B 形成 联盟 ,两 人 就 各 得 半 个 单位 ,而 C 就 损失 一 个 
单位 , 对策 中 的 局 中 人 之 所 以 愿意 参加 一 个 对 局 , 仅 在 于 他 们 全 有 机 会 获 利 ;于 是 每 个 局 中 人 的 
问题 就 在 于 ,在 任何 给 定 的 交易 中 ,如 何 与 男 外 两 者 之 一 形成 联盟 以 获取 成 功 . 这 一 简单 的 局 执 
说 明 , 为 什么 在 现代 经 济 生 活 中 发 生 的 冲突 会 如 此 之 多 . 

现在 可 以 着 到 ,这 种 类 型 的 对 策 的 重要 特征 在 于 对 于 任何 个 体 局 中 人 来 说 ,没有 单个 “最 
好 "策略 , 例如 ,A 既 可 以 与 召 , 也 可 以 与 C 联 盟 , 和 而 其 增益 是 一 样 的 . 因此 ,所 有 三 种 可 能 的 支付 
分 布 , 如 果 看 成 一 个 整体 ,就 必须 看 成 这 一 三 人 对 策 的 解 . 

当然 ,还 有 许多 其 他 的 分 布 模式 可 被 局 中 人 们 考虑 . 例如 ,联盟 中 的 成 员 之 一 可 以 与 第 三 个 
局 中 人 作 一 笔 交 易 ,使 他 们 两 人 以 牺牲 另 一 个 成 员 的 支付 为 代价 ,而 使 他 们 二 人 处 境 都 有 所 改 
善 ( 第 三 个 局 中 人 的 改善 只 不 过 是 减少 损失 ). 什么 才能 防止 对 策 参与 者 搞 这 些 鬼 点 子 ? 

问题 可 以 通过 引 人 “ 优 越 (Cdomination)” 的 概念 来 回答 . 在 数学 术语 上 ,各 种 支付 分 布 可 能 的 
模式 称 为 “分 配 (imputation)”. 一 种 分 配 称 为 优越 于 另 一 种 分 配 是 指 对 于 给 定 的 联盟 的 所 有 局 
中 人 来 说 ,显然 都 有 更 多 的 好 处 . 正如 在 上 述 三 人 对 策 中 所 指出 ;构成 一 个 解 的 各 种 分 配 彼此 互 
相 不 优越 :在 这 一 情形 下 ,所 有 三 种 分 配 有 同样 被 选 机 会 ;对 于 每 种 联盟 中 的 局 中 人 来 说 ,没有 
一 种 分 配 有 更 多 的 好 处 . 尽管 在 数学 上 要 证 明 对 于 每 个 有 任意 多 个 局 中 人 的 对 策 都 有 一 个 这 粒 


* ” 详 注 :Adam Smith(1723 一 1790) ,英国 经 济 学 家 . 古 几 经 济 学 的 创始 人 ， 
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的 解 是 极端 困难 的 ,但 是 还 是 可 以 期 望 这 个 原理 仍 是 对 的 . ” 


现在 也 已经 发 现 , 当 属 于 解 的 分 配 不 是 还 相 优越 时 , 若 采 用 解 以 外 的 分 配 , 则 对 音信 局 中 人 
就 不 一 定 没有 优越 关系 了 . 换 句 话 说 ,总 存在 外 部 的 模式 ,使 得 
某 些 局 中 人 可 以 得 利 .但 是 任何 一 个 解 以 外 的 分 配 总 是 有 一 不 
属于 解 的 分 配 比 它 优越 ,以 至 将 被 看 作风 险 太 大 而 被 拒绝 , 于 是 
不 按照 大 家 都 接受 行为 标准 行事 的 分 配 被 看 作 是 不 安全 的 ,而 
只 有 作为 解 的 一 部 分 的 一 种 分 配 才 可 实现 . 

这 些 例子 使 我 们 对 一 个 社会 和 经 济 组 织 的 极端 复杂 性 有 了 
一 个 概念. 在 这 个 领域 中 ,要 求 * 稳 定性 " 比 在 物理 科学 中 重 其 ， 
对 于 后 者 ,一 个 向 题 的 解 通常 是 通过 一 个 数 或 一 个 数组 来 给 出 
的 ,在 对 策 中 ,不 论 是 经 济 对 决 还 是 军事 对 决 , 解 则 是 一 组 结果 ， 带 有 三 个 局 中 人 的 联盟 
其 中 设 有 一 个 比 另 一 个 或 者 比 所 有 其 但 的 要 好 , 在 集合 中 的 一 对策 还 产生 另 一 种 矩阵 . 这 里 
种 分 配 不 比 任何 其 他 的 分 配 更 稳定 ,因为 每 种 分 配 都 可 能 受到 ”由 各 种 可 能 的 联盟 对 局 中 人 


解 以 外 的 分 配 的 威胁 ， 但 是 每 个 又 都 有 一 定 的 稳定 性 ， 因 为 它 eo 
受到 解 申 其 他 潜在 的 分 配 所 保护 ， 以 免 它 受 到 外 界 的 侵扰 ， 它 少 江 耽 角 于 禄 入 


们 汇集 在 一 起 消除 了 反 频 的 危险 ， 然 而 , 平衡 是 最 为 微妙 的 ， 
并 且 随 着 局 中 人 的 个 数 的 增加 ， 它 变 得 越 来 越 敏感 这 些 高 阶 对 策 可 以 有 许多 解 ， 而 不 止 有 
一 个 解 : 在 一 个 个 别 的 解 内 部 互相 不 冲突 ， 而 不 同 的 解 或 不 同 的 行为 标准 中 的 分 配 可 以 互相 
冲突 . 

这 种 解 的 多 重 性 可 以 解释 为 一 件 无 可 争辩 的 事实 的 数学 陈述 , 那 就 是 虽然 经 济 和 文化 的 物 
质 背 景 相同 , 却 可 以 建立 绝 然 不 同 的 社会 类 型 . 而 在 每 个 社会 的 内 部 , 收 人 分布、 特权 和 其 他 优 
势 方 面 都 可 能 有 显著 的 区 别 ,这 就 对 应 于 在 对 策 的 单个 解 中 ,分 配 或 者 分 布 模式 的 多 重 性 . 

这 个 理论 甚至 对 于 更 微妙 的 社会 现象 也 可 以 给 出 洞察 尽管 假定 每 个 局 中 人 有 完全 信息 ， 
层 视 还 是 可 能 存在 :两 个 局 中 人 都 可 以 把 第 三 局 中 人 变 成 一 个 "假象 ”, 即 给 他 固定 的 收 善 ,但 又 
在 任何 谈判 和 联盟 中 把 他 排斥 在 外 . 这 种 安排 又 不 是 对 第 三 人 的 完全 的 剥削 在 实际 经 济 生活 
中 "例如 ,同业 联盟 并 条 消 灭 所 有 外 部 的 厂商 , 昌 然 这 不 是 技术 上 很 困难 的 操作 : 尤其 是 ,与 社会 


* 译注 :后 来 文献 中 把 这 样 定义 的 解 称 为 对 策 的 冯 ， 诺 依 舅 -摩根 斯 特 恩 解 .但 是 并 不 是 任何 对 策 都 
有 这 样 的 解 . 1967 年 夏普 莱 C(Shapley) 首 先 构 造 出 不 存在 汉 ， 诺 依 曼 -摩根 斯 特 恩 解 的 对 策 . 
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上 接受 的 行为 标准 有 所 不 同 的 是 ,他 们 允许 一 定数 量 的 外 来 户 分 享 行业 的 一 部 分 收益 ,使 得 人 
们 对 他 们 不 过 分 注意 ,让 政府 和 公众 以 为 在 这 特殊 的 行业 中 存在 “竞争 ” 

这 是 令 人 惊奇 和 极为 意味 深长 的 . 虽然 在 发 展 对 策 论 时 并 未 对 这 样 的 形势 有 过 专门 的 考 
虑 ,而 这 样 的 形势 的 存在 是 用 纯粹 的 数学 方法 由 一 般 定理 导出 的 . 更 进一步 的 是 ,理论 同样 用 纯 
数学 指出 , 菜 些 特权 ,其 至 是 作为 博弈 规则 (或 社会 规则 ) 硬 性 规定 的 特权 ,只 要 它们 与 大 家 都 接 
受 的 行为 标准 有 冲突 ;也 不 可 能 总 由 受益 者 维持 下 去 . 一 个 有 特权 的 个 人 或 团体 ,为 了 在 经 济 上 
生存 下 去 ,应 该 放弃 他 们 的 所 有 “好 处 ”. 

这 些 以 及 许多 其 他 的 涵义 都 可 由 简单 的 三 人 对 策 研究 来 导 则 .多 于 三 个 局 中 人 的 对 策 将 提 
殿 更 有 意义 的 见解 ,但 是 在 许多 情形 下 ,其 巨大 的 代价 是 其 不 可 克服 的 数学 困难 . 所 引起 的 儿 乎 
是 不 可 想像 的 复杂 性 ,可 以 用 扑克 来 说 明 , 这 种 博弈 超过 其 他 所 有 得 弈 ,为 经 济 和 社会 形势 提供 
了 一 个 模型 . 扑克 的 奥妙 以 及 可 采用 的 策略 不 计 其 数 (例如 ,欲擒故纵 ,里 吹 牛 , 使 得 以 后 再 吹牛 
也 可 能 成 萝 ) 就 成 为 整个 分 析 的 障碍 ,而 这 种 分 析 对 于 湄 察 实际 日 常事 务 所 对 应 的 问题 是 必要 
的 . 由 于 扑克 的 可 能 策略 的 矩阵 是 如 此 之 大 ,从 没有 去 计算 过 它 ,更 不 说 把 它 画 出 来 了 , 有 一 个 
从 根本 上 简化 了 的 博弈 的 文本 ,其 中 假定 一 局 只 有 三 张 牌 ,一 张 底牌 ,两 名 局 中 人 ,两 人 间 有 三 
次 开 叫 下 注 机 会 ,第 一 个 局 中 人 有 两 次 , 调 第 二 个 局 中 人 只 有 一 次 ,没有 巡 叫 , 甚至 这 样 的 一 清 
二 楚 的 扑克 文本 也 要 求 一 个 1 728 项 的 矩阵 ,如 果 想 对 每 个 局 中 人 以 百 分 之 十 的 精度 计算 单个 
最 好 可 能 的 策略 ,几乎 需要 一 百 万 次 乘法 和 加 法 . 


但 是 ,尽管 有 这 样 的 局 限 性 ,对策 论 已 经 使 我 们 有 可 能 分 析 以 往 的 经 济 理论 范围 以 外 的 问 
题 . 除了 已 经 指出 的 以 外 ,现在 正在 探索 的 问题 包括 数学 对 于 一 个 七 人 对 策 问题 的 应 用 ,这 问题 
来 自 确定 一 个 特殊 工业 的 最 好 厂址 问题 ,还 有 工会 与 管理 之 间 的 关系 问题 ,还 有 董 断 的 本 性 问 
题 . 

对 策 论 中 的 原始 问题 是 使 “理性 行为 ”的 概念 精确 化 . 定性 或 哲学 的 论证 已 经 走 进 了 死 胡 
癌 ,新 的 定量 方法 可 能 会 提出 一 个 正确 方向 . 现在 的 应 用 还 是 很 有 限 的 ,但 是 前 进 的 途径 是 遵循 
一 步 一 步 处 理 这 一 科学 传统 ,而 不 是 企图 毕 其 功 于 一 役 , 一 下 就 把 所 有 现象 都 包括 在 一 个 伟大 
的 通 解 中 . 我 们 全 都 希望 有 朝 一 日 会 发 现 真正 的 科学 理论 来 确切 地 告诉 我 们 怎样 有 稳定 的 就 
业 ,怎样 增加 国民 收入 和 恰当 地 分 配 收 入. 然而 我 们 必须 首先 学 会 在 有 限 的 领域 中 达到 精确 和 
运用 月 如 ,然后 再 来 处 理 越 来 越 复 杂 的 问题 . 经 济 学 中 无 捷径 . 


9. 
对 策 论 的 运用 与 滥用 


阿 纳 托 汞 ， 雷 珀 玻 汞 特 (Anatol Rapoport),1962 年 12 上 月 号 


™w 们 生活 在 一 个 有 信和 侯 的 时 代 一 一 信仰 科学 万 能 . 这 一 信 仙 是 以 下 列 事实 为 基础 的 ;把 
我 科学 家 找 来 解 次 的 问题 , 绝 大 多 数 都 是 科学 家 自己 提出 来 的 , 例如 ,我 们 的 国防 部 从 未 
在 某 天 决定 要 一 个 原子 弹 ,然后 命令 科学 家 去 制造 它 . 相反 ,当年 是 一 位 科学 家 阿尔 伯 
特 ， 爱 因 斯 坦 告 诉 一 位 决策 者 富兰克林 ， 罗 斯 福 , 说 这 样 的 炸弹 是 可 能 的 . 今天 ,在 比 以 往 和 更 大 
的 程度 上 ,科学 家 坐 存 决策 者 的 身 旁 ,说 什么 问题 是 科学 可 以 解决 的 ,从 而 引导 决策 者 只 提出 这 
样 的 问题 ,而 科学 不 能 解 的 问题 一 般 不 会 去 提出 . 国 此 才 出 现 了 对 于 科学 万 能 的 信 你 ， 
科学 的 自我 夸大 的 声望 目前 在 决策 者 更 是 有 加 未 已 ,这 是 由 于 越 来 越 流行 说 科学 有 助 于 决 
策 本 身 . 这 就 是 对 策 论 ,一 种 分 析 冲 罕 的 数学 技巧 : 它 首先 由 冯 “。 诺 依 急于 1927 年 葛 基 ,然后 因 
汉 ， 诺 依 曼 与 摩根 斯 特 恩 于 1944 年 出 版 的 题 为 《对策 论 与 经 济 行为 的 一 书 引 起 广泛 的 注意 . 
现在 对 策 论 是 具有 最 高 度 原创 性 的 智力 或 就 ,并 且 开 拓 了 一 个 广阔 的 研究 领域 , 不 幸 的 是 ,对 策 
论 进 和 人 下 某 些 领域 ,而 在 这 些 领域 中 , 弗 兰 西 斯 .培根 "的 警句 “知识 就 是 力量 ”是 按 其 原原本本 
的 冷酷 无 情 的 意义 来 解 县 的 . 在 我 们 的 社会 中 ,决策 者 都 以 倾 其 全 为 的 姿态 来 全 神 贯 注 于 权力 
冲突 ,不 管 是 在 商界 ,政界 还 是 在 军 界 . 对策 论 是 “冲突 的 科学 ”. 如果 它 不 是 那些 跑 得 最 快 ,劲头 
最 足 的 人 的 权力 宝库 ,又 是 什么 呢 ? 


对 于 对 繁 论 的 衔 底 的 理解 将 使 这 些 贪 歼 的 妄想 化 为 泡影 . 对 策 论 的 知识 并 不 能 使 人 变 为 一 


* 译注 :Francis Bacon(1561 一 1626) ,英国 作家 和 哲学 家 . 
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个 好 牌 手 . 好 商人 或 者 好 军事 战略 家 ,因为 对 策 论 首先 并 不 致力 于 对 任何 特殊 的 冲突 形势 揭示 
最 优 策略 , 它 关 心 的 是 冲突 的 逻辑 , 即 策略 的 理论 . 理论 的 威力 及 其 局 限 性 全 在 其 中 . 其 威力 来 
睛 强大 而 又 星 梁 的 数学 工具 能 承担 某 些 溃 突 形势 的 策略 分 析 . 局 限 则 来 自 ,使 这 种 分 析 能 成 功 
应 用 的 冲突 ,其 范 膨 本身 也 有 局 限 ， 

毫 无 疑问 ,策略 的 逻辑 不 可 应 用 于 某 些 冲突 . 例如 ,在 狗 打 保 中 就 没有 策略 的 
考虑 . 这 样 的 冲突 不 如 说 是 一 个 接着 一 个 的 一 系列 事件 . 一 声 吼 叫 激 起 一 声 反 叫 
叫 , 继 而 又 激 起 咬牙 切 齿 ,突然 出 击 ,如 此 等 等 . 信号 激 起 姿态 ,姿态 激 起 行动 . 人 类 
争吵 时 常 是 只 吃喝 不 练 互相 刺激 ,经 常 也 是 这 种 类 型 . 这 种 冲突 可 以 叫做 争斗 . 争 
斗 的 动机 是 敌视 . 目的 是 消除 叫 人 如 僵 在 喉 的 敌手 ,而 不 是 另 一 个 人 ;其 人 虽 有 政 
意 , 却 也 有 目的 与 策略 ,需要 考虑 . 智力 通常 在 争斗 中 也 不 起 任何 作用 ,因为 智力 是 
用 于 计算 双方 的 能 力 ,争斗 的 前 景 , 比 较 不 同 的 行动 过 程 的 . 

万 能 科学 家 对 策 论 应 用 于 非常 不 同 的 冲突 类 型 ,目前 在 技术 上 称 为 博弈 . 众所周知 的 博 
弈 诸如 了 扑克、 象棋. 并 字 游 戏 等 等 都 是 严格 技术 意义 下 的 博弈. 然而 ,这 类 室内 博弈 之 所 以 成 为 
博弈 , 井 不 在 于 它们 只 是 为 了 消 遗 ,前 与 实际 生活 不 相干 . 它们 成 为 博弈 是 因为 它们 是 可 形 起 化 
的 冲突 的 例子 :双方 或 多 方 之 间 存在 利害 冲突 ;每 一 方 在 某 些 确定 的 时 间 可 以 有 抉择 余地 但 所 
择 必须 符合 事先 制定 的 规则 ;结局 由 所 有 各 方 所 作 的 抉择 
的 总 体 来 定 ,并 且 每 一 种 情形 下 ,都 要 考虑 对 方 的 抉择 ,或 
把 自己 的 考虑 告知 对 方 . 这 些 决 定 了 双方 的 得 失 . 推 前 广 
之 , 任 向 按 此 施行 的 冲突 都 属于 博弈 论 所 定义 的 博弈 之 范 
时 ,不 管 这 些 规则 是 否 是 公众 协议 的 结果 ,或 者 干脆 就 是 形 
势 强加 的 约束 . 即使 没有 公认 的 战争 规则 ,军事 形势 还 是 可 
以 看 成 一 场 博 弈 ,只 要 在 任何 给 定 的 阶段 对 每 个 对 手 公开 您 吼 一 声 我 就 反 吼 ~ - 声 ， 


的 抉择 范围 可 以 确切 地 规定 . 
A hh i 
~ ~ 


您 玻 一 口 我 就 反咬 一 口 ， 冲突 升级 了 ， 
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让 我 们 来 看 看 ,象棋 和 扑克 为 什么 满足 这 些 要 求 .在 得 棋 中 ,利害 溃 突 自 然 意味 着 两 个 棋 手 
都 想 赢 . 对 于 每 个 棋 手 来 说 , 轮 色 他 走时 其 拨 择 范围 就 是 他 能 走 的 所 有 合法 的 棋 着 , 结局 由 两 名 
棋 于 所 有 控 择 来 决定 ,在 扑克 中 ,形势 不 完全 一 样 . 在 规定 时 刻 的 抉择 在 于 是 否 跟 牌 ;怎样 的 牌 
该 退出 ;是 否 加 码 , 加 多 少 等 等 . 每 轮 的 结局 是 牌 手 之 一 作为 说 家 统 乃 . 得 失 通 常 是 钱 ， 

扑克 与 象棋 让 一个 重要 方面 有 所 不 同 . 在 扑克 博弈 中 存在 一 个 额外 的 不 露面 的 局 中 人 人 ,他 
在 每 轮 牌 开始 时 从 好 作 一 次 扫 择 . 这 次 抉择 对 于 决定 结局 极为 重要 ,但 是 该 局 中 人 人 在 博弈 中 赋 
无 利 可 图 ,也 不 用 付 钱 . 这 个 局 中 人 的 名 字 是 “运气”" 即 “机 吉 ”(Chance) ,而 他 的 氛 择 就 是 在 每 轮 
开始 时 的 发 牌 , 这 时 ,运气 将 从 将 近 一 亿 污 旨 兆 兆 兆 010*) 种 可 能 的 排列 中 选 出 一 种 来 . “运气 ” 
在 牌 局 中 不 得 作 其 他 抉择 ,其 余 的 都 是 牌 手 们 的 事 . 人 们 可 能 争辩 说 ,“ 运 气 ” 还 会 继续 干涉 , 例 
如 出 于 记忆 有 误 , 引 导 或 者 误导 牌 手 们 的 注意 等 等 . 但 是 对 策 论 只 关心 完美 的 局 中 大 的 行为 . 

虽然 “运气 "可 能 这 样 扮演 一 个 钊 色 , 申 对 策 论 定 义 的 博弈 还 是 显然 不 同 于 由 相当 古老 和 人 
们 熟知 的 赌博 数学 处 理 过 的 赌博 . 后 者 有 引入 注目 的 历史 重要 性 ; 正 是 由 于 赌博 理论 的 关系 , 概 
率 论 才 在 300 多 年 以 前 首次 发 展 起 来 . 从 此 ,概率 论 就 融 人 所 有 需要 考虑 偶然 性 规律 的 科学 分 
支 , 诸 如 基本 粒子 物理 ,遗传 学 ,保险 学 ,经 济 学 ,实验 心理 学 ,群体 行为 心理 学 等 等 . 对 于 赌 徒 来 
说 ,概率 的 数学 理论 有 可 能 对 得 然 性 作出 精确 的 计算 , 这 通常 需要 相当 精微 的 数学 思辨. 然而 ， 
在 进行 博弈 时 ,这 是 豪 不 相干 的 ;只 是 在 决定 是 否 进行 博弈 时 要 考虑 一 下 概率 . 妆 可 能 结局 的 概 
率 一 旦 算出 ,赌博 问题 就 已 得 到 解决 ， 如 有 果 存 在 多 个 这 样 的 结局 ,联系 每 个 结局 的 增益 或 者 损失 
增 梯 以 对 应 各 结局 的 概率 ,此 把 乘积 附 革 适 当 的 符号 相 加 ,合成 的 数 就 是 期 望 增益 , 这 就 是 说 ， 
当 赌局 按照 这 样 的 概率 来 安排 时 ,这 样 的 赌局 长 时 间 地 进行 下 去 ,增益 是 可 以 如 此 合理 期 望 的 ， 
一 个 理性 的 赌 徒 就 是 用 这 样 的 方式 最 大 化 其 期 望 增 益 ; 由 此 决定 接受 或 者 提供 赌博 . 所 有 赌场 
老板 都 是 理性 赌 徒 . 这 正 是 季 们 看 此 道上 还 能 呆 下 去 的 原因 . 


赚 博 理论 不 宜 用 来 指导 真正 的 博弈 . 这 可 由 一 件 人 所 共 知 的 事实 来 说 明 :一 个 理性 赌 徒 在 
扑克 游戏 中 时 常 要 合 大 霉 , 理性 赌 徒 严 格 按照 概率 的 计算 来 进行 决策 . 他 将 从 不 虚 张 声势 ,他 将 
按 他 手中 的 牌 的 强度 按 比 例 来 进行 他 的 赌局 . 结果 他 就 会 把 他 手中 的 牌 泄露 给 他 的 对 手 , 而 对 
手 们 就 会 利用 这 些 信 息 来 害 他 ， 

赌博 理论 甚至 对 井 字 游戏 也 没有 多 少 用 处 . 井 字 游戏 是 一 种 博弈 ,其 中 对 于 每 一 个 可 能 产 
生 的 局 势 都 有 一 着 最 好 的 下 法 . 我 人 知道， 运气? 在 某 些 博弈 中 不 起 任何 作用 . 肯定 可 以 说 ,在 
所 有 纸牌 游戏 中 都 有 和 运气 ,但 是 正如 扑克 的 例子 所 指出 :其 中 还 涉及 某 些 其 他 的 东西 , 那 就 是 策 
略 技巧 ,而 那 完全 不 是 赌博 理论 的 一 部 分 . 
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琢磨 一 下 模 手 是 如 何 思考 的 * ;如 果 我 走马 二 进 三 所 他 的 车 ,那么 他 可 能 走 奈 四平 五 , 叫 将 . 
这 时 ,我 可 以 撑 士 . 另 一 方面 ,他 可 以 不 管 捉 车 ,而 加 以 士 四 进 五 反 提 车 :于 是 我 叉 有 下 列 选 
择 ……- 

棋 手 越 强 , 这 样 推理 的 棋 步 也 就 越 多 . 但 是 由 于 我 们 在 一 段 时 间 内 的 脑力 有 限 , 这 格 的 推理 
必须 在 某 个 时 候 停 止 . 对 于 一 名 棋 手 来 说 ,他 只 能 考虑 到 目前 棋 势 的 几 步 以 后 就 要 停 下 来 了 ; 同 
时 在 可 能 的 新 棋 势 的 集合 中 必须 选择 一 步 棋 . 当前 发 生 的 棋 势 一 部 分 取决 于 他 自己 的 选择 ,一 - 
部 分 取决 于 对 手 的 选择 (而 第 一 个 棋 手 对 此 全 然 无 法 控制 ). 在 行动 的 选择 中 要 作 两 种 决策 : 首 
多 是 目前 可 能 发 生 那 些 横 势 ? 其 次 是 所 有 这 些 棋 势 中 , 那 一 步 更 好 ? 

如 果 博 弈 中 能 够 想到 最 后 一 着 棋 ,那么 现在 这 些 问题 就 可 毫 不 合 糊 地 得 到 回答 . 然而 ,在 一 
场 语 如 象 衬 那 样 的 博 府 中 ,能 预见 自始至终 的 所 有 棋 步 绝 无 可 能 (除非 已 到 了 快要 将 死 的 稳 操 
胜 养 的 残局 ). 所 以 高 明 的 棋 手 只 考 目 下 一 步 的 好 棋 ; 他 根据 他 估计 横 势 的 经 验 ,计算 各 种 可 能 
的 未 来 位 置 的 相对 价值 .但 是 考虑 到 他 控制 的 仅仅 是 他 自己 的 横 些 ,而 不 是 对 手 的 棋 步 ,他 又 怎 
么 能 知道 他 真能 达到 哪 一 个 位 置 呢 ? 棋 手 们 都 认识 到 ,有 两 种 下 棋 暂 学 . 一 种 是 “棋盘 横 ”; 另 一 
种 是 “对 于 棋 ” 

对 手 棋 使 得 象棋 像 是 心理 战 . 伟大 的 象棋 大 师 约 瑟 ， 卡巴 勃 兰 卡 (Jose Capablanka) 在 他 对 
事件 的 回忆 录 中 讲 了 这 种 戏剧 性 的 冲突 . 1918 年 在 一 次 锦标 赛 中 ,他 与 美国 冠军 弗兰克 马 坎 
尔 (Frank J，Marshall) 比赛 ， 与 软 尔 对 卡巴 勃 兰 卡 的 习惯 性 开局 下 出 了 意 想 不 到 的 对 着 ,以 至 使 
整个 棋局 完全 出 平常 规 , 卡巴 勃 兰 卡 怀疑 , 马 软 尔 已 经 发 现 一 种 进攻 的 新 变化 ,并 月 把 这 一 知识 
当 作 秘密 武器 保留 , 仅 在 最 关键 的 时 刻 运用 ， 
也 就 是 在 一 次 象棋 世界 的 众人 都 瞪 大 了 眼睛 
看 着 的 国际 大 赛 中 , 面 对 一 位 真正 令 人 生 搬 的 
对 手 时 运用 . 卡巴 勃 兰 卡 已 经 被 当 作 新 战略 的 
物 牲 品 . 

“然而 , 拼 杀 的 欲火 已 经 在 禁 烧 我 的 全 

玩 股市 和 吃 角子 机 并 不 用 到 对 策 论 . 号 “卡巴 勃 兰 卡 继续 说 ,我 感到 我 的 判断 和 

技巧 受到 一 位 在 两 方面 都 有 理由 怕 我 (由 我 们 

以 前 交手 记录 作证 ?的 棋 手 的 挑战 ,他 以 为 我 会 因为 我 不 熟悉 面 他 已 苦心 钻研 许 才 日 日 夜 诊 的 
招数 而 大 吃 一 掠 ,这 样 就 会 为 他 带 来 好 处 …… 于 是 我 审视 我 的 局 面 ,断定 我 还 是 高 他 一 着 ,这 样 


* 译注 :原文 这 里 作者 随手 写 了 几 步 国际 象棋 . 为 便于 我 国 读者 阅读 , 译 者 把 它 改 为 中 国 象棋 的 说 法 . 
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我 接受 挑战 . 
他 就 是 这 样 做 了 而 且 赢 了 这 一 局 . 卡巴 勤 兰 卡 的 决策 基于 对 他 对 手 的 思想 过 程 的 考虑 ;其 
中 不 仅 考 虑 到 这 局 棋 的 棋 步 ,并 且 述 有 马 炊 尔 的 野心 ,他 对 卡巴 厚 兰 


6 
卡 的 棋 力 的 怕 计 ,他 的 一 相 情愿 的 意向 ,如 此 等 等 . 林 巴 勃 兰 卡 就 是 这 人 
样 与 对 二 斗智 . 


员 然 博弈 对 策 的 戏剧 紧密 联系 着 冲突 的 心理 方面 ,对 策 论 则 对 这 
些 方面 置之不理 . 对 策 论 可 以 说 只 管 棋盘 慌 . 它 只 注意 策略 的 逻辑 部 。 象 模 中 的 心理 战 
分 . 无 论 面 对 大 师 与 面 对 初学 者 , 它 开 出 的 都 是 同样 的 作战 方案 . 当 用 对 策 论 方法 完全 分 析 一 种 
博弈 对 策 后 ,也 就 给 这 种 对 策 什么 都 不 留 下 . 井 字 游 戏 就 是 一 个 典型 的 例子 . 这 种 游戏 不 是 成 年 
人 玩 的 ,代为 它 已 经 被 完全 分 析 过 . 分 析 指 出 ,每 局 井 字 游戏 都 必然 以 平局 结束 . 跳棋 也 几乎 是 
这 样 ,尽管 只 有 非常 出 色 的 玩家 才 通 晓 所 有 有 关 的 策略 ,一 代 人 以 前 ， 
人 们 曾经 以 为 象棋 也 已 经 接近 于 * 死 局 ”但 是 随 着 许多 新 发 现 的 出 
后 现 ,尤其 是 心理 战 被 引进 象棋 赛 ,其 中 特别 是 俄国 大 师 们 的 贡献 ,使 象 
网 供 又 重 返青 春 . 尽管 如 此 , 卡 内 基 工 学 院 的 西蒙 (H. A. Simon) 和 内 综 
未 (Allen Newel) 已 经 严肃 地 预测 ,十 年 内 象 械 世界 冠军 将 是 一 台电 
子 计算 机 . 预测 是 三 年 多 以 前 作 的 . 现在 还 有 极 好 的 机 会 使 它 成 真 *， 
那么 什么 是 对 策 论 的 目标 呢 ? 难道 就 是 为 了 揭露 每 一 种 形式 化 的 对 策 的 馆 辑 ,使 得 每 个 局 
中 人 的 最 好 策略 都 被 发 现 ? 这 样 不 就 是 使 每 次 对 策 的 结局 都 在 事先 已 知 , 使 对 策 作为 整体 宫 告 
死亡 ? 这 可 不 能 这 么 说 . 真正 能 进行 这 种 分 析 的 对 策 类 仅 仪 是 各 种 对 策 中 非常 小 的 类 ,即使 中 
作 原则 上 的 分 析 ,也 会 遇 到 巨大 困难 ,更 不 说 实际 操作 了 
这 类 对 策 以 完全 信息 对 策 而 著称 . 它们 就 是 不 可 能 有 军事 秘密 的 对 策 . 象棋 就 是 这 种 对 第 . 
不 管 马 于 尔 是 如 何苦 心 积 虚 地 为 对 付 卡巴 勃 兰 卡 想 出 惊人 之 着 ,他 并 未 藏 有 任何 棋 手 都 不 可 能 
发 现 的 高 招 . 他 只 能 希望 他 的 高 招 由 于 人 们 的 局 限 而 被 忽视 . 
并 非 所 有 对 策 都 是 完全 信息 的 对 策 . 扑克 就 不 是 这 种 对 策 . 扑克 的 本 质 在 于 它 处 于 一 种 没有 
一 个 局 中 人 知道 整个 形势 的 状况 ,以 至 每 人 必须 猜测 形势 ,猜测 别人 将 干什么 . 象 横 和 扑 吉 都 号 
“ 零 和 对 策 ”, 其 意义 是 指 一 个 局 中 人 所 赢得 的 就 是 其 他 人 输 掉 的 但 也 并 非 所 有 对 策 都 是 零 和 的 
为 理解 这 些 不 同 的 对 策 类 之 间 的 不 同 ,让 我 们 来 每 类 中 看 看 某 些 例子 . 我 们 想 要 表明 一 个 


* 译注 :如 所 周知 ,直到 近 冯 十 年 后 的 今天 ,这 一 预测 才 得 以 实现 . 1998 年 IBM 公司 的 “深蓝 ”计算 机 
第 一 次 击败 了 国际 象棋 世界 冠军 卡尔 波 夫 . . 
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基本 思想 , 即 每 种 形势 的 类 型 需要 一 种 不 同 的 推理 类 型 ， 

在 商业 竞争 中 有 一 个 不 寻常 的 初等 形势 可 用 来 解释 完全 信息 对 策 . 这 ~-- 形 势 是 另 一 种 形式 
的 二 人 等 和 对 策 , 卡 斯 托 (Castor) 公 司 是 一 个 历史 悠久 的 厂商 , 它 正 在 受到 一 个 来 势 测 测 的 新 来 
者 , 珀 留 克 斯 (Pollux) 公 司 的 售 轧 . 卡 斯 托 公司 通过 本 公司 的 收 支 平衡 表 来 指导 它 的 政策 ,页 其 
收文 平衡 表 是 提前 一 年 制订 的 . 否 留 克 斯 也 用 履 支 平衡 表 来 指导 它 的 政策 ,但 是 不 是 用 它 自 己 
的 ,而 是 用 卡 斯 托 公 司 的 . 它 的 上 自 标 是 把 卡 斯 托 公 司 挤 出 商界 ,所 以 它 把 卡 斯 托 公 司 的 损失 就 看 
成 写 们 的 增益 ,以 及 也 把 它们 的 损失 看 作 卡 斯 托 公司 的 增益 ,而 全 然 不 顾 它 们 自己 的 收 支 平衡 
表 . 两 家 公司 都 面临 着 一 项 决策 ,看 是 否 要 采 息 广泛 的 广告 战 . 结局 取决 于 两 家 公司 的 所 作 上 所 
为 ,当然 两 家 公司 都 只 能 控制 自己 的 决策 . 然而 ,又 假定 两 家 厂商 都 有 充分 的 信息 ;来 状 清 楚 给 
定 两 家 决策 以 后 的 结局 ( 见 505 页 的 矩阵 ). 

其 卡 斯 托 公 司 的 观点 来 看 , 它 作出 某 个 决策 后 ,结局 是 好 是 坏 还 要 取决 于 否 留 克 斯 的 动向 ， 
他 就 设身处地 为 珀 留 克 斯 着 想 : 如 果 玲 留 克 斯 决定 作 广告 (P,), 则 卡 斯 托 不 论 作 广 告 (C,) 或 不 
作 (Cnw), 都 要 赔钱 . 如 果 作 就 少 赔 一 点 ,赤字 一 百 万 ,否则 还 要 赔 得 更 多 ,并 字 三 百 万 . 所 以 卡 斯 
托 应 该 作 广 告 . 然后 他 叉 站 在 自己 的 立场 上 问 另 外 一 个 问题 . 如 果 知 道 了 珀 留 克 斯 的 动向 ,他 自 
已 又 该 如 何 回 应 ?如果 斑 留 克 斯 作 广告 (P,) ,自己 作 只 赔 一 百 万 不 作 要 周三 百 方 . 如 果 珀 留 交 
斯 不 作 广 告 LPw) ,自己 还 是 作 广 告 好 ,因为 赚 一 百 万 是 有 把 担 的 . 甚至 有 可 能 赚 得 更 多 ;一 再 万 . 
总 之 , 卡 斯 托 的 决策 应 该 是 : 作 广告 . 类 似 的 推理 可 以 适用 于 珀 留 克 斯 . 结论 也 还 是 作 广告 (P_)， 
这 两 家 公司 都 是 :两 害 相 权 取 其 轻 , 用 对 策 论 的 诺言 叫做 “最 小 一 最 大 ”mini - max) , 即 在 最 小 
值 中 取 其 最 大 者 . 其 实 , 任 何 对 策 , 只 要 一 方 之 所 得 即 另 一 方 之 所 失 , 而 日 对 于 一 方 的 “不 幸 中 的 
六 举 "也 一 定 是 对 方 的 "不 幸 中 的 大 幸 ”, 则 不 论 各 方 有 多 少 招数 可 供 选 择 . 总 是 可 以 适用 以 上 的 
推理 . 这 种 情况 对 策 论 中 称 为 有 “ 著 点 "存在 ( 取 这 个 名字 是 因为 顺 着 马 身 的 方向 看 ,鞍点 是 最 低 
十 ,而 横着 马 身 看 , 它 又 是 最 高 点 ). 对 策 论 证 明了 ,只 要 有 贰 点 存在 , 则 必 有 -一 种 决策 ,使 娃 一 方 
都 不 能 更 改善 自己 的 处 境 ( 当 然 也 不 能 恶化 对 方 的 处 境 ). 结局 是 必 不 可 免 的 ,和 和 井 字 游戏 一 样 ， 


下 一 形势 有 所 不 同 . 它 还 是 各 方 在 两 个 策略 中 选择 的 二 人 霍 和 对 策 . 然而 ,在 这 一 情形 下 ， 
必须 在 缺少 对 手 决 策 的 信息 下 作出 抉择 , 这 几乎 就 是 在 大 霉 中 作战 所 引起 的 军事 形势 ， 

一 位 部 队 指 挥 员 必 须 决定 在 两 个 地 段 之 一 发 起 进攻 . 突破 一 个 地 段 将 比 突 玻 另 一 个 地 段 更 
有 价值 ,但 是 更 有 价值 的 地 段 也 会 过 到 更 强 有 力 的 抵抗 . 防守 的 指 探 员 也 有 一 个 癌 题 , 吐 一 个 地 
段 应 该 加 强 , 看 来 似乎 是 显然 的 ,应 该 不 异 晒 牲 其 次 的 地 段 来 得 到 加 强 最 关键 的 地 段 但 是 显然 
防守 的 指挥 员 面 临 的 问题 更 为 复杂 . 保密 是 要 害 . 如 果 他 做 的 恰好 就 是 敌人 希望 他 做 的 ,去 加 强 
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关键 地 段 ,这 不 会 对 敌人 有 利 蚂 ? 如 果 敌 人 知道 了 重要 地 段 防守 也 更 强 ,那么 他 会 不 会 不 进攻 
重要 地 段 ,而 进攻 较 弱 的 地 段 ,即使 突破 后 的 价 
值 较 小 , 仍 是 更 为 妥当 ? 如果 防守 者 因此 就 反 SD 
其 道 而 行 去 加 强 次 要 地 段 ,他 想 , 敌 方 避 强 就 4 
绊 ,使 得 次 要 地 段 更 易 受 到 进攻 ,他 不 想 给 对 方 。 外 ny 
有 机 可 乘 , 而 转 而 加 强 第 二 地 段 ? 然而 ,是 否 政 
方 并 未 聪明 到 如 此 地 步 ,以 至 它 仍然 进攻 原来 
的 地 段 达到 它 所 企图 的 突破 ? 
进攻 的 指挥 员 也 在 进行 同样 转 灾 曲折 的 算 托 斯 下 "中 的 对 策 论 ; 托 斯 卡 鞭 
计 . 他 是 否 由 于 第 一 地 段 更 像 是 会 受到 强烈 振 。”” 骗 并 刺 死 了 斯 卡尔 披 亚 ， 
抗 而 去 进攻 第 二 地段 ? 或 者 因为 敌 方 希望 他 避重就轻 而 应 该 仍然 进攻 第 一 地 段 
失望 之 下 ,进攻 的 指挥 员 请 对 策 论 专家 来 当 参谋 . 如 果 对 策 论 专家 要 帮助 他 ,将 军 必须 对 四 种 结 
局 的 每 一 种 都 指定 -- 个 数值 ;也 就 是 说 ,他 必须 (以 
相对 单位 ) 佑 计 每 种 结局 对 他 “ 值 " 多 少 . 他 所 指定 
的 数值 在 504 页 的 图 上 指出 , 对 策 论 专家 考 罕 了 这 
些 情 售后 ,对 将 军 参 谋 如 下 :* 掷 -- 颗 山子 . 如 果 是 
一 点 或 六 点 ,进攻 第 一 地 段 ,否则 进攻 第 二 地 段 .， 
如 果 防 守 指 挥 员 对 四 种 结局 指定 同样 的 值 (但 
是 带 相反 的 符号 ,因为 他 是 敌 方 ) ,那么 他 的 对 策 论 
专家 将 为 他 参谋 如 下 ,“ 扔 两 个 硬币 . 如 果 床 个 都 是 
正面 ,那么 加 强 第 一 地 段 ,否则 加 强 第 二 地 段 .” 
解 管 看 来 有 点 古怪 ,因为 我 们 想到 ,仅仅 是 对 于 完全 无 差别 的 一 些 事件 , 才 会 用 扔 硬币 来 作 
决策 . 肯定 人 们 有 时 用 扔 硬币 来 处 理 一 项 争论 ,但 是 我 们 决 不 会 认为 这 样 的 决策 是 理性 的 ,更 不 
会 去 雇 侧 一 位 专家 才 这 样 做 . 尽管 如 此 ,对 策 论 
专家 的 决策 不 但 是 理性 决策 ,并 且 也 是 在 这 样 的 bp CS | 
为 看 到 这 点 ,设想 玩 一 种 猜 钮 扣 的 游戏 . 你 ” ，, 
把 一 颗 钮 扣 放 在 手中 ,让 你 的 对 手 来 猜 你 的 哪 一 信介 
个 手中 有 钮 扣 . 如 各 他 猜 对 了 ,他 就 启 一 元 ;如 果 


环境 下 可 能 有 的 最 好 决策 . 
他 猜 错 了 ,他 就 输 一 元 . 在 一 系列 这 样 的 游戏 中 ， 托 斯 卡 和 卡 瓦 拉 多 齐 发 现 两 败 俱 伤 . 


斯 卡尔 披 亚 想到 即将 发 生 的 事 感 到 满足 . 
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什么 是 你 圳 钮 扣 的 最 好 策略 ? 你 将 一 定 不 会 每 次 都 选择 同一 个 手 ; 否 则 你 的 对 手 会 很 快 就 发 现 
这 点 . 你 也 不 能 轮流 藏 看 两 个 手中 ,否则 对 手 也 会 发 现 这 点 , 可 以 合理 地 断定 (也 可 以 数学 上 证 
明 ), 最 高 明 的 高 招 是 无 招 , 为 保证 这 一 点 的 最 好 的 办 法 就 是 放弃 你 作为 决策 者 的 角色 ,而 是 让 


但 然 性 来 代 蔡 你 决策 . 扔 硬币 作为 策略 指导 在 这 种 情形 下 并 非 链 而 走 险 ,而 是 理性 方针 . 
进攻 者 所 得 最 小 化 最 大 解 


进攻 指挥 员 (A) 和 防守 指挥 员 {D)} 之 间 的 二 人 零 和 对 策 被 概述 在 这 三 个 矩阵 中 ,其 中 淮 
也 不 掌握 指导 对 手 决策 的 信息 .第 一 个 指挥 员 可 选择 进攻 第 一 地 段 { A， } 或 第 二 地 段 ( As) . 左 


钾 的 乱 阵 指出 他 对 四 种 可 能 性 所 指派 的 值 . 第 二 个 指挥 员 可 选择 防守 地 段 .中 间 的 矩阵 指出 他 
指派 的 值 . 正如 在 每 个 矩阵 的 对 角 线 方块 中 的 数 所 指示 ,第 一 个 指挥 员 应 该 以 二 比 一 的 偶然 性 
来 决策 是 否 进攻 第 二 地 段 ; 对 于 防守 指挥 员 是 类 似 的 ,只 是 偶然 性 变 为 三 比 一 -这些 结果 组 合 
在 厂 面 的 逢 阵 中 ， 


在 钮 扣 游 戏 中 ,所 得 恰好 是 对 称 的 . 这 就 是 为 什么 决策 应 该 通过 扔 一 村 完美 的 硬币 来 做 . 如 果 
所 得 是 非 对 称 的 ,例如 当 钮 扣 在 右手 中 时 ,被 猜 中 的 可 能 性 更 大 ,那么 这 一 偏差 也 应 考 同 在 内 . 这 
将 反映 在 通过 一 枚 有 偏差 的 硬币 来 作 决 策 . 对 策 论 提 供 计 算 偏差 的 方法 来 最 大 化 长 其 期 望 增益 . 

进攻 者 的 对 策 论 专家 已 经 算出 ,如 果 进 攻 者 让 得 然 性 来 决策 ,那么 用 一 比 一 的 机 会 进攻 第 
二 地 段 是 最 好 的 机 会 . 这 就 意味 着 可 通过 掷 一 颗 有 四 面 不 是 一 和 六 的 假 子 ,来 决定 是 否 进 攻 第 
一 地段 . 这 是 进 攻 者 能 做 的 最 高 明 的 高 招 :来 对 付 防 守 者 能 做 的 最 高 明 的 高 招 . 防守 者 让 偶然 性 
决策 的 最 高 明 的 高 招 是 用 三 比 -一 的 机 会 来 防守 第 二 地 段 ， 这 里 对 策 论 并 未 对 每 一 特殊 情形 来 提 
出 最 好 策略 ,而 是 对 这 类 情形 提出 策略 的 混合 . 如 和 朱 两 位 指挥 员 对 同样 的 形势 相遇 许多 次 ,如 果 
这 两 个 人 都 按理 性 决策 ,这 些 决 策 就 使 他 们 两 人 中 的 每 一 个 都 得 到 他 们 可 能 得 到 的 最 大 收益 . 

在 这 一 点 上 人 们 可 以 持 异 议 : 对 实际 形势 的 结局 赋 以 数值 ， 即使 不 是 不 可 能 的 ,也 是 十 分 困 
难 的 ， 克 其 是 同样 的 形势 不 会 再 现 ,因而 长 期 期 望 增益 这 个 概念 是 没有 意义 的 这 类 反对 意见 是 
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卡 斯 特 公 司 和 珀 留 殉 斯 公司 托 斯 卡 的 所 得 :斯 卡尔 披 亚 的 所 得 


蛋 和 对 策 与 非 零 和 对 策 表 示 在 这 三 个 对 策 论 给 阵 中 .左面 的 逢 阵 是 文中 讨论 的 有 完全 信 
轧 的 二 人 零 和 对 策 的 短 阵 ,这 里 C 表示 卡 斯 托 , P 表示 甫 留 克 斯 , Y 表示 作 广告 Yesj,N 表 
示 不 作 {Nc} 矩 阵列 出 了 任何 决策 的 组 合 对 于 卡 斯 托 公司 的 结果 (以 百 万 元 计 }; 例 如, 如果 卡 
斯 特 公司 和 珀 留 克 斯 公司 都 做 广告 {C, 和 Py), 卡 斯 特 公司 损失 一 百 万 . 住 对 于 珀 留 克 新 公 
司 ,由 于 它 将 在 对 卡 斯 特 公司 的 影响 的 基础 上 来 决策 , 它 不 研究 自己 的 收 支 平衡 表 , 而 研究 对 
玫 的 ,这 是 一 笔 正 所 得 , 托 斯 卡 和 斯 卡尔 披 亚 处 于 非 零 和 对 策 { 也 已 在 文中 讨论 ) ,这 就 是 说 ,对 
于 一 方 的 增益 ,并 不 意味 着 另 一 方 的 损失 ,. 托 斯 卡 的 推理 路 线 可 以 由 中 间 的 矩阵 来 决定 ,如 果 
她 遵守 与 斯 卡尔 披 亚 的 协议 { xj 那么 当 他 违背 协议 ( So, 她 将 失去 一 切 ;如 果 她 刺 死 他 
(To) ,那么 她 的 增益 最 大 ,损失 最 小 ,如 条 他 们 互 相 都 违背 协议 ,那么 他 们 将 都 有 损失 ; 而 如 果 他 
们 都 遵守 协议 ,那么 他 们 将 都 有 增益 . 


相当 有 力 的 . 我 们 只 能 说 ,对 策 论 馆 今 为 止 承担 的 只 是 弄 清 策略 冲突 中 的 本 质 不 应 该 用 它 尚未 
进行 斌 究 的 事 来 苛求 于 它 , 从 下 面 叙述 中 可 以 看 到 ， 对 策 论 的 更 加 不 合 事宜 之 处 将 会 变 得 十 分 
明显 . 这 有 点 像 是 一 个 停 论 :对策 论 最 大 的 价值 正在 这 些 不 足 之 处 这 些 缺 点 清楚 地 表明 了 , 策 
略 思考 能 走 多 远 . 


在 即将 阐述 的 男 一 个 对 策 类 中 ,抉择 对 双方 都 是 公开 的 ;但 是 一 方 的 增益 并 不 意味 着 另 一 
方 的 损失 ,反之 亦 然 . 我 们 的 “ 非 零 和 ”对 策 是 一 个 情 徐 和 背 频 的 故事 在 普 奥 尼 * 的 歌剧 《 托 斯 
卡 ?中 "部 叔 斯 卡尔 披 亚 已 经 对 托 斯 卡 的 情人 卡 瓦 拉 多 齐 判处 死刑 ,但 是 提出 可 以 把 他 赦免 与 交 


* 译注 ;Giacome Puccini(1858 一 1924) ,意大利 作曲 家 . 他 创作 的 歌剧 名 蔷 除 * 托 斯 卡 }》 外 , 还 有 《蝴蝶 
夫人 人 》 尼 L 坪 兰 末 》 等 . 
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换 条 件 是 托 斯 卡 必须 委身 于 他 . 托 斯 卡 同意 了 ,协议 是 :斯 卡尔 披 亚 将 让 卡 瓦 拉 多 齐 将 经 受 一 这 
假 处 决 , 斯 卡尔 披 亚 和 托 斯 卡 互相 欺骗 了 对 方 . 托 斯 卡 是 在 斯 卡尔 披 亚 企图 拥抱 她 时 刺 死 了 他 ， 
而 他 也 没有 下 达 在 州 场 上 放空 枪 的 命令 . 

问题 在 于 是 否 双 方 互相 欺骗 对 彼此 都 有 最 大 的 好 处 . 我 们 必须 由 次 对 结局 赋 以 数值 ,并 考 
虑 每 个 结 必 对 于 托 斯 卡 ,以 及 对 于 斯 卡尔 披 亚 值 多 少 ( 见 505 页 右上 角 的 两 个 矩阵 }. 

这 些 值 间 然 是 任意 定 的 , 却 合 理 地 代表 了 形势. 如 果 谈 判 结 果 成 立 , 托 斯 卡 满足 于 她 的 铺 人 获 
救 而 岂 服 于 嫁 给 总 督 .斯 卡尔 披 亚 满足 于 占有 托 斯 卡 而 举行 婚礼 ,但 应 该 赴 免 他 痛恨 的 情敌 . 如 果 
托 斯 卡 刺杀 了 斯 卡尔 披 亚 并 与 她 的 情人 - -起 逃跑 ,她 将 赢得 最 多 (二 10) ,而 他 将 损失 最 多 (一 10); 
友之 ,斯 卡尔 披 亚 杀 了 托 斯 卡 的 情人 ,多 与 托 斯 卡 结 婚 ,那么 得 分 就 相反 . 当 双 方 互相 欺骗 对 方 时 ， 
则 两 败 俱 伤 ,但 损失 并 不 如 她 或 他 上 当 受 骗 那 么 大 . 例如 , 牌 死 的 斯 卡尔 披 亚 (我 们 设想 ) 会 想到 大 
幕 落下 前 托 斯 卡 扑 到 她 的 倒 地 的 情人 身上 ,并 发 现 他 已 经 中 弹 时 ,这 时 他 也 会 感到 某 种 满足 . 

现在 让 我 们 从 托 斯 卡 的 立场 来 作 决 策 :是 遵守 协议 还 是 欺骗 斯 卡尔 披 亚 . 托 斯 卡 对 斯 卡尔 
披 亚 的 诚实 不 抱 幻 想 . 但 其 她 不 能 肯定 他 将 做 什么 ,因而 她 想到 两 种 可 能 性 ;如 果 他 吕 守 协 议 ， 
我 最 好 还 是 刺 死 他 ,因为 我 这 样 做 ,我 将 得 到 卡 瓦 拉 多 齐 而 且 叫 斯 卡尔 披 亚 完蛋 ;如 果 我 不 这 样 
做 ,我 虽然 将 得 到 斯 卡尔 披 亚 但 是 卡 瓦 拉 多 齐 还 在 , 如 果 他 不 苯 守 协议 ,我 更 是 最 好 刺 死 他 , 这 
网 是 不 管 发 生 和 什么 事 ,我 都 要 获 驴 他 的 理由 . 

斯 卡尔 披 亚 的 推理 完全 是 沿 着 同样 的 思路 :如果 她 遵守 协议 ,我 最 好 是 欺骗 她 ,因为 我 这 样 
做 就 摆脱 了 卡 天 拉 多 齐 ; 如果 我 不 这 样 做 就 得 媒 变 他 的 存在 . 如 果 她 不 遵守 协议 ,我 更 愿意 看 到 
我 报 了 仇 , 因 此 ,死刑 必须 执行 . 

结局 是 我 们 所 看 到 的 , 托 斯 卡 和 和 斯 卡尔 披 亚都 得 了 一 5. 如 有 果 他 们 互相 信任 而 县 遵守 了 协 
议 , 每 人 原本 会 都 得 到 十 5. 


在 这 -~- 例 子 中 策略 思考 的 缺陷 变 得 很 明显 . 显然 ,如 果 想 在 冲突 形势 下 作出 最 好 决策 ,要 除 
了 计算 自身 的 得 失 , 还 需要 些 什 么 . 对 策 论 还 可 以 通过 引 人 联 盟 的 概念 来 令 人 满意 地 处 理 上 述 
问题 . 如 果 托 斯 卡 和 斯 卡尔 披 亚都 意识 到 ,两 者 都 遵守 协议 对 两 者 都 有 利 , 这 样 , 两 者 都 不 天 要 
成 为 牺牲 者 了 . 然而 ,联盟 又 会 带 来 它们 自身 的 烦恼 ,正如 在 下 一 个 例子 中 将 看 到 的 . 

甲乙 、 丙 三 人 分 钱 . 如 何 分 钱 的 办 法 将 通过 少数 服从 多 数 的 原则 来 决定 . 甲 , 乙 形成 联盟 ， 
同意 把 钱 在 他 们 两 人 间 平 分 ,而 把 两 排除 在 外 . 对 策 的 规则 允许 谈判 . 两 就 向 乙 建议 ,如 果 乙 改 
变 他 的 投票 ,把 甲 排挤 在 外 ,他 将 把 钱 的 百 分 之 六 于 分 给 乙 ， 中 当然 不 甘心 这 样 的 安排 ,他 又 向 
乙 建议 如 果 他 还 是 投票 揭 丙 排挤 在 外 ,他 将 分 给 乙 百 分 之 七 二. 忆 刚 要 庆幸 他 的 高 明 谈 判 技巧 
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在 三 个 人 之 间 分 钱 就 涉及 了 联盟 对 策 ; 分 法 由 少数 服从 多 数 的 原则 来 决定 , 甲 
和 乙 14 和 日 ) 形 成 排除 丙 ({C) 的 联盟 . 然后 ,两 (1C) 建 议 给 乙 187) 钱 的 百 分 之 60， 
如 此 等 等 .任何 分 法 都 内 在 地 不 稳定 ,因为 两 人 总 能 做 得 使 他 们 自己 比 第 三 者 好 ， 
而 两 人 可 以 推行 任何 分 法 .没有 一 种 对 策 论 策略 能 够 分 得 让 所 有 人 都 满意 . 


为 他 带 来 美好 前 景 , 忽 然 注意 到 甲 和 丙 正 在 一 个 角落 太 中 因 上 咕 . 己 是 个 聪明 人 ,马上 犹 到 他 们 在 
讨论 什么 . 他 想 得 不 错 , 他 们 在 讨论 既然 他 们 完全 有 能 力 把 乙 排 挤 出 去 ， 由 他 们 两 人 来 平分 秋 
多. 又 何必 思春 地 让 一 个 人 得 百 分 之 三 十 , 另 一 个 人 什么 也 得 不 到 ? 事实 上 ,他们 正在 这 样 做 ， 
现在 是 乙 向 甲 低 三 下 四 ,请 他 回 到 原来 的 立场 上 来 ,他 将 分 纵 甲 百 分 之 六 十 . 问题 在 于 ; 甲 基 否 
应 该 接受 这 一 建议 ? 

这 种 间 题 的 对 策 论 解 是 极为 累 装 的 ,我 们 不 需要 在 这 里 多 费 口 壬 ， 让 我 们 还 是 来 用 普通 语 
言 概述 对 策 论 方法 对 于 人 类 冲突 的 价值 和 局 限 . 

对 策 论 的 价值 并 不 在 于 它 对 高 度 简化 和 理想 化 的 情况 所 提供 的 特殊 的 解 ;这 种 解 可 能 在 形 
式 化 的 对 策 中 发 生 , 但 是 不 大 可 能 在 现实 生活 中 发 生 . 尤其 基 , 它 的 首要 价值 在 于 揭露 在 不 同 种 
类 的 冲突 中 应 该 用 不 同 种 类 的 推理 . 

让 我 们 回 到 我 们 的 例子 ,并 对 它们 进行 比较 . 由 卡 斯 托 公司 和 珀 留 克 斯 公司 所 作 的 决策 一 
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清二 楚 ,他 们 基 十 他 们 人 掌握 的 知识 作出 最 好 决策 . 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ,两 个 公司 都 用 最 小 一 最 
大 原理 来 作 指 导 : 在 最 坏 结 局 中 选取 最 好 结 疝 . 当 两 和 者 选取 最 小 一 最 大 , 则 没有 一 个 三 商 可 以 
改善 它们 的 处 境 . 只 要 山 个 总 经 理 之 一 不 选取 这 样 的 决策 ,他 将 明显 处 于 不 利 地 位 , 军事 秘密 
的 例子 中 引进 本 一 个 随机 因素 来 迷惑 柄 人 ,这 样 就 带 来 不 同 种 类 的 推理 , 这 样 的 推理 对 于 卡 斯 
托 公司 和 珀 留 克 斯 公司 的 例 了 是 于 用 的 ,因为 在 它们 的 情形 下 ,它们 互相 都 知道 对 方 应 该 作 的 
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对 策 论 的 军事 应 用 中 的 最 小 值 


最 好 决策 :而 一 方 是 知道 这 件 事 对 另 一 廊 
来 说 全 无 影响 . 这 两 种 形势 之 间 的 区 别 对 
于 对 策 论 专家 来 说 是 一 目 了 然 的 .在 第 一 
种 情形 下 ,一 个 局 中 人 的 最 小 一 最 大 选择 
也 是 男 一 个 局 中 人 的 最 小 -… 最 大 选择 ,而 
在 第 二 种 情形 下 并 非 如 此 . 

考虑 托 斯 卡 - 斯 卡尔 披 亚 对 策 . 这 里 
双方 都 有 同样 的 最 小 一 最 大 选择 ,而 事实 
上 ,他 们 也 正 是 这 样 选择 的 . 结局 是 两 败 
候 伤 . 为 什么 会 如 此 ? 答案 对 于 对 策 论 专 
家 来 说 还 是 明显 的 . 托 斯 卡 和 斯 卡尔 披 亚 
在 进行 对 策 时 闻 为 这 是 一 个 零 和 对 策 , 其 


中 一 方太 得 的 必定 是 另 一 方 损失 的 . 如 果 我 们 考察 双方 得 失 ,就 会 发 现 并 非 如 此 . 双方 都 可 以 通 
过 把 他 们 的 最 小 -最 大 解 改 为 联盟 解 来 改进 他 们 的 所 得 (遵守 协议 ,各 得 十 5). 如 果 冲 突 中 的 双 
方 的 利益 总 是 可 以 通过 形成 和 保持 真正 的 联盟 来 得 到 ,生活 将 是 单纯 的 . 但 是 折磨 甲乙 .两 的 


两 难 又 打破 了 我 们 的 这 种 希望 , 更 兆 
其 是 , 托 斯 卡 - 斯 卡尔 披 亚 对 策 和 分 
铁 对 策 揭示 ,基于 算计 自我 利益 的 决 
策 会 导致 灾难 . 

无 论 对 策 论 导致 一 清二 楚 的 解 、 
模糊 的 解 还 是 无 济 于 事 的 解 , 它 都 达 


eT 


一 


ee 


到 了 一 个 目的 . 在 引起 利益 冲突 的 间 一 一 一 一 皮 污 、 ，，， 


题 中 引进 逻辑 和 数学 技巧 ,对策 论 给 


ee 


* 译注 : 原 书 误 为 “选取 这 样 的 决策 ”. 


最 小 值 
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大 们 一 个 机 会 把 掌握 冲突 从 斗争 的 水 平 提高 到 对 策 的 水 平 , 其 中 斗争 水 平 是 指 智力 被 激情 所 蒙 
项 ,对 策 水 平 是 指 有 机 会 来 发 挥 智力 . 这 就 其 自身 来 说 ,已 经 算是 不 差 的 成 功 ,但 这 还 不 是 最 重 
要 的 . 对 策 论 的 最 重要 的 成 就 ,以 本 人 之 见 , 是 对 策 论 分 析 揭 示 了 它 自身 的 局 限 性 , 因为 这 一 负 
面 远 没 有 如 其 正面 那样 被 人 理解 ,进一步 探讨 将 是 有 益 的 . 

对 策 论 对 于 决策 和 社会 科学 的 重要 性 可 以 从 科学 史 的 角度 来 更 好 地 理解 . 科学 家 已 经 能 够 
避免 浪费 许多 无 效 的 努力 ,因为 科学 的 真正 基础 在 于 对 什么 是 不 能 做 的 作出 明确 的 陈述 . 例如 ， 
热力 学 指出 , 永 动机 是 不 可 能 的 . 生物 学 的 原理 肯定 自发 生成 生命 和 后 天 获得 的 特征 遗传 都 是 
不 可 能 的 ; 测 不 准 原理 对 某 些 同时 进行 的 测量 的 精度 设置 了 绝对 的 极限 ;伟大 的 数学 发 现 已 经 
揭示 求解 某 些 问 题 的 不 可 能 性. 

这 些 不 可 能 性 中 的 绝对 ,并 非 是 绝对 地 绝对 ,而 仅仅 是 在 某 些 特殊 的 背景 条 件 下 的 绝对 . 科 
学 的 进展 就 是 把 这 些 背 景 一 般 化 . 这 样 ,机 械 能 守 便 可 以 通过 把 能 量 的 其 他 到 起 转换 为 机 械 能 
来 绕 过 . 较 简单 的 守恒 律 被 违背 ,但 是 它 又 在 更 一 般 的 热力 学 的 框架 中 重建 . 在 这 一 形式 下 它 还 
可 能 被 违背 ,但 是 又 在 更 宽广 的 王 一 mc: 的 框架 中 重建 . 三 等 分 -- 角 可 以 机 械 地 用 比 圆规 直 尺 更 
复杂 的 工具 来 完成 . 生命 大 概 可 以 合成 ,但 是 并 非 以 腐肉 生 蛆 的 方式 ;后 天 获得 的 特征 大 概 也 可 
以 由 基因 遗传 ,而 不 表 通 过 肌 次 贸 炼 ， 
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有 鞍点 的 二 人 零 和 形势 的 中 策略 思考 无 鞍点 的 二 人 零 和 形势 中 的 策略 思考 
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二 人 非 零 和 形势 中 的 策 路 息 考 有 联盟 的 三 人 常 和 形势 中 的 策略 思考 


$10 V ,数学 的 意义 


科学 的 否定 裁决 时 常 伴随 着 肯定 附加 条 款 . 那么 ,科学 赋予 的 力量 就 在 于 知道 什么 是 不 能 
做 的 ,而 这 又 芍 含 着 什么 是 能 够 做 的 以 及 需要 什么 才能 做 成 它 ， 

我 们 由 对 策 论 导出 的 知识 也 有 同样 的 性 质 . 由 最 简单 的 对 策 类 型 出 发 ,例如 从 有 鞍点 的 二 
人 零 和 对 策 出 发 ,我 们 从 对 策 论 分 析 懂 得, 这样 的 对 策 缚 局 是 事先 就 定 的 . 这 就 导出 不 可 能 性 裁 
决 :任何 人 都 不 可 能 比 最 好 做 得 更 好 . 一 旦 这 些 最 好 已 经 发 现 ,再 去 进行 这 样 的 对 策 就 不 必要 
了 . 如 果 战 争 是 有 通 点 的 二 人 零 和 对 策 ,那么 每 次 战争 的 结局 都 可 事先 可 信 地 进行 计算 ,而 性 就 
不 用 打 了 (“之 所 以 需要 打 屋 是 因为 战争 不 是 有 远 点 的 二 人 零 和 对 策 ” 的 结论 可 没 保证 1). 

现在 考察 无 鞍点 的 二 人 零 和 对 策 ,我 们 就 又 达到 另 一 个 不 可 能 性 裁决 :在 这 样 的 对 策 中 不 
可 能 定 出 最 好 策 咯 . 然而 , 定 出 许多 策略 的 最 好 的 湿 合 还 是 可 能 的 . 策略 混合 的 意义 以 及 运用 它 
的 好 处 只 能 在 一 定 的 上 下 文中 来 理解 , 即 在 期 望 收益 的 意义 下 来 理解 . 这 点 转 而 要 求 我 们 关于 
人 刷 好 的 观念 要 有 一 定 的 明确 性 . 在 一 个 鞍点 对 策 中 选取 最 好 策略 只 要 对 于 可 能 的 结局 按 偏好 来 
排队 即 可 .而 为 选取 最 好 策略 混合 则 必须 对 我 们 的 偏好 指定 一 个 区 间 范 围 , 就 像 指 定 温度 的 范 
十 都 样 - 不 作出 这 一 更 为 精确 的 偏好 定量 化 ,就 不 能 在 无 鞍点 的 对 策 框架 中 作出 理性 决策 . 

我 经 常 想 知道 ,究竟 有 多 少 已 经 “卖身 ”给 对 策 论 的 决策 者 已 经 懂得 这 最 后 一 条 不 可 能 性 裁 
次 ,就 清楚 明确 而 言 , 这 个 裁决 并 不 亚 于 用 经 典 工具 来 作 一 个 与 圆 等 面积 的 正方 形 的 不 可 能 裁 
次 .关于 热 战 和 冷战 是 如 何 可 以 “对 策 ”, 我 已 经 看 到 许多 研究 方案 和 听 到 长 时 间 的 讨论 . 一 日 使 
热 战 和 冷战 成 为 零 和 对 策 ( 它 们 不 是 10) ,结局 的 “效用 ”的 定 值 就 必须 在 一 个 区 间 上 来 进行 . 问题 
就 在 于 此 . 当然 ,这 个 问题 可 以 绕 过 ,效用 的 定 值 可 以 这 样 那样 地 来 做 ,使 得 我 们 可 以 尽快 运用 
对 策 论 : 这 是 最 为 可 笑 的 事 . 基于 任意 假定 的 结果 ,难道 会 有 用 吗 ? 

这 还 不 是 全 部 . 使 人 类 伤 透 脑筋 的 最 重要 的 冲突 完全 不 能 归 人 二 人 有 零 和 对 策 . 托 斯 卡 -斯 卡 
尔 披 亚 对 策 和 甲 . 乙 .再 对 策 都 是 人 类 冲突 的 更 为 现实 的 模型 ;这 种 冲突 犹如 戏剧 ,其 中 个 体 为 
利益 所 驱动 而 最 后 又 归于 痛苦 , 在 这 种 对 策 中 ; 既 无 纯 策略 也 无 混合 策略 能 在 对 策 的 约束 下 保 
证 最 大 所 得 的 意义 下 最 好 ， 没有 什么 论点 可 个 别 地 说 服 托 斯 卡 或 斯 卡尔 披 亚 ,使 他 们 相信 遵守 
协议 比 两 败 俱 伤 要 好 . 只 有 同时 对 二 人 解说 才 有 力量 . 只 有 集体 的 理性 才能 帮助 他 们 避免 陷 人 
两 败 俱 伤 . 

与 此 相 类 似 , 我 们 无 法 告诉 甲乙、 两 怎样 行动 使 自己 好 处 最 大 . 我 们 只 能 告诉 他 们 应 该 按照 
某 些 已 存在 的 社会 规范 来 合作 解决 事端 (例如 ,他 们 可 以 各 取 百 分 之 33, 剩 下 一 份 捐 给 丈 善 事业 ). 

在 多 于 两 个 局 中 人 的 对 策 中 的 社会 规范 的 作用 并 未 被 汉 。 诺 依 曼 和 摩根 斯 特 恩 所 忽视 . 诚 
实 、 社 会 实 任 和 高 尚 情操 自 人 类 有 史 以 来 就 已 经 被 蜀 人 们 所 提出 . 然而 ,对 策 论 向 我 们 给 出 这 些 
事 喘 的 男 一 侧面 , 它 指出 ,以 对 第 论 为 出 发 点 来 对 冲突 作 “ 精 明 ” 分 析 会 如 何 走向 死 硼 向 ;两 难 的 
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结论 是 如 何不 可 能 避免 ,除非 在 其 他 背景 下 重新 审视 形势 ,以 及 引进 另外 的 超 对 策 论 概念 . 这 
伴 , 了解 对 策 论 的 这 些 侧 面 就 能 揭露 ,扑克 博弈 并 非 是 冲突 的 最 一 般 的 或 者 最 精巧 的 模型 ,也 不 
是 最 有 应 用 的 ,但 是 许多 职业 战略 家 却 暗 里 是 这 样 想 的 . 


一 
< 下 


1 


为 解决 冲突 ,互相 交流 是 一 个 前 提 ， 

如 有 果 我 们 追随 对 策 论 使 它 有 不 产生 基本 的 悖 论 的 陈述 , 它 告 诉 我 们 ,为 了 能 把 智慧 用 于 人 
类 冲突 的 科学 ,什么 是 我 们 必须 要 敌 的 事 . 为 科学 地 分 析 冲 突 , 我 们 必须 能 同意 相对 价值 (为 效 
用 定 值 ). 然后 ,我 们 必须 学 会 有 润 察 力 ( 估 计 对 方 的 效用 定 值 )， 再 进一步 是 ,为 了 研究 这 样 形式 
企 了 的 冲突 ,我们 必须 能 够 交流 (给 对 方 一 个 可 信赖 的 指示 ,我 们 是 如 何 为 结局 的 效用 定 值 的 ) 
有 了 时 ,我 们 必须 懂得 信任 的 意义 ,否则 我 们 与 我 们 的 对 手 就 会 不 可 避免 地 像 托 斯 卡 -斯 卡尔 撤 亚 
类 型 的 对 策 中 那样 同 遭 损害 . 有 时 ,我 们 必须 能 够 说 服 对 方 ,他 应 该 遵照 某 些 规则 行事 ,或 者 叫 
他 玩 另 一 种 游戏 . 为 说 服 对 方 ,我 们 必须 让 他 倾听 我 们 , 面 若 我 们 自己 不 听 他 的 ,这 通常 是 不 可 
能 做 的 ， 十 比 ,我 们 必须 学 会 在 最 广泛 的 倾听 意义 下 来 倾听 ,就 是 暂时 采取 对 方 对 世界 的 总 的 看 
法 ,因为 只 有 这 样 , 我 们 才能 听 仅 他 在 说 什么 . 

所 有 这 些 技 巧 都 是 智 正 而 非 诀 窒 . 很 可 能 ,如 果 我 们 有 了 必要 的 智慧 , 则 许多 冲突 ,策略 专 
家 以 自己 专业 的 热情 坚持 认为 是 技巧 的 战 半 ( 莫 至 更 糟 , 看 成 是 意志 之 争 }, 都 可 以 按 自 己 的 协 
议 而 得 到 解决 . 


Am 


男 一 个 前 提 是 乔 清 结局 的 效用 是 什么 . 
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通讯 的 数 屯 
讯 的 数学 
华 伦 。 书 弗 东 [Warren Weaver),1949 年 7 月 号 


以 手 ,邮政 . 电 报 或 任意 其 他 方式 传递 一 一 这 些 都 是 通讯 的 明显 的 .通常 的 方式 , 但 还 
有 其 他 方式 :点 点 头 ,; 既 皮 眼 , 从 林 里 的 训 声 ,银屏 上 的 手势 ,信号灯 的 内 光 , 一 段 音 乐 
使 入 忆 起 往事 ,沙漠 空中 一 缕 烟 , 芭 萝 的 动作 和 造型 一 一 这 些 也 都 是 人 用 来 传达 思想 的 手段 . 
事实 上 ,通讯 一 词 在 这 里 是 用 于 一 种 非常 广泛 的 意义 ;包括 了 一 个 人 的 意念 可 以 影响 另 一 
个 人 的 一 切 过 程 . 虽然 这 个 词 时 常 特 指 语言 的 通讯 ,但 实际 上 所 说 的 一 切 都 同样 可 用 于 音乐 ,图 
像 和 许 许多 名 传递 信息 的 方法 . 
通讯 中 有 三 个 层次 的 问题 1) 技术 层次 ,2} 语 义 层次 ,以 及 3) 影响 力 层 次 . 
技术 层次 的 问题 注意 的 是 信息 由 发 信者 传输 到 收 信者 的 准确 性 . 这 是 一 切 形式 的 通讯 生来 
就 有 的 问题 ,不 论 是 用 一 组 离散 的 符号 (如 书面 语言 ) ,或 用 连续 变化 的 信号 (如 用 电话 或 无 线 电 


人 sme 用 口语 ,或 直接 谈话 或 用 电话 .无线电 交谈 :用 手写 或 印刷 的 文字 ， 


发 射 来 传送 声音 或 音乐 ) ,或 用 二 维 图 样 (如 电视 ) 作 通讯 都 有 这 个 问题 . 


语义 层次 的 问题 注意 收 信者 对 意义 的 解释 与 发 信者 想 传达 的 意义 的 比较 . 这 是 一 个 很 深刻 
而 且 复杂 的 情况 ,甚至 在 处 理 相 对 简单 的 通过 语言 的 通讯 问题 中 也 是 这 样 的 . 例如 ,如 果 怀 疑义 
先生 并 没有 了 昕 慌 Y 先生 所 说 的 话 ,那么 ,7 先生 如 果 就 这 样 下 去 与 蕊 先生 再 谈 下 去 , 则 在 任意 有 
了 县 长 时 间 里 ,也 不 可 能 把 情况 完全 弄 清楚 . 如 果 YY 先生 说 , “您 现在 听 懂 了 吗 ?” 而 多 先生 回答 ， 
“确实 懂 了 ”, 这 并 不 一 定 证 实 已 达到 了 理解 , 可 能 恰好 是 X 先生 连 问 题 也 没有 听 懂 . 如 果 换 一 种 
语言 问 *Cgy pan mnie rogumie?”, 也 换 一 种 语言 回答 “Hai, wahkate imasu. ”, 这 就 有 些 可 筑 了 ， 
在 语言 通讯 这 个 有 限 的 领域 内 ,可 以 用 “解释 ”来 把 困难 减 小 到 可 以 容忍 的 大 小 ,但 永 不 能 完全 
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消除 . “解释 "永远 只 能 是 对 被 解释 的 思 棚 的 近似 ,如 果 用 某 种 语言 来 表述 这 种 解释 ,而 这 种 语言 
过 去 已 在 使 用 中 合理 地 卉 清楚 了 ,这 种 解释 可 以 使 人 理解 .例如 ,不 用 多 少时 间 就 可 以 在 任何 一 
种 语言 中 ,理解 “yes”( 葛 圭 : 是 ) 这 个 符号 的 意义 . 

影 啊 力 ,也 就 是 有 效 性 层次 的 问题 ,注意 的 是 ,向 收 信者 传达 的 意义 能 天 成 功 地 使 他 的 行为 
如 所 期 望 . 入 看 起 来 ,认为 所 有 通讯 的 目的 就 是 影响 收 信 人 的 行为 ,这 似乎 过 于 狭隘 . 但 若 对 行 
为 合理 地 较 广 泛 地 定义 , 则 很 清楚 ,通讯 要 不 能 影响 行为 ,就 是 没有 可 辨别 可 证 实 的 效果 ， 

大 们 可 能 会 以 为 技术 问题 只 涉及 通讯 系统 的 良好 设计 的 工程 细节 ,而 语义 与 影响 力 问题 包 
括 了 通讯 的 一 般 问 题 的 几乎 全 部 哲学 内 容 . 为 了 说 明 情 况 并 不 如 此 ,我 们 现在 必须 考查 通讯 的 
数学 理论 中 近来 的 一 些 重要 工作 . 

通讯 的 数学 理论 并 非 全 新 的 理论 , 数学 家 汉 “ 庶 依 曼 (John von Neumann) 就 指出 过 , 奥 地 
利 物 理学 家 波 尔 芯 曼 (Ludwig Boltzmann) 就 提出 过 ,统计 力学 的 某 些 概念 可 用 于 信息 的 概念 . 
为 一 些 科学 家 ,突出 的 如 麻 省 理工 学 院 的 维 纳 (Norbert Wiener) ,作出 了 深刻 的 贡献 . 下 面 要 报 
告 的 工作 属于 贝尔 电话 实验 室 的 香农 CClaude Shannon), 其 前 驱 是 同一 机 构 中 豪 诸 斯 特 ( 了 HL， 
Nyquist) 和 险 特 利 (R. V. L. Hartley) 的 工作 . 这 个 工作 初 看 起 来 只 适用 于 工程 问题 ,但 其 实意 义 
更 为 广泛 . 首先 ,语义 和 影响 力 不 可 避免 地 受 限 于 符号 传输 的 准确 性 的 理论 极限 , 更 值得 注意 的 
是 ,技术 问题 的 理论 分 析 表 明 , 它 与 语义 和 有 效 性 问题 互相 重 沈 的 程度 超过 人 们 的 预想 . 

信息 系统 可 以 用 符号 图 示 如 下 图 . 信 源 从 一 组 可 能 的 消息 中 选 出 一 个 (以 后 会 看 到 ,这 是 一 
个 特别 重要 的 功能 ). 发 送 机 把 这 个 信件 变 研一 个 信和 号 并 沿 一 个 信道 传送 给 接收 机 . 

| 信 滨 ] [发 关机 "| 信 表 -| 瑟 收 村] [目的 二 
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噪声 源 
通讯 系统 可 以 化 为 这 些 基本 成 分 . 在 电话 中 ,信号 是 变动 的 电流 ,信道 则 是 导线 , 在 语言 


PP 有 


中 ,信号 则 是 变动 的 声 压 , 信道 则 是 空气 . 信 源 有 时 会 把 并 不 露 训 的 东西 摊 到 信号 中 来 . 无线 电 
的 静电 干扰 是 一 例子 ; 电话 声音 的 失真 又 是 一 个 例子 . 所 有 这 些 摊 进 来 的 都 可 以 叫做 曲 声 ， 


接收 机 是 基 种 逆 发 送 机 , 它 把 传 来 的 信和 号 又 变 回 为 一 个 消息 ,并 将 此 消息 送 到 自 的 地 , 当 我 
与 您 谈话 时 ,我 的 脑 就 是 信 源 ,您 的 脑 则 是 目的 地 ， 我 的 发 音 系统 是 发 送 机 ,您 的 耳 和 第 八神 经 
则 是 接收 机 . 

在 传输 信和 号 过 程 中 ,很 不 幸 ,其 特征 就 是 信 源 所 不 想 发 送 的 东西 会 加 到 信和 号 中 二 . 这 种 不 想 
要 的 加 进去 的 东 王 可 以 是 声音 的 失真 (例如 在 电话 中 ) ,静电 干扰 (无 线 申 )， 图 像 形状 和 扭曲 变 
形 ( 电 说) ,或 传送 中 的 错误 (电报 或 传真 ). 所 有 这 种 信息 的 变化 都 称 为 噪声 . 
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在 研究 通讯 系统 时 ,要 研究 信息 量 ,通讯 信道 的 容量 ,把 消息 变 成 信号 时 所 用 的 编码 过 程 以 
及 噪声 的 效应 ， 

首先 要 型 清楚 “信息 "这 个 词 理 这 个 理论 中 的 奇怪 用 法 : 它 有 特殊 的 会意 而 忽 不 要 与 “意义 ” 
混 清 起 来 . 令 人 队 惊 但 量 人 确实 居 真 的 ,从 现在 的 观点 看 来 ,两 个 消息 ,一 个 有 丰富 内 容 , 努 一 个 纯 
属 衣 说 ,就 信息 而 言 可 能 是 等 价 的 . 

事实 上 .在 这 个 新 理论 中 ,信息 一 词 与 其 说 是 讲 的 你 确实 说 了 什么 ,不 如 说 是 讲 的 你 可 能 说 
些 什 么 . 就 是 说 ,信息 就 是 你 选择 一 个 消息 的 自由 程度 的 一 种 量度 , 一 种 很 基本 的 情况 是 ,必须 
由 两 个 消 电 择 一 ,如 果 是 这 样 , 那 就 规定 说 这 种 情况 下 的 信息 为 1. 信息 的 概念 并 不 是 用 于 个 别 
的 消息 ,“ 意 义 ” 的 概念 才 是 ;信息 这 个 概念 说 的 是 某 一 种 情况 的 整体 ,单位 信息 就 是 指 在 此 和 情况 
下 有 一 定 程度 的 选择 自由 , 即 选 择 一 个 消息 的 自由 ,而 把 上 述 人 情况 规定 为 标准 的 或 单位 的 信息 
量 . 在 这 个 情况 下 必须 从 其 中 择 一 的 两 个 消息 可 以 是 随便 什么 东西 . 例如 一 个 可 以 是 詹 姆 士 王 
朝 版 本 的 圣经 , 另 一 个 则 是 “yes”, 

迄今 为 止 我 们 所 讲 的 都 只 是 人 为 的 简单 情况 , 即 信 源 只 能 从 几 个 确定 的 消息 中 择 一 ,好 像 
一 个 人 只 能 从 几 种 标准 的 祝贺 生日 礼仪 电报 中 选取 一 种 一 样 , 更 自然 也 更 重要 的 情况 是 信 滤 可 
以 从 一 组 基本 的 符号 中 作 一 系列 选择 ,这 样 选 出 来 的 系列 就 构成 一 个 消息 . 

在 消息 的 生成 中 概率 显然 起 了 主要 作用 ,而 后 继 符 号 的 选择 又 依赖 于 以 前 的 选择 . 如 果 我 
们 讨论 英语 的 语言 ,而 上 一 个 选择 是 冠 词 “the”, 则 下 一 个 字 仍 然 是 答 词 或 者 旦 动 名 词 形 动词 以 
外 的 动词 形式 ,这 概率 是 很 小 的 , 紧 接 着 "in the event” 后 ;下 一 个 词 是 "that” 的 概率 是 相当 高 的 ， 
而 是 "elephant” 的 概率 就 很 低 了 , 类 似 地 ， 出 现 “Constantinople fishing nasty pink” 这 样 一 串 词 的 
概率 是 很 低 的 ， 顺便 提 一 下 ,概率 意 低 却 不 是 零 , 因 为 完全 可 能 想 出 一段 话 , 上 一 旬 以 “Constan- 
tiople fishing "结尾 ,下 一 句 以 “Nasty pink" 开 头 ,( 我 们 顺便 还 可 看 到 ;所 讨论 的 这 :上 捉 字 确实 出 
现在 一 个 很 好 的 多 子 里 , 即 上 面 * 类 似 地 ,…… 很 低 的 ”这 一 句 话 . 

事实 上 , 竺 农 曾经 证 明了 ,如 果 把 随 栅 选 出 的 字母 或 词 仅 按 概率 的 考虑 排 成 一 列 , 则 它们 更 
倾向 于 成 为 有 意义 的 词 或 句 ( 见 518 页 的 图 ). 

现在 四 到 信息 的 概念 .对 信息 的 度量 应 该 有 自然 的 要 求 , 面 符合 这 些 要 求 的 量 只 有 -个 , 恰 
好 就 是 热力 学 中 称 为 粹 的 量 , 它 是 随机 性 的 程度 . 在 玩 牌 的 时 候 , 你 如 果 高 兴 , 也 可 以 说 痛 就 是 
把 牌 “ 洗 义 ”* 了 的 程度 . 它 可 以 用 所 涉及 的 种 种 概率 来 表述 . 

对 于 党 过 物理 的 人 ,一 个 如 炉 一 样 的 表达 式 会 出 现在 通讯 理论 中 作为 信息 的 度量 是 最 信 得 
注意 的 . 粹 的 概念 是 德国 物理 学 家 克 劳 修 斯 (Rudolf Clauslus) 100 儿 年 前 引 作 的 ,与 波 尔 芯 曼 有 
密切 关系 ,耶鲁 大 学 的 过 布 斯 (Willard Gibbs) 在 他 关于 统计 力学 的 经 典 著作 中 大 大 加 深 了 它 的 
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意义 . 炉 是 如 此 基本 而 无 处 不 在 的 概念 ,所 以 爱 丁 顿 (Sir Arthur Eddington) 说 :" 炉 增 定 律 , 即 热 
力学 第 二 定律 ,我 认为 在 大 自然 的 诸 定 律 中 ,有 至 高 无 上 的 地 位 .” 

所 以 人 们 在 通讯 理论 中 遇 到 了 灶 , 本 应 十 分 油 动 . 只 要 记 住 信息 就 是 我 们 构成 消息 时 进行 
选择 的 自由 度 , 则 信息 应 以 炉 为 度量 毕竟 是 自然 的 . 所 以 谈 到 信 源 时 可 以 和 讲 到 热力 学 系统 时 
一 样 , 说 它 是 “高 度 组 织 化 的 ”, 说 它 “ 没 有 很 大 的 随机 性 或 可 选择 性 一 一 即 是 说 ,信息 或 炉 很 
低 ”. 

我 们 必须 记 住 ,在 通讯 的 数学 理论 中 我 们 关心 的 并 不 是 个 别 消息 的 意义 ,而 是 信 源 的 统计 
本 性 , 所 以 我 们 不 应 该 奇怪 ,通讯 信道 的 容量 是 以 它 能 传送 的 信息 量 来 描述 的 ,说 得 更 清楚 些 ， 
是 以 它 传送 某 一 已 知 信 源 生成 的 东西 的 能 力 来 描述 的 . 

发 送 机 下 取 一 书面 消息 ,并 用 某 种 代码 把 此 消息 译 编 为 一 串 数 字 , 再 把 这 些 数字 作为 信和 号 
从 信道 上 传 出 去 , 所 以 我 们 一 般 地 说 发 送 机 把 一 个 信件 编码 ,接受 机 则 译 码 . 通讯 理论 则 对 很 精 
巧 的 发 送 机 或 接收 机 都 提供 例如 “存储 ”之 类 的 东西 ,这 样 , 它 对 信件 中 某 一 符 导 的 编码 的 方法 
不 仅 依 赖 于 这 个 符号 本 身 , 而 且 还 依赖 和 于 这 消息 前 面 的 符号 及 其 编码 方式 ， 

现在 我 们 可 以 来 陈述 无 噪声 通道 传送 离散 符号 的 基本 定理 了 . 这 个 定理 讲 的 是 一 个 能 力 为 
每 秒 ( 个 单位 的 通讯 信道 ,从 一 个 能 力 为 每 秒 H 个 单位 的 信和 号 源 接 收 信 和 号 得 到 信息 . 这 定理 
说 ,者 发 送 机 有 适当 的 编码 程序 , 则 它 可 以 用 每 秒 接近 C/H 的 速率 传输 信和 号 ,但 不 论 代码 多 么 
灵巧 ,速率 也 不 可 能 超过 C/H. 

肤浅 地 看 ,例如 把 它 与 变压器 与 电路 阻抗 的 匹配 作 粗略 的 类 比 . 会 认为 这 个 类 比 是 很 自然 
的 ,虽然 肯定 也 是 很 漂亮 的 , 即 认为 这 定理 讲 的 是 信 源 与 信道 的 统计 特征 的 匹配 问题 . 但 是 如 果 
对 于 此 定理 可 以 适用 的 众多 情况 之 一 作 详 尽 的 考查 ,就 会 认识 到 这 个 理论 是 多 么 深刻 而 有 力 . 

保 声 怎样 影响 信息 呢 ? 我 们 始终 要 记 住 ,信息 就 是 选择 消息 的 自由 的 度量 , 选择 的 自由 度 
越 大 ,选中 某 一 特定 消息 的 不 定 度 也 越 大 , 所 以 ,更 大 的 选择 自 由 度 , 更 大 的 不 定 度 以 及 更 大 的 
信息 ,三 者 总 是 结伴 面 行 的 . 

着 有 了 虽 声 , 则 收 到 的 消息 中 就 会 包含 一 些 财 变 ,一 些 错误 ,一 些 题 外 的 东西 ,这 肯定 会 增 
加 个 定 度 . 但 车 不 定 度 增加 了 , 则 信息 也 会 增加 ,上 听 超 来 似乎 噪声 还 是 有 益 的 | 

确实 当 有 噪声 存在 时 ,接受 到 的 信号 是 从 一 个 变化 较 大 的 信号 集中 选取 的 ,此 集中 的 信息 
有 一 些 是 发 信人 原来 不 打算 发 出 的 . 注意 ,这 里 的 “信息 ”一 词 是 在 很 特殊 的 意义 下 使 用 的 , 即 是 
选择 的 自由 程度 的 度量 ,因而 究竟 如 何 选择 是 有 不 定 度 的 ,不 记 住 这 一 点 就 会 沙 人 语义 的 陷 旱 
这 里 的 情况 就 是 一 个 漂亮 的 例子 . 由 于 发 信人 选择 的 自由 性 而 产生 的 不 定 度 ,其 实 是 一 种 值得 
欢迎 的 不 定 度 . 由 于 错误 或 只 声 而 产生 的 不 定 度 贴 是 不 值得 欢迎 的 不 定 度 . 要 从 收 独 的 信和 肝 中 
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得 到 有 用 的 信息 ,就 要 除去 其 中 虚假 的 部 分 . 这 一 点 在 理论 上 是 可 以 做 到 的 ,方法 是 建立 一 个 称 
为 “上阵 上 昧 性 ”(equivocation) 的 量 , 即 指 由 唆 声 引起 的 疑义 的 程度 . 然后 则 把 前 面 关 于 无 噪声 信道 
的 定义 细 化 .推广 ,从 而 定义 有 噪声 道 的 容量 为 :有 用 信息 ( 即 全 部 不 定 度 减 去 噪声 不 定 度 ) 在 此 
信道 上 传输 的 最 大 速率 . 

现在 我 们 可 以 最 终 提 出 整个 通讯 理论 的 伟大 的 中 心 定理 了 . 设 容量 为 C 的 有 噪声 信道 从 一 
个 炉 为 百 的 信 源 中 得 到 信息 , 炉 相 当 于 源 中 可 能 的 消息 的 数目 , 若 信道 容量 C 等 于 或 大 于 H， 
则 只 要 有 适当 的 代码 系统 ,从 这 个 信 源 输出 的 信息 都 可 以 由 此 通道 传输 ,其 误差 可 以 任意 小 . 但 
各 信道 容量 蕊 小 于 信和 源 的 11, 刘 不 可 能 找到 一 种 代码 使 出 现 错误 的 频 度 小 到 如 人 所 需 . 

不 论 编 码 过 程 多 么 巧妙 ,在 收 到 信号 后 对 于 消息 究竟 是 什么 总 会 有 一 些 不 受 欢迎 的 不 定 
度 ; 这 个 不 受 欢 迎 的 不 定 度 一 - 即 曲 声 或 暧昧 性 一 -总 大 于 或 等 于 日 一 C, 但 一 定 有 至 少 一 种 纺 
得 方法 会 把 这 种 不 受 欢 迎 的 不 定 度 减少 到 与 HH 一 C 只 差 一 个 很 小 的 量 . 

这 个 有 力 的 定理 描述 了 通讯 信道 在 有 了 蝶 声 情况 下 运行 所 产生 的 可 靠 性 的 极限 ,其 简单 明了 
几 于 信人 了 吃 惊 . 必须 要 思索 一 个 长 时 间 :考虑 它 的 许多 应 用 ,才能 充分 认识 到 这 个 尽 人 简短 的 定 
理 是 多 人 么 有 力 和 广泛 . 这 里 可 以 举 一 个 例子 . 但 为 此 ,我 们 还 暂时 要 回 到 源 中 的 信息 的 概念 . 

在 算出 了 某 个 信 源 的 焙 ( 或 信息 ,或 选择 的 自由 度 ) 以 后 ,在 信 源 仍 使 用 康 来 符号 这 一 条 件 
下 ,把 它 与 这 个 业 可 能 有 的 最 大 值 来 比较 ,现在 的 信 与 最 大 灶 之 比 称 为 信 源 的 相对 业 . 若 某 个 信 
源 的 相对 焕 例如 是 8/10, 这 大 体 上 就 意 际 着 ,这 个 信 源 在 选择 符号 构成 消息 时 ,其 自由 度 有 是 应 用 
这 些 符 号 所 可 能 有 的 自由 度 的 80%. 1 减 去 相对 蚁 称 为 “元 余 ”， 即 是 说 如 果 这 一 部 分 被 丢失 了 ， 
仍然 是 基本 完全 的 ,或 者 说 可 以 补 完全 . 在 这 个 意义 上 , 宛 余 就 是 信件 中 不 必要 的 部 分 

最 有 意思 的 是 ,英语 的 元 余 大 约 为 50%%， 换言之 ,如 果 我 们 用 英语 说 话 或 写作 , 则 我 们 所 选 
用 的 字母 和 词 只 有 一 半 是 我 们 自 由 选 的 ,另外 一 半 其 实 是 受 这 个 语言 的 统计 结构 所 控制 的 , 虽 
然 我 们 平时 并 未 意识 到 这 一 点 . 顺便 说 一 下 这 是 为 了 作出 满意 的 字谜 游戏 所 必需 的 最 小 自由 度 
或 相对 炉 ). 如 果 有 一 种 语言 只 有 20% 的 自由 济 , 而 30 和 是 元 余 , 就 不 可 能 作出 比较 复杂 的 字 
迹 游 戏 , 即 令 能 作出 来 ,其 数目 也 很 少 . 这 样 它 就 不 可 能 是 相当 流行 的 游戏 . 

旗 然 昊 语 有 50% 的 完 余 ,所 以 通常 的 电报 只 要 编码 适当 ,就 可 以 节省 - 半 时 间 , 只 要 是 在 无 
并 声 信道 上 传输 . 然而 , 若 信道 上 有 噪声 ,不 使 用 能 够 消除 所 有 宛 余 的 编码 过 程 却 会 有 实在 的 好 
处 . 因为 留 下 一 些 宛 余 有 助 于 对 抗 噪声 . 例如 说 , 正 是 因为 英语 有 很 高 的 元 余 , 在 传输 送 过 程 中 
产生 的 拼写 错误 就 容易 纠正 了 . . 

运 仿 我们 讨论 的 通讯 系统 都 使 用 一 个 不 算 太 大 的 符号 的 离散 集 一 例如 字母 之 集 ， 人 和 们 很 
中 能 以 为 ,如 果 想 要 处 理 连 续 的 消息 如 语音 , 它 的 声调 与 能 量 是 连续 变化 的 ,就 会 变 得 无 限 的 复 
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杂 . 但 是 时 常 是 这 样 的 ;会 有 一 个 非常 有 趣 的 数学 定理 出 来 解困 . 事实 上 ,人 们 总 是 关心 一 个 由 
这 样 的 谐振 成 分 合成 的 连续 信号 ,这些 成 分 的 频率 并 非 任意 的 ,而 完全 落 人 一 个 由 每 秒 0 周到 
W 周 的 频道 . 例如 若 一 个 电话 信道 能 处 理 高 到 4 000 周 的 频率 ,就 能 得 到 满意 的 通讯 了 ,虽然 人 
声 含有 更 高 的 频率 . 若 频率 能 高 到 10 000 周 或 12 000 周 ,就 能 对 交响 音乐 作 高 保 真 的 无 线 电 伟 
输 了 . 

有 一 个 能 帮助 我 们 的 定理 说 ,一 个 长 为 工 秒 而 频 宽 为 由 0 到 周 的 连续 信号 , 必 可 用 2TW 
个 数 来 表示 . 这 确实 是 一 个 了 不 起 的 定理 , 一 条 连续 曲线 通常 只 能 用 有 限 多 个 点 来 近似 表示 . 但 
若 一 条 曲线 是 由 有 限 多 个 频率 的 谐振 成 分 合成 ,例如 一 个 复杂 的 声音 只 由 有 限 多 个 单 频 声调 合 
成 , 则 只 需 有 限 多 个 数 就 足以 完全 决定 这 曲线 了 . 

部 分 地 由 于 有 这 个 定理 ,部 分 地 也 是 由 于 连续 信号 的 本 性 ,推广 的 连续 通讯 理论 虽然 在 数 
学 上 难 一 些 ,复杂 一 些 , 却 与 离散 符号 的 理论 没有 根本 的 不 同 . 许多 关于 离散 情况 的 命题 不 需 改 
变 即 可 用 于 连续 情况 ,有些 则 只 需 不 多 的 修改 . 

通讯 的 数学 理论 是 如 此 一 般 , 所 以 不 需要 说 是 考虑 的 哪 一 类 符号 一 一 书 而 的 字母 或 词 , 音 
乐 的 音符 ,人 说 的 话 ,交响 音乐 ,图 像 均 可 . 它 所 揭示 的 关系 适用 于 所 有 这 些 和 其 他 的 通讯 形式 . 
这 个 理论 的 引出 是 如 此 富 于 想像 力 , 它 处 理 的 确 是 通讯 问题 的 内 核 . 

它 的 一 般 性 有 一 例证 . 它 对 密码 (这 当然 也 是 一 种 代码 ) 学 的 基本 理论 有 重要 贡献 ,与 此 相 
类 , 它 也 对 一 种 语言 到 另 一 语言 的 翻译 问题 有 贡献 . 虽然 ,整个 理论 在 此 除 要 考虑 信息 问题 外 还 
要 考虑 意义 问题 . 类 似 地 ,在 这 个 工作 中 发 展 起 来 的 思想 与 计算 机 的 逻辑 设计 密切 相关 ,所 以 ， 
训 不 足 怪 , 香 农 曾 写 过 一 篇 论文 讨论 如 何 设计 一 种 能 下 很 技巧 性 的 模 的 计算 机 . 此 文 结尾 处 提 
到 ,要 未 承认 这 个 计算 机 会 “ 想 ”, 要 末 就 得 本 质地 修改 “ 想 "这 个 动词 的 含意 ,这 -点 当前 还 有 争 
论 . 通讯 理论 与 这 个 争论 有 进一步 的 关系 . 

这 个 理论 还 走 得 更 远 . 它 虽然 表面 上 只 能 用 于 技术 层次 的 问题 ,但 对 于 语义 层次 和 影响 力 
层次 的 问题 也 是 有 帮助 有 启发 的 513 页 上 关于 通讯 系统 的 形式 图 示 , 可 以 完全 相像 地 推广 , 合 
得 关于 意义 和 影响 力 的 中 心 问题 也 包含 在 内 . 

这 样 , 当 进 到 那些 层次 时 ,考虑 那些 层次 问题 的 统计 特性 可 能 是 很 基本 的 . 可 以 设想 ,可 以 
在 该 图 的 工程 的 接收 机 ( 它 把 收 到 的 信号 又 变 回 为 消息 ) 与 目的 地 这 两 柜 之 间 再 加 上 一 框 .“ 语 
义 接收 机 ” 它 对 来 自 工程 接收 机 的 消息 进行 第 二 次 译 码 , 其 要 求 是 使 消息 的 统计 的 语义 特 伺 与 
接收 者 全 体 ,至 少 是 对 构成 听众 的 那 一 部 分 的 接收 机 的 统计 的 语义 特 件 相 匹配 ,听众 就 是 相 杰 
对 之 施加 影响 的 接收 机 . 

类 似 地 ,还 可 设想 在 此 图 示 的 信 源 和 发 送 机 两 框 之 间 加 上 另 一 框 “语义 噪声 >( 不 要 与 工程 
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1. 零 阶 近似 
” XFOML RXKHRJFPJUS ZLPWCFWKCYJ 


JU 
】 FFJEYVKCQSGXYD QPAANIKBZAACIBZLHJOD 


2. 一 阶 近似 
0 DCRO HLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA TH EEI 
名 ALHENHTTPA ODODBTTVA NAH BRL 


3. 二 阶 近似 


ON IE ANTSOUTINYS ARE T INCTORE ST BE S DEAMY 
"| ACHIN D ILONASIVE TUCOOWE AT TEASONARE FUSO 
| TIZIN ANDY TOBE SEACE CTISBE 


4. 三 阶 近似 


MN IN NO TISTLAT WHEY CRATICT FROURE BIRS GROCID 
a PONDENOME OF DEMONSTURES OF THE REPTAGIN IS 
k REGOACTIONA OF CRE 


5. 词 的 一 阶 近 似 


REPRESENTING AND SPEEDILY I5 AN COGD APT OR 
COME CAN DIFFERENT NATURAL HERE HE THE A IN 
CAME THE TO OF TO EXPERT GRAY COME TO FUR- 
NISHES THE LINE MESSACE HAD BE THESE, 


6. 词 的 二 阶 近似 


THAT THE TE OF WHO EVER TOLD THE PROBLEM 
FOR AN UNEXPECTED 


人 工 语言 就 是 由 字母 或 词 统计 地 排 起 来 而 成 的 . 1. 是 从 26 个 字母 和 空 
白 随 机 选取 而 得 的 .2. 按 字 母 在 英语 中 出 现 的 频 度 来 选取 ,3. 字母 按 其 跟随 
为 一 个 字母 出 现 的 频 度 来 选取 .4， 字母 按 其 跟随 其 他 两 个 字母 的 频 度 来 选 
取 : 其 男 外 两 个 例子 是 对 词 按 照 对 字母 的 办 法 选取 出 来 的 . 
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噪声 相 混淆 ), 它 代表 由 信 源 (例如 说 话 的 人 ) 引 和 人 的 意义 的 失真 , 它 虽 非 有 意 的 , 却 会 影响 目的 
地 即 听讲 活 的 人 , 而 语义 译 码 问题 必须 把 这 种 语义 品 声 也 考虑 进去 . 也 可 以 设想 对 原来 的 消息 
作 一 些 处 理 舱 调整 ,使 得 消息 的 意义 加 上 语义 嗓 声 之 和 就 是 希望 在 目的 地 得 到 的 总 的 语文 
意义 . 

通讯 理论 有 助 于 改善 通讯 的 另 一 种 方式 可 以 由 下 面 的 事实 得 到 启发 . 即 若 想 在 信道 上 挤 进 
过 多 的 东西 , 必 造 成 错误 与 混淆 的 增加 和 保 真 度 的 下 降 . 一 个 涉及 各 层次 的 一 般 理论 必须 不 仅 
考虑 信道 容量 ,而 且 考 虑 听众 的 容量 ,尽管 传输 的 词 都 是 正确 的 . 如 果 听 众 容量 负担 太 重 , 由 吉 
接 类 比 林 以 看 到 , 丽 怕 浪费 了 的 不 止 是 听众 听 不 进去 的 多 余部 分 . 同样 ,由 直接 的 类 比 可 以 看 
到 ,你 会 造成 普遍 的 错误 和 混淆 . 

这 个 理论 中 发 展 起 来 的 信息 概念 . 初 看 起 来 , 既 令 人 失望 ,又 感到 奇怪 令 人 失望 是 因为 
它 与 意义 训 不 相干 ,奇怪 是 因为 它 并 不 处 理 单个 消息 ,而 是 讨论 整个 一 族 消息 的 统计 特性 ,奇怪 
还 因为 ,使 用 了 这 种 统计 的 说 法 后 ,信息 这 个 词 总 是 与 不 定 度 这 个 词 结 下 不 解 之 综 . 

但 是 在 进一步 考查 了 这 个 理论 以 后 我 们 也 看 到 了 ,这 个 理论 的 分 析 如 此 透彻 地 浴 清 了 上 经 
问 , 可 能 直到 现在 ,人 们 才 为 关于 意义 的 真正 的 理论 作 好 了 准备 . 一 个 通讯 理论 工程 师 就 好 像 电 
报 局 里 一 个 合适 而 说 做 为 你 接收 电报 的 女 电报 员 一 样 . 她 并 不 过 间 电 报 的 内 容 是 吾 是 忧 或 者 令 
你 灼 熔 .但 是 她 必须 准备 好 聪明 地 处 理 所 有 送 到 她 的 桌 上 来 的 消息 . 个 通讯 系统 应 该 要 能 处 
理 一 切 可 能 的 消息 . 要 做 到 这 一 点 ,聪明 的 办 法 就 是 把 它 的 设计 放 在 信 源 的 统计 特性 的 基础 上 ， 
这 一 个 想法 对 于 一 般 的 通讯 肯定 不 是 没有 意义 的 . 设计 或 发 展 一 种 语言 时 必须 考虑 到 人 们 想 用 
它 来 说 的 一 切 事 情 的 全 体 , 但 既然 不 可 能 每 一 件 事 都 能 用 它 说 得 很 好 ,就 应 该 在 尽 可 能 多 的 声 
合 尽 可 能 好 地 做 到 这 一 点 . 就 是 说 , 它 应 该 统计 地 对 待 自己 的 任务 

这 个 研究 举例 来 说 ,揭示 了 英语 这 个 语言 的 统计 结构 的 许多 事实 ,而 它们 对 研究 语言 和 通 
讯 的 各 个 阶段 的 人 必然 都 是 有 意义 的 . 它 启 示人 们 ,应 用 概率 论 于 语义 学 的 研究 是 特别 有 前 途 
的 . 特别 是 概率 论 中 研究 数学 家 称 之 为 马尔 柯 夫 (Markov) 过程 的 强 有 力 的 理论 与 此 有 关 , 在 这 
类 过 程 中 过 去 的 事件 影响 现在 的 概率 , 它 之 所 以 特别 有 关 是 因为 这 个 理论 特别 适 于 处 理 意义 的 
一 个 最 值得 注意 而 又 最 困难 的 侧面 , 即 上 下 文 的 影响 . 人 们 有 一 个 模糊 的 感觉 ,信息 和 意义 一 者 
会 像 是 量子 力学 中 一 对 典 则 共 思 变量 , 即 必须 服从 一 种 联合 的 限制 , 若 坚 持 一 方面 有 得 ,必然 另 
一 方面 有 失 . 

也 或 许 意义 就 好 像 热 力学 中 的 沁 所 依赖 的 那 种 量 , 这 里 , 爱 丁 顿 又 有 另 -个 聪明 的 评论 

“ 设 车 要 求 我 们 把 以 下 各 项 分 成 两 类 一 一 距 高 ,质量 ,电力 , 粹 , 美 ,旋律 

“我 想 ,有 最 强 有 力 的 依据 ,把 米 和 美 及 旋律 放 在 一 起 ,而 不 与 前 三 项 放 在 一 起 . 只 有 当 把 名 
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个 部 分 联系 起 来 看 时 才能 找到 , 而 且 只 有 把 各 个 部 分 联系 起 来 才能 看 出 美 , 听 出 旋律 . 这 三 者 
都 是 有 关 排 列 的 特性 . 这 三 种 联结 中 应 该 有 一 种 成 为 科学 的 最 平常 的 量 , 这 是 一 个 孕育 着 重大 
成 果 的 思想 . 为 什么 这 种 陌生 的 联结 会 在 物理 世界 的 土著 人 中 发 生 , 是 因为 它 能 说 它们 的 语言 ， 
即 算术 的 语言 ”. 

我 们 感到 肯定 爱 丁 顿 也 会 把 意义 这 个 词 放 在 美和 旋律 一 起 ;我 们 也 不 怀疑 ,他 会 激动 地 看 
网, 在 他 的 理论 中 ,和 精 不 但 会 说 算术 的 语言 ,还 会 说 语音 的 语言 . 


41. 
线性 规划 


库 和 宾 , 查 思 斯 (William W. Cooper and 六 braham Charnes)1954 年 8 月 号 


计算 装运 的 模式 ,使 得 从 不 同 的 仓库 发 货 到 各 个 市 场 而 运费 是 最 低 的 ? 
你 可 以 根据 常识 和 试 试 疏 履 的 方法 制定 一 个 合理 的 方案 . 但 是 甚至 一 个 非 数学 家 
也 能 看 出 ,要 从 无 穷 多 个 可 能 的 答案 中 找到 最 佳 的 解答 ,是 一 个 困难 得 多 的 问题 . 

我 们 将 在 本 文中 讲 一 个 新 近 在 应 用 数学 中 发 展 起 来 的 技巧 ,能 用 比较 篇 单 的 计算 在 比较 短 
的 时 间 星 解决 这 种 向 题 . 线 狂 规划 理论 是 由 汉 ， 庶 依 曼 (John von Neumann) ,但 泽 (G. B, Dantz- 
ig) , 库 普 昌 (T. C. Koopman) 和 另外 几 个 数学 家 、 统 计 学 家 和 经 济 学 家 发 展 起 来 的 . 首先 把 它 作 
为 运作 工具 来 用 的 是 伍德 (Marshail Woody 和 化 在 空军 SCOOP(Scientific Computation of Opti- 
mum Program,“ 最 佳 程序 的 科学 计算 "之 缩写 ) 计 划 中 的 成 员 , 它 的 应 用 之 一 就 是 柏林 空运 . 由 
于 这 个 空军 小 组 和 其 他 一 些 人 在 线性 规划 方面 的 工作 和 一 些 相 关 领 域 的 发 展 ,例如 对 策 论 , 统 
计 决 策 理论 和 输入 一 输出 分 析 , 在 企业 管理 和 后 勤 方 面 -一 些 过 去 认为 不 能 作 真 正 的 科学 分 析 的 
问题 ,现在 可 以 作 这 样 的 分 析 了 , 本 文 仅 限于 线性 规划 并 用 -一 个 例子 来 说 明 它 的 原理 . 

线性 规划 这 个 名 称 的 来 由 是 这 样 -- 件 事 , 它 所 处 理 的 典型 问题 在 数学 上 是 用 线性 方程 来 表 
述 的 , (其 实 , 把 这 种 技术 限 为 “线性 ”是 太 罕 了 , 它 也 能 用 于 许多 韭 线性 问题 ). 本 质 上 , 它 是 一 种 
同时 考虑 许多 变量 并 求 得 一 个 问题 在 一 些 限 制 下 的 最 佳 解 的 方法 , 任何 一 位 制造 家 都 马上 就 会 
看 到 ,这 正 是 他 的 问题 的 确切 的 叙述 . 他 在 决定 究竟 要 制造 哪 一 些 项 目 ,各 造 多 少时 ,必须 要 考 
虑 许多 四 到 的 综合 体 : 他 的 机 器 的 能 力 , 各 项 目的 成 本 积 可 销售 性 等 等 . 使 得 情况 更 糟 的 是 ,他 
的 问题 的 每 一 个 部 分 又 各 有 其 复杂 性 ;例如 ,制造 某 一 项 目 可 能 有 好 几 个 流程 供 选 择 . 所 有 的 因 


人 个 想 你 在 开 个 工厂 中 等 造 一 种 产品 ,并 且 要 把 它 运 到 国内 不 同 地 方 的 市 场 去 . 你 会 怎样 
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案 和 决策 又 都 互相 交织 ,互相 影响 ,使 人 难以 事前 想 得 周全 . 在 许多 情况 下 ,管理 层 能 够 做 到 的 
最 好 也 只 是 一 个 合理 可 行 的 妥协 .然而 ,有 了 线性 规划 以 后 ,就 可 以 在 各 种 可 能 的 解 中 确定 地 找 
到 最 优 解 . 不 论 是 就 总 体 决 策 或 部 门 的 细节 范围 内 都 是 这 样 . 

为 了 说 明 这 个 方法 ,我 们 举 一 个 高 度 简化 假想 的 情况 . 有 一 个 工厂 生产 两 种 产品 ,为 简单 
计 , 不 妨 称 之 为 “零碎 > 和" 碎 零 ", 这 个 工厂 有 三 台 机 器 一 一 一 台 “ 柳 柳 机 ”, 两 台 “ 光 光 机 ”. 同样 
的 机 器 都 既 能 生产 “零碎 *, 又 能 生产 "入 符 ”每 个 产品 都 要 先 用 构 构 机 粗 加 工 ,再 用 光 光 机 刻 
光 . 制造 每 种 产品 都 有 两 种 工艺 可 行 : 即 用 构 克 机 和 1 号 光 光 机 ,或 者 用 构 邦 机 或 2 号 光 光 机 ， 
做 零碎 和 碎 零 都 这 样 , 我 们 把 生产 碎 零 的 这 两 个 流程 编号 为 和 了 ,把 生产 霍 碎 的 两 个 流程 则 
编号 为 耻 与 下 . 关键 的 变量 是 需要 的 时 间 . 用 流程 [ 生产 碎 零 件 寺 时 , 构 构 机 时 为 0.002 小 时 , 光 
光 机 1 机 时 为 0.003 小 时 ;用 流程 了 , 则 柳 椰 机 时 为 0.002 小 时 , 光 光 机 2 为 0.004 小 时 , 生产 零 
碎 则 用 流程 下 为 0.005 小 时 用 构 构 机 ,0.008 小 时 用 1 号 光 光 机 ,流程 于 则 为 0.005 不 时 的 椰 梯 
机 以 及 0.010 小 时 的 2 号 光 光 机 . 最 后 我 们 还 知道 ,在 我 们 所 考 虚 的 时 期 ( 设 为 6 个 月 ) 中 , 枯 梯 
机 上 可 用 的 总 机 时 为 1 000 小 时 ,1 号 光 光 机 600 小 时 ,2 号 光 光 机 800 小 时 . 

这 些 信息 都 概括 在 523 页 的 上 图 上 . 生产 指挥 者 可 以 把 它 称 为 流程 图 ;我 们 则 认为 它 是 规 
定 了 条 件 即 约束 的 模型 , 它 控制 我 们 必须 做 的 每 个 生产 决策 . 现在 很 清楚 ,我们 可 以 把 这 些 事实 
译 为 代数 模型 . 设 用 zx, 表示 用 流程 工 生产 的 碎 零 的 未 知 个 数 ,zs 表 床 用 流程 下 生产 的 碎 零 数 ， 
xs 和 x 则 是 用 下 和 玉生 产 的 零碎 个 数 ,我 们 可 以 把 所 有 的 信息 列 为 -个 代数 表 ( 下 页 中 图 ) 在 
表示 机 器 可 用 的 总 机 时 前 的 符号 委 就 是 表示 “不 大 于 ?的 大 家 熟知 的 符号 , 这 个 表 所 表示 的 只 不 
过 就 是 ,我 们 所 能 做 的 碎 零 与 /或 等 碎 的 总 数 不 能 超过 各 台 机 器 总 机 时 所 能 许可 , 但 是 把 条 件 这 
样 表示 了 以 后 ,我 们 就 能 同时 考虑 这 些 变量 ,并 算出 满足 约束 的 解 来 . 一 个 解 就 称 为 一 个 线性 规 
划 ; 线 性 讲 的 就 是 ;在 每 个 机 器 上 所 耗 用 的 可 用 总 机 时 与 在 其 上 经 过 的 工件 数 成 比例 . 

重要 的 是 要 注意 到 ,未 知 数 zl ,x; ,zx; ,zs 都 可 以 是 零 ,但 没有 一 个 能 是 负数 , 当然 ,我 们 显然 
不 能 生产 出 负数 个 产品 , 但 在 数学 上 ,排除 负数 值 却 必须 小 心地 注意 到 .事实 上 ,线性 规划 理论 
成 功 地 发 展 ,要 求 广泛 地 研究 这 个 限制 对 解 方程 和 分 析 方 程 的 传统 方法 有 何 影响 

约 东 明白 了 以 后 ,我 们 就 能 进而 找 出 在 这 些 限 制 下 所 能 达到 的 最 佳 生产 计划 . 什么 是 “最 
佳 " 当 然 要 视 我 们 选用 何 种 判 据 . 我 们 可 以 想 找 一 个 生产 最 多 产品 的 计划 ,或 者 找 一 个 司 用 总 机 
时 最 充分 的 计划 , 但 通常 是 以 可 能 的 最 大 利润 为 目标 . 设 用 上 生产 每 个 碎 零 利润 为 85 分 ,用 
为 70 分 ,用 下 生产 每 个 零碎 为 $1.60, 用 本 为 $1.30. 我 们 于 是 可 得 方程 ;总 利润 二 .85x, 十 ,70 
十 1.60zr3 十 1.307，. 


用 这 些 信 息 就 可 以 算出 每 个 产品 应 该 用 各 流程 来 生产 的 个 数 , 才能 在 机 器 容量 许可 之 下 获 
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闹 零 ! 堆 酬 ”每 台 机 龋 
生产 流程 。 | 生产 流程 | 的 容量 

~ | CC 
----- 一 -600 小 时 


图 示 模 型 画 出 了 用 这 三 全 机 器 :一 台 郴 郴 机 ,两 台 光 光 机 ,生产 "零碎 和 碎 零 时 所 受 的 
限制 .小 圆 中 的 数字 表示 各 人 台 机 器 在 每 种 产品 上 完成 任务 所 需 的 小 时 数 ， 


1 中 -Oo 十 .005 十 .的 5xs s10O00 小 时 


二 .OOHxs <s6o0 小 时 


0x + id, 三 800 小 时 


同样 这 些 条 件 的 代数 模型 ,zi ,xz ,zzrs 是 用 上 图 箭头 所 示 流程 生产 的 各 个 产品 的 数目 ， 
| 各 行 中 的 空白 都 可 以 木管 ,它们 表示 在 该 情况 下 耗 时 为 0. 


| 椰 寿 机 .002x 十 .002m 二 -002x 十 .005m 十.005%6 填 .005x5 宇 1 O00 小 时 
| 1 号 光 尖 机 ‘0a + -008x, <600 小 时 
2 号 光 光 机 .004x 十 Dix 800 小 时 
| 1 人 .003x' + .008x 。 妾 200 小 时 
| 合同 和 十 大 于 > 450 000 件 


| 完全 的 模型 基于 有 一 台 机 器 有 和 额外 的 生产 能 力 . 这 就 是 1 号 光 光 机 加 班 . 现在 要 引进 两 个 
| 新 的 流程 zi 各 xa. 450 000 件 碎 堆 前 的 符号 表示 至 少 要 生产 这 么 多 碎 零 . 
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得了 最 大 利润 (要 注意 ,虽然 每 个 零碎 利润 较 高 , 却 不 应 该 在 各 机 器 上 都 优先 生产 它 , 因 为 生产 碎 
零花 时 间 较 少 ). 

问题 如 上 表述 却 过 于 简单 ,不 能 代表 真实 情况 . 要 想 更 接近 真实 问题 ,至 少 要 引 作 销 此 内 
素 . 所 以 , 设 工 广 已 得 到 450 000 件 碎 和 去 的 订单 .做 -- 点 简单 的 算术 就 知道 , 现 有 的 机 器 的 能 力 在 
时 限 之 内 牛 产 不 出 来 . 椰 椰 机 有 足以 生产 500 000 件 碎 零 的 能 力 (1 000 小 时 除 以 每 件 碎 零 的 
0.002 小 时 ). 但 两 台 光 光 机 合 起 来 最 多 也 只 能 生产 400 000 件 , 我 们 必须 要 有 更 多 的 光 光 机 生产 
能 为 .这 只 有 批准 一 个 光 光 机 或 两 个 一 起 加 班 , 我 们 安排 在 较 快 的 光 光 机 (生产 一 个 碎 零 需 时 
0.003 小 时 加班 200 小 时 . 因为 加 班 工 资 较 高 .所 以 加 班 时 生产 的 碎 零 利润 将 从 85 分 降 到 60 
分 ,而 如 果 利 用 如 班 的 能 力 生 产 零 碎 , 单 件 利 涧 将 从 $1.60 下 降 到 $1.40， 

控制 这 个 扩大 的 间 题 的 约束 已 经 用 代数 式 表 示 于 上 页 的 下 图 (新 符号 xz 和 工分 别 表 示 1 号 
光 光 机 在 加 班 时 生产 的 碎 零 和 零碎 数目 ). 已 知 单 件 利润 数学 ,我 们 就 可 以 计算 使 用 机 器 利 润 最 
大 的 方式 ， 

答案 可 以 用 好 几 个 方法 来 计算 . 最 一 般 的 方法 称 为 单纯 形 法 ,是 由 但 泽 制 定 的 . 本 文 作者 对 
这 里 考虑 的 这 一 类 问题 发 展 了 某 些 更 有 效 的 特殊 方法 , 这 些 方程 组 虽然 因为 太 长 太 复 杂 不 能 在 
这 里 仔细 讲 , 却 只 需 简 单 的 算术 运算 ,可 以 由 会 计 人 员 或 买 得 到 的 计算 机 来 执行 . 单纯 形 法 开始 
是 设 所 用 的 机 时 为 0, 并 按 一 系列 特定 步骤 来 计算 ,每 一 步 都 更 接近 最 终 解 管 . 

这 一 情况 下 的 答案 是 ,不 应 生产 零碎 而 应 生产 466 667 个 雁 等 ,其 中 200 000 个 在 1 号 光 光 
机 的 正常 时 间 和 生产, 另外 200 000 个 在 2 号 光 光 机 正常 时 间 生 产 , 余 下 的 66 667 个 用 1 号 光 光 机 
加 班 生产 , 总 利润 是 $350 000. 我 们 的 计算 系统 告诉 我 们 ,不 可 能 制订 出 一 个 生产 计划 使 在 我 们 
的 限制 下 获得 更 大 利润 

可 能 有 其 他 程序 金 提 供 同 样 多 的 利润 (但 不 可 能 更 多 ). 如 有 这 样 的 程序 ,分 析 家 会 立刻 找 
出 它们 . 他 也 能 制订 出 第 二 好 ,第 三 好 程序 等 等 . 所 以 这 个 方法 不 仅 有 力 , 也 很 灵活 ;七 为 管理 人 
员 提 贷 了 基于 不 同 考 虑 的 选择 余地 . 此 外 ,线性 规划 方法 可 以 推广 来 分 析 , 当 限制 条 件 有 了 变 
化 一 - 如 效率 的 提 席 ,成 本 的 升降 ,能 力 的 增加 会 有 什么 效 采 . 这 些 方 法 使 用 一 种 对偶 定理 ”， 
把 一 个 求 晤 大 值 的 问题 (例如 在 我 们 考虑 的 情况 中 即 求 利 润 最 化 ) 看 成 一 个 相关 的 最 小 值 问 题 
之 道 . 在 我 们 的 情况 下 就 是 关于 机 器 能 力 的 价值 . 用 同样 一 组 事实 和 计算 ,可 以 准确 地 表册 用 1 
导 交 光 机 加 班 而 不 用 2 号 光 光 机 ,能 多 获 多 少 利润 . 车 1 号 光 光 机 加 班 时 间 增 到 300 小 时 而 非 
200 小 时 , 则 最 大 利润 将 是 $370 000 而 非 $350 000. 但 加 班 时 间 从 300 小 时 上 增色 301 小 时 是 
无 益 的 ,因为 在 这 一 点 上 光 光 机 的 产 出 超过 了 权 郴 机 的 加 工 能 力 ， 

总 之 ;线性 规划 不 仅 可 用 来 在 已 给 限制 下 求 出 最 佳 程序 ,而 且 可 以 和 估计 ,改变 限制 本 身 的 合 
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理性 ， 

本 文 概述 的 假想 的 问题 是 简化 了 的 ,以 穗 说 明 这 个 方法 的 基本 要 素 , 在 实际 生活 的 问题 中 ， 
起 作用 的 因素 更 多 而 且 更 难 确定 . 确定 真正 有 关 的 因素 和 建立 处 理 它们 的 正确 数学 模型 是 同样 
的 重要 , 线性 规划 的 应 用 充满 了 陷阱 , 要 估计 一 个 和 问题 的 种 种 特点 并 决定 哪 一 些 应 包括 在 数学 
模型 中 ,就 需要 数学 分 析 家 和 实际 从 事 这 一 工作 的 运筹 人 员 互 相 理 解 的 合作 . 

可 以 应 用 线性 规划 的 问题 范围 很 三 . 我 们 已 经 说 过 ,空军 兽 把 它 用 于 后 勤 问 题 . 在 工业 中 不 
但 用 于 生产 问题 ,而 且 还 有 诸如 管理 人 员 的 工资 模式 怎样 才 最 有 效 这 样 的 问题 -这 个 模 武 下 
但 要 能 应 付 外 界 竞争 控 走 人 才 ,还 机 避免 公司 内 部 的 不 安定 . 

线性 规划 通过 对 偶 定理 与 对 策 论 相 联 系 : 这 样 它 就 能 既 考虑 已 知 的 限制 ,又 考虑 概率 . 它 也 
了 统计 决策 理论 有 基本 的 ,虽然 是 间接 的 联系 ,已 故 的 瓦尔 德 (Abraham Wald) 在 不 久 前 死 于 空 
难 之 前 把 它 与 对 策 论 联系 起 来 了 . 这 三 个 分 支 的 进展 互相 有 和 贡献 .事实 上 ,作者 自己 对 线性 规划 
的 主要 兴趣 就 是 要 加 以 推广 以 便 扩 大 这 -技巧 的 范围 

我 们 十 分 满意 地 看 到 ,对 一 个 特殊 问题 的 研究 经 常会 导致 更 广泛 的 ,有 时 甚至 是 在 想不到 
的 领域 中 的 更 广泛 的 应 用 . 例如 我 们 所 作 的 改变 线性 规划 以 用 于 管理 人 员 的 工资 模式 的 研究 ， 
就 打开 了 研究 统计 回归 和 相关 分 析 的 新 途径 . 类 似 地 ,研究 经 济 计量 和 管理 科学 的 一 些 问题 , 却 
在 工程 和 物理 的 完全 无 关 的 领域 ,如 塑性 和 弹性 , 铺 平 了 新 的 途径 . 

在 这 种 科学 分 析 的 新 工具 继续 发 展 中 ,我 们 可 以 期 望 它 们 会 有 许多 新 应 用 但 是 最 重要 的 
可 能 是 科学 和 技术 在 数学 中 造成 的 伟大 的 继续 进展 的 革命 . 数学 家 兼作 家 贝尔 (Erie Temple 
Bell) 在 他 写 的 《数学 的 发 展 }》 一 书 中 说 ， 

当 科 学 …… 变 得 越 来 越 精确 时 ,它们 就 要 求 越 来 越 高 的 数学 创造 体 , 而 整个 数学 在 1637 
年 “以 来 的 伟大 的 扩大 ,大 部 分 也 归功 于 这 种 要 求 . 和 表 有 ,从 18 进 纪 晚 期 到 19 世纪 早期 的 工业 
革命 以 后 ;工业 与 发 明 变 得 越 来 越 科学 时 ,它们 也 刺激 了 数学 的 创造 . “数学 创造 力 的 时 间 赐 
线 , 越 来 越 快 地 (向 上 伸展 ). 


* 译注: 此 处 器 指 牛顿 # 日 然 哲 学 之 数学 原理 》 发 表 之 年 . 但 应 为 1687 年 . 


业 @. 


某 文 森 ,布朗 (Horace C, Levinson and Arthur A. Brown) ,1951 年 3 月 乞 


/内 -和 二 次 世界 大 战 中 发 展 了 科学 的 一 种 新 的 军事 应 用 ' 称 为 运筹 学 (美国 称 为 operations 
research, 英 国 称 为 operational research), 与 以 往 科 学 在 战争 中 的 应 用 不 同 , 过 去 几乎 
完全 用 于 发 展 武器 ,运筹 学 则 注意 运用 武器 . 它 的 领地 是 军事 行动 的 战术 和 战略 方面 ; 

例如 , 它 研 究 如 何 侦查 潜艇 的 位 置 ,而 不 是 研究 鱼雷 和 炸弹 , 它 做 的 事 就 是 用 科学 方法 ,包括 数 

学 技术 去 分 析 情 况 ,以 及 分 析 应 付 这 些 情况 的 各 种 组 织 的 系统 的 效率 . 

显然 ,这 个 方法 也 可 用 于 企业 和 政府 组 织 , 与 军事 组 织 一 样 ,而 且 在 战 后 已 经 成 功 地 用 于 企 

业 和 工业 问题 . 在 英国 ,政府 用 它 相 当 多 ,这 个 领域 的 工作 者 成 立 了 一 个 运筹 学 俱乐部 ,在 美国 ， 

国家 研究 会 议 也 组 织 了 一 个 运筹 学 委员 会 以 推进 其 发 展 , 应 用 运筹 学 于 非 军事 的 目的 . 1948 年 

以 后 麻 省 理工 学 院 与 海军 合作 开设 了 关于 它 的 非 替 事 用 途 的 课程 . 在 军事 方面 ,三 军 和 参谋 长 

联席 会 议 都 有 运筹 学 组 织 . 

运筹 学 三 生 于 不 殉 颠 战役 中 . 次 国 政府 在 寻求 一 切 可 能 的 手段 保卫 国家 抵御 德国 的 灾难 性 

层 炸 . 英国 人 有 一 支 水 平 很 高 但 规模 不 大 的 空军 ,他 们 还 有 雷达 . 雷达 可 以 补足 英国 空军 规模 的 

不 足 吗 ? 怎样 使 用 雷达 拦截 系统 才能 得 到 最 大 的 益处 ? 天 线 应 如 何 分 布 ? 信号 应 如 何 组 织 ? 

等 等 , 政府 召集 了 来 自 各 学 科 的 几 位 科学 家 来 回 管 这 些 问题 , 这 些 人 收集 了 有 关 的 事实 ,用 一 般 

的 科学 方法 吉 以 分 析 , 制 订 了 新 的 运用 技术 ,成 倍 地 提高 了 空 防 系 统 的 效力 . 

英国 看 到 这 种 壮观 的 成 功 ,就 组 织 了 类 似 的 小 组 来 解决 其 他 的 军事 问题 . 美国 军队 在 美国 
参战 后 也 很 快 组 织 了 运筹 党 小 组 开始 工作 , 两 国 的 这 些小 组 在 一 些 间 题 上 大 获 收 益 , 例 如 侦察 
潜艇 的 飞机 飞行 高 度 应 是 多 少 ,飞机 载重 量 应 怎样 分 配 于 自身 的 燃油 重 最 和 仪器 与 装甲 的 重量 
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才 是 最 好 ,什么 是 最 好 的 侦察 模式 等 等 . 经 过 短期 的 运筹 研究 就 知道 ,只 要 改变 深水 炸弹 起 爆 的 
深度 , 猫 潜 机 的 效力 可 增加 五 倍 , 在 盟 军 著名 的 比 斯 开 湾 * 反 港 战 役 中 ,英美 运筹 学 小 组 联合 制 
订 子 一 个 巡 田 系统 ,使 得 进出 比 斯 开 湾 的 几乎 每 起 潜艇 都 被 发 现 ,而 被 攻击 的 潜艇 有 1/4 被 
市 沉 . 

运筹 学 可 以 处 理 十 分 多 样 的 问题 ,但 是 适 于 用 它 来 解决 的 间 题 必须 适合 两 个 条 件 ;1) 必 须 
要 能 用 数字 或 量 来 表示 ,2) 数 据 必 须 适 应 于 现 有 的 技术 . 例如 ,如 果 数 据 是 统计 的 ,它们 必须 来 
自 大 体 相 似 的 行动 ,而 得 必须 相当 广泛 地 使 某 种 统计 正则 性 或 统计 规律 能 表现 出 来 . 现在 考查 
并 全 实在 的 军事 例子 . 

战争 早期 通常 的 军事 观点 是 ,一 个 飞机 中 队 最 重要 的 是 有 尽 可 能 多 发 机 处 于 随时 可 起 飞 的 
情况 , 英国 空军 规定 一 个 中 队 适 于 起 飞 的 飞机 不 能 少 于 70%; 这 个 百分比 称 为 维 竺 效率. 因为 很 
难 达 到 这 个 标准 ,就 让 运筹 小 组 的 成 员 萎 合 (Cecil Gordon) 去 研究 ， 

戈 登 采取 了 于 一 全 全 新 的 途径 . 他 本 是 生物 学 家 ,他 觉得 在 人 和 飞机 的 生命 循环 中 有 类 比 可 
用 . 他 的 推理 是 ,飞行 就 必 造 成 故障 ,因此 就 要 维修 ,维修 后 就 有 适 于 飞行 的 状态 ,一 旦 有 机 会 就 
下 飞行 ,于 是 又 开始 了 一 仿 循 环 . 但 在 空军 中 队 中 , 需 机 的 并 非 适 于 飞行 的 状态 ,需要 的 是 飞行 . 
停 在 地 于 的 飞机 只 是 潜在 地 有 用 一 一 不 起 飞 就 无 用 . 

戈 登 与 空军 中 队 一 起 生活 了 一 段 时 间 ,测定 了 飞行 时 间 产 生 维 修 时 间 的 比例 ,深刻 体验 了 
中 队 作 战 行动 的 每 个 值得 注意 的 特点 以 及 飞机 的 生命 德 环 . 结果 他 得 出 了 一 个 惊人 的 结论 , 原 
来 的 维持 效率 这 个 指标 是 错误 的 , 有 用 的 是 能 满足 飞行 任务 要 求 的 飞机 百分比 是 多 少 ,还 有 ,用 
于 维修 的 每 个 人 一 时 能 提供 多 少 飞 行 量 , 结局 是 把 适 于 飞行 的 飞机 的 百分比 的 要 求 从 70 为 减 到 
只 要 求 大 约 35 冯 , 扒 而 大 大 增加 了 作战 时 间 和 中队 的 效率 . 

尺 一 个 例子 是 对 付 成 胁 我 方太 平实 舰只 的 日 本 神 风 攻击 队 ( 自 杀 飞 机 )， 问题 是 ,一 条 军舰 
应 该 急 束 机动 以 扰乱 以 冲 的 自杀 飞机 的 腊 准 , 还 是 应 保持 航行 不 变 以 改善 己方 防空 火力 的 固 
准 , 寻求 回答 的 运筹 小 组 分 析 了 477 次 战例 . 自杀 飞机 命中 战舰 172 次 , 击 沉 舰 只 27 次 .科学 家 
们 发 现 ,两 种 防御 战术 之 有 效 性 神 军 舰 的 大 小 厕 定 ， 对 于 大 舰 , 急 剧 的 役 避 行动 对 于 高 射 炮 手 瞄 
准 显然 只 有 轻微 的 影响 ,但 对 小 舰 的 瞄准 则 影响 显著 . 如 果 把 神 风 攻击 机 的 瞄准 的 效果 考虑 在 
内 , 净 效 果 如 何 ? 小 组 经 过 相当 的 考虑 ,得 出 如 于 结论 :大 舰 受到 入 冲 的 神 风机 攻击 时 ， 应 该 急 
速 地 改变 航线 ,而 小 舰 则 应 慢 慢 变 . 还 发 现 ， 当 攻 击 机 从 高 空 俯冲 时 ， 舰只 应 以 船 航 迎 向 攻击 机 ， 
而 从 低空 倚 冲 时 应 以 普 尾 相向 ， 舰只 把 船 航 迎 着 神 风机 可 以 集中 更 多 高 射 炮火 打 它 ， 但 是 研究 


* 译注 ; 即 英吉 利 海峡 南 , 法 国 西 部 面向 大 西洋 的 海区 . 
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结果 表明 ,对 于 低空 俯冲 长 机 ,增加 火力 的 效果 不 足以 抵消 舰只 露出 了 更 大 目标 的 后 果 , 运筹 小 
组 的 建议 的 价值 在 后 来 的 战斗 中 证 实 了 :名 从 这 些 建 议 的 舰只 在 被 玫 击 时 被 击 中 的 次 数 只 有 
29%%， ;出 不 入 起 秆 于 的 极 击 尖 的 次 敏夫 47744， 
运 其 学 要 用 到 如 变量 .统计 常数 , 郴 数 ,概率 等 数学 和 统计 学 概念 . 它 的 军事 应 用 中 也 引信 
一 些 新 概念 ,例如 收益 率 ,搜索 率 . 收益 率 当 然 就 是 我 方 与 敌 方 损失 之 比 , 但 若 损失 不 是 按 直 
接 可 比 的 单位 计算 时 ,就 需要 作 复杂 的 分 析 才 能 确定 一 个 行动 在 总 体 上 的 真正 价值 . 
搜索 率 概 念 来 自 搜索 敌 方 舰只 或 潜艇 . 任何 一 种 搜索 工具 (如 扫 晕 , 齿 码 ,手电 简 光 束 , 雷 达 
电波 束 ) 基 本 上 都 是 搜查 一 个 区 域 中 目标 的 未 知 的 确切 位 置 . 它 的 效率 可 用 其 搜索 宽度 和 搜索 
诗 来 度量 . 它 在 某 一 点 能 找到 一 个 目标 有 一 定 的 概率 ,而 依赖 于 这 些 因素 . 一 个 “ 扫 得 干 干净 净 " 
的 新 扫 吊 he 它 在 此 范围 内 找到 一 个 对 象 的 概率 为 1, 即 肯定 可 以 找 
到 , 扫除 一 个 区 域 中 的 落叶 的 齿 码 有 一 个 不 规则 的 侦察 概率 曲线 ,一 个 人 在 夜间 用 手电 简 寻 找 


新 扫 蜗 的 效率 可 用 它 的 搜索 宽度 ( 横 坐 标 ) 及 其 搜索 率 ( 纵 坐标 来 
度量 . 扫 巡 碰 上 它 的 路 径 上 的 一 个 对 象 的 概率 为 1， 即 一 定 会 磁 上 ， 
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花园 用 的 齿 艳 的 效率 显然 不 如 扫 常 .一 个 对 象 车 在 一 个 浴 的 路 径 
上 上, 磁 上 它 的 概率 为 1, 但 磁 上 位 于 两 齿 之 间 的 物体 的 概率 则 为 0， 


目标 ,他 的 概率 图 形 又 是 另 一 样 . 

设 一 飞机 以 一 定 速度 往返 飞行 而 航路 不 交叉 ,这 样 来 在 一 块 洋 面 上 搜寻 潜艇 . 为 了 计算 搜 
索 宽 度 , 可 先 把 假设 在 此 区 域 中 的 潜艇 数 乘 以 及 机 飞行 的 航程 ,然后 再 用 此 数 去 除 实际 找到 的 
潜艇 数 与 搜索 过 的 总 的 平方 英里 数 之 积 . 这 个 商 即 搜索 宽度 ,再 乘 以 飞机 航速 ,就 是 搜索 率 . 

这 似乎 就 老 是 在 算 . 人 们 会 问 , 它 能 做 到 什么 . 答案 是 ,搜索 率 是 搜索 行动 的 效率 的 一 个 敏 
感 的 度量 . 如 采 指 挥 一 队 飞 机 在 某 一 区 域 侦察 潜艇 的 搜索 率 急速 下 降 了 ,这 对 于 指挥 就 是 一 个 
警号 ;什么 地 方 出 了 问题 . 

这 些 概念 也 能 用 于 企业 中 的 某 些 问题 ,因为 军事 行动 和 企业 行动 的 类 比 很 相近 . 事实 上 可 
以 编 一 本 粗 格 的 字典 把 一 方面 变 成 男 一 方面 . 武器 " 译 为 “材料 ”指挥 译 为 “管理 ?或 “执行 ”4 
栈 人 ”就读 作 “竞争 对 手 * 或 者 说 来 也 怪 , 读 作 “ 顾 客 ”“ 徙 毁 " 读 作 “ 战 胜 对手 ” 或 “获得 ”;“ 敌 方 
损失 ” 即 是 “我 方 获 利 "等 等 . 在 企业 中 ,收益 率 就 是 效 利 与 消耗 之 比 ， 搜索 率 概念 可 以 直接 用 于 
村 找 顾客 . 
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运筹 学 在 企业 中 不 是 全 新 的 东西 . 在 有 些 企业 中 很 长 时 间 以 来 即 以 “企业 分 析 ”, “企业 人 研 
究 ” 的 名 且 进 行 了 分 散 的 这 一 类 活动 , 第 二 次 世界 大 战 带 来 的 只 是 发 展 了 系统 的 技术 ,并 招收 了 
一 群 有 训练 的 科学 家 来 从 事 这 方面 的 工作 . 

为 了 说 明 运 筹 学 怎样 用 于 企业 ,我 们 举 实际 上 做 过 的 关于 百货 公司 在 报纸 上 作 广 告 的 就 果 
的 研究 为 例 . 分 析 一 类 特别 类 型 的 广告 , 即 设计 得 能 产生 立即 的 销售 的 广告 一 所谓“ 快速 反 
应 ”广告 (以 下 简称 QR). 因为 百货 公司 每 年 要 花 成 百 方 美元 于 QR 广告 ,其 结果 的 科学 测定 当 
然 是 值得 研究 的 课题 . 

这 种 广告 的 效果 不 能 简单 地 用 做 广告 的 特定 商品 额外 的 销售 量 来 度量 . 广告 的 目的 是 为 了 
把 顾客 吸引 到 店 里 来 以 增加 总 销售 量 . 如 果 它 只 增加 某 一 部 门 的 销售 而 以 牺 性 店 中 其 他 部 门 或 
本 部 门 以 后 的 销售 为 代价 ,这 个 广告 就 不 是 有 效 的 , 例如 , 店 中 为 某 种 上 衣 作 广告 ,将 其 千 价 由 8$ 
30 减 为 $24. 这 自然 会 引起 很 大 一 笔 快 速 销售 . 但 是 有 多 少 顾客 即 令 没 有 微 这 个 广告 ,也 会 现在 
或 晚 一 些 以 正常 价 $ 30 来 买 这 种 上 衣 昵 ? 这 笔 $24 的 销售 中 有 多少 本 来 会 是 用 在 本 店 其 他 部 
门 购物 的 呢 ? 有 多 少 冲 着 十 衣 减 价 而 来 的 顾客 世 会 在 本 店 其 他 部 门 随 兴 买 些 别 的 东西 呢 。 最 
后 ,这 个 广告 会 把 本 来 在 对 手 商店 做 的 交易 拉 到 本 店 中 来 呢 ? 

很 消 楚 ,为 了 估计 这 类 广告 的 净 回 报 , 必 须 研究 相当 长 一 段 时 间 中 本 店 的 总 销售 和 一 切 这 
类 QR 广告 . 它 的 目标 必须 是 决定 “真正 的 外 加 销售 ", 即 全 店 整 体 上 不 作 广 告 就 得 不 到 的 外 加 
销售 量 . 某 百 货 公 司 的 研究 部 主任 几 年 前 就 作 了 这 样 研究 . 他 把 本 店 的 QR 与 总 销售 量 与 竞争 
对 手 即 本 城 其 他 百货 商店 作 了 逐 周 比较 . 他 对 这 些 数据 的 分 析 是 基于 以 下 的 推理 ;, 基 一周 的 销 
售 基 中 有 一 定 百分比 来 自 QR 广告 . 由 于 本 店 和 竞争 对 手 的 QR 费用 的 起 伏 , 这 个 百分比 是 逐 周 
改变 的 , 此 外 ,本 上 店 广告 费用 的 起 伏 与 对 手 的 起 伏 并 不 同步 ,有 几 周 它 作 的 广告 相对 多 一 些 ,有 
几 周 相对 少 一 些 . 所 以 本 店 的 总 销售 与 其 竞争 对 手 总 销售 之 比 也 会 有 起 伏 . 这 反映 了 广告 杰 动 
之 比 . 和 癌 题 是 怎样 把 这 种 起 伏 分 离 出 来 . 

为 此 ,研究 部 主任 求助 于 数学 , 令 S 表示 全 店 销 佑 量 中 不 能 归 之 于 QR 的 那 一 部 分 , 即 一 局 
总 销售 县 减 去 QR 销售 量 . 令 O 表示 竞争 对 手相 应 的 销售 量 . 假设 比值 S/O 在 相当 一 段 时 期 中 
是 一 个 统计 常数 是 合理 的 ,因为 由 QR 三 告 这 个 可 变 因 素 产 生 的 销售 量 已 经 减 掉 了 ,而 气候 或 
经 济 变动 只 要 不 太 剧 烈 , 其 效果 对 所 有 商店 都 是 一 样 的 . 这 个 假设 对 于 解决 问题 是 一 关键 ,因为 
由 它 可 以 得 出 一 组 方程 ,而 用 总 销售 量 与 QR 广告 费用 等 已 知 数据 可 以 数字 地 解 出 而 决定 未 知 
的 统计 常数 以 及 广告 的 吸引 为 ， 

研究 得 出 了 许多 结论 ,其 中 有 ;1)QR 三 告 产生 很 大 的 走 正 的 外 加 销售 ;2 真正 的 外 加 销售 
量 敏 感 地 依赖 于 做 广告 商品 减 多 少 价 ;3) 广 告 的 平均 吸引 力 在 儿 个 月 这 样 长 的 时 期 中 大 体 不 
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变 , 虽 然 个 别 广 告 的 效果 可 以 变化 很 大 . 这 项 研究 还 有 些 副产品 , 它 对 商店 运作 的 某 些 方面 有 局 
示 ， 从 页 使 效益 有 改进 ， . 

运筹 学 在 和 平时 期 的 应用 还 包括 分 析 以 下 问题 :装备 和 人 为 的 适当 使 用 ,工厂 和 公用 设施 
中 的 操作 程序 ,政府 项 目的 计划 , 例如 ,看 英国 为 路 面 铺设 材料 所 作 的 一 项 运筹 研究 使 得 能 节约 
数 百 万 英镑 . 

运筹 学 已 经 是 一 个 很 有 力 的 机 器 , 像 农场 用 的 拖拉 机 一 样 , 它 需 要 有 专门 人 才 操 作 . 美国 运 
凑 学 委员 会 主要 目标 之 一 就 是 提供 这 个 领域 中 有 训练 的 工作 人 员 . 委员 会 相信 ,在 目前 的 国家 
烷 急 情况 下 ,运筹 学 特别 重要 和 急需 . 由 于 非 军 事 的 运筹 研究 成 功 地 增加 了 美国 开业 的 效率 , 它 
对 减少 人 力 的 严重 短缺 是 有 贡献 的 . 运筹 学 青年 科学 家 训练 得 越 多 ,在 必要 时 就 可 为 军队 提供 
更 多 的 专家 ， 
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小学 机 器 
如 人 子 员 [LE 


戴 维 斯 (Harry M, Davis),1949 年 4 月 号 


项 新 的 革命 今天 正在 技术 领域 中 进行 着 . 它 与 一 个 世纪 前 开始 的 工业 革命 平行 也 完善 
着 它 , 工业 革命 的 第 一 个 阶段 意味 着 体力 的 机 械 化 ,然后 电气 化 . 这 项 新 的 革命 意味 着 
脑力 的 机 械 化 和 电气 化 ， 

19 世纪 的 那 项 革命 是 基于 能 量 (卡路里 ,尔格 ,马力 小 时 , 英 乒 厂 , 焦 尔 , 英 制 热 单位 ,千瓦 小 
时 等 ,随便 你 愿意 称呼 它 是 什么 ) 的 转换 和 传输 ， 

20 拱 纪 的 这 项 革命 是 基于 信息 ‘一 个 数 ,一 个 宇 母 ;图 上 的 一 个 深 色 的 或 浅 色 的 点 ;一 
“ 开 " 或 * 关 "记号 ;一 个 "是 ”与 " 非 " 之 间 的 决定 ;一 个 “多 "或 “省 "之 判断 ;一 个 在 "与 ”, “或 ”及 “两 
者 蕴 不 ”之 间 的 馆 辑 选择 ) 的 转换 和 和 传输 ,这些 被 认为 既是 人 类 的 计算 ,通讯 和 控制 功能 的 “信息 
处 理 系 统 " 的 原材料 ,也 是 它 的 产品 . 

这 项 革命 已 经 走 了 多 远 了 ? 许多 已 经 被 认为 是 日 常生 活 所 需 了 ,如 收音 机 ,电视 机 和 电话 系统 
等 . 其 他 的 形式 目前 影响 我 们 尚 不 够 明显 ,如 飞机 的 机 器 人 驾驶 员 ,电子 航行 系统 ,工厂 中 的 自动 控 
制 , 各 种 类 型 的 雷达 等 .所 有 这 些 装 置 都 存在 这 一 方面 或 另 一 方面 可 与 人 类 思维 相 比 拟 的 功能 . 

但 是 比 所 有 其 他 的 都 更 配 具 有 “脑子 ”称号 的 机 器 是 电子 计算 机 . 它们 很 容易 解决 很 复杂 和 
很 费 劳 力 的 使 最 耐心 的 数学 家 都 不 知 所 措 的 问题 , 它们 会 读 ,它们 会 写 , 它 们 会 算术 ,都 比 人 类 
的 根 睛 ,心灵 和 手 快 一 千 倍 到 一 百 万 倍 ,“ 


* 译注 :这 是 1949 年 的 "记录 ”, 今 天 甚至 今后 将 会 如 何 , 有 人 敢 打包 票 吗 ? 以 下 讲 到 一 些 数据 时 , 按 
今天 的 观点 来 看 都 小 得 衣 包 , 但 请 记 住 ,这 是 1949 年 ! 所 以 下 面 不 再 加 注 了 . 
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它们 真能 思考 吗 ? 


“这 些 机 器 真正 能 思 汐 吗 ?” 人 们 对 于 “真正 地 ”和 “思考 "这些 词 有 着 不 同 的 语意 学 的 解释 ， 
包括 反问 “究竟 人 们 能 真正 地 思考 多 少 ?” 也 有 不 同 的 语意 解释 . 计算 器 的 设计 者 和 心理 学 家 似 
乎 对 于 人 类 头脑 的 机 器 竞争 对 手 了 解 得 越 多 对 人 脑 就 越 苯 重 , 用 严格 的 电气 的 和 化 学 的 术语 
说 ,人 脑 是 最 有 效 的 计算 机 器 ,虽然 它 也 是 最 慢 的 . 它 不 需要 成 千瓦 的 电力 去 油 活 它 的 神经 ,也 
不 要 吹风 机 为 其 通风 换 气 ; 电 气 脑子 则 肯定 地 发 散 出 很 多 的 热 空气 . 神经 心理 学 家 素 卡 洛 (War- 
ren Meceujlloch) 曾 经 指出 ,如 果 一 个 计算 器 完全 模仿 人 脑 的 神经 网 络 建造 , 它 将 需要 一 座 靡 天 大 
楼 来 装 它 ,需要 尼亚加拉 瀑布 的 电力 来 驱动 它 , 还 要 尼亚加拉 的 所 有 的 水 来 冷却 它 . 

一 位 专家 说 ,我 越 与 这 些 机 器 打交道 多 ,我 越 有 这 样 的 印象 ,它们 是 多 人 么 笔 呀 ”他 们 不 能 做 创造 
的 事 . 它们 只 能 按照 指令 干 ,而 指令 必须 简化 成 最 简单 的 术 诸 . 如 果 指 令 错 了 ,这 些 机 器 便 干 错 了 . 

为 一 方面 ,这 些 机 器 不 会 分 心 , 它们 集中 全 部 才能 于 手头 的 问题 . 它们 完成 一 个 复杂 的 计算 
能 够 比 一 个 人 所 花 的 时 间 少 得 多 ,例如 对 和 衙 上 亮 了 红 灯 , 它 就 作出 反应 发 出 信号 让 右 脚 从 油门 
上 上 称 到 刹车 上 , 比 人 就 快 得 多 . 因此 它们 能 够 接受 智力 劳动 的 繁重 负担 ,完成 数学 和 你 辑 数 据 的 
量 之 大 正如 同一 大 批 流水 线 将 手工 劳动 转化 成 大 批量 的 生产 一 样 ， 

贝尔 电话 实验 室 的 香农 (Claude E. Shannon) 合 适 地 回答 了 “它们 能 否 思 考 ? 的 问题 ,他 说 最 
新 的 机 器 的 表现 “将 迫使 我 们 或 者 承认 机 器 思考 的 可 能 性 ,或 者 进一步 限制 我 们 的 有 关 思 考 的 
概念 .” 仙 农 是 在 无 线 电工 程 师 学 会 (Institute of Radio Engineers) 三 月 份 的 会 议 上 说 这 番 话 的 ， 
他 在 那儿 解释 了 如 何 能 够 教会 计算 机 去 下 棋 , 虽 然 不 是 很 卓越 但 也 过 得 去 了 .与 人 类 象棋 大 师 
的 伟大 创造 性 相 比 ,机 器 带 着 它 安装 好 的 程序 用 以 选取 下 一 步 棋 着 , 它 具 有 高 速 运转 ,没有 错误 
和 车 不 懒惰 的 优点 . 


一 项 新 的 产业 


自动 脑子 的 建造 和 运转 已 经 成 为 一 项 巨大 的 产业 . 电脑 的 价值 每 台 5 万 美元 到 一 百 万 美元 ， 
还 有 许多 顾客 在 急切 地 等 着 用 ,其 中 有 飞机 制造 商 ,保险 公司 ,统计 事务 所 ,以 及 首先 政府 各 个 办 
事 部 门 .我 们 希望 1950 年 的 人 口 统计 将 会 是 首次 用 全 电子 的 计算 机 进行 分 析 , 提 取出 丰富 的 关于 
国家 经 济 生 活 的 信息 . 明 然 以 前 也 使 用 穿孔 造 表 机 ;但 不 曾 从 统计 数据 中 提炼 充分 的 信息 . 

电子 机 器 是 多 才 多 艺 的 . 芝加哥 的 核 物 理学 家 将 问题 送 到 马里 兰州 的 阿 伯 丁 ,在 著名 的 


534 V ,数学 的 意义 


ENIAC 计算 机 .上 进行 处 理 . 放 在 纽约 第 五 十 七 街 的 平板 玻璃 后 面 的 [BM 选 序 计算 器 ,现代 化 的 电 
于 管 和 继 电 能 装 了 满 满 一 房间 , 远 远 不 只 是 个儿 告 性 的 展品 . 当 逛 商店 的 人 和 有 逛 展 览 会 的 人 上 隔 
上 一 眼 , 这 台 机 器 正 静 静 地 解决 首 诸如 月 球 的 运动 或 者 导弹 的 控制 等 问题 

IBML( 好 国际 商业 机 器 公司 ) 已 经 把 这 台大 机 器 的 某 些 最 好 的 电路 组 装 到 一 台 小 的 ,大 小 如 两 
个 文件 柜 的 整洁 的 钢板 箱子 里 ,并 日 安装 上 转 脚 轮 ,使 之 能 安置 看 任何 办 公 室 靠近 电源 插座 的 地 
方 . 干 倍 快 于 早先 的 1BM 商业 计算 打 孔 器 ,604 型 电子 计算 机 现在 正 天 批量 从 生产 线 上 下 来 . 

但 是 这 些 仪器 仅仅 是 新 的 电子 思考 时 代 的 先 驰 . 在 二 月 份 美国 电气 工程 师 学 会 的 会 议 上 和 
一 月份 无 线 电 工程 师 学 会 的 会 议 ,已 经 很 清楚 每 一 个 现在 正在 运转 的 计算 器 将 很 快 地 过 时 ， 
正如 同一 个 耳机 矿石 收音 机 与 1949 型 的 调频 电视 机 的 比较 一 样 . 然而 老 一 些 的 机 器 将 不 会 作 
废 , 风 为 有 着 不 同 的 问题 适合 各 种 机 器 去 处 理 . 

令 人 感到 奇怪 的 新 计算 机 ,不 是 按 几 分 之 一 秘 来 运转 ,而 是 按 几 分 之 一 微 秒 的 速度 ,正在 迅 束 
地 钙 赶 制 完 成 着 . 宾 儿 法 尼 亚 大 学 莫 尔 学 院 ,ENIAC 的 诞生 地 ,正在 建造 一 台 称 为 EDVAC 的 机 
般 , 它 有 一 个 容量 大 得 多 的 存储 器 和 更 多 方面 的 才能 . 这 时 没有 了 ENIAC 的 主要 设计 人 和 ET》 
YAt 的 最 初 构想 人 亡 严 利 (ohn kauchly) 和 小 健 克 尔 特 (1. Prosper Eckert, Jr, ) 的 帮助 ,因为 他 们 
已 经 去 开设 一 家 公司 ; 仇 克 尔 特 毛 赫 利 计算 机 公司 去 了 ， 在 费 拉 德尔 费 亚 大 楼 上 占 了 两 层 的 仇 克 
尔 竺 毛 蒜 利 公司 正在 调试 - - 台 称 为 BINAC 的 计算 机 . 伍 克 尔 特 毛 赫 利 公司 还 有 六 台 精 心 设计 的 
称 为 UNIVAC (Univa) 的 机 器 合同 ,每 台 价 格 大 约 20 万 美元 ,为 政府 .工业 和 商业 界 所 用 . 

在 新 泽 西 州 的 普林斯顿 ,在 一 .个 属 于 高 等 研究 所 的 特殊 计算 机 大 楼 中 , 汉 ，。 诺 伊 曼 (John 
von Neumann) 和 其 他 卓越 的 数学 家 们 已 经 一 台 巨大 的 尚 远 未 完工 的 计算 设备 上 工作 两 年 多 
本 -这 人 台 机 器 被 美国 无 线 电 公 司 RCA( 它 参加 此 项 昌之 协作 ) 的 研究 主任 兹 沃 里 金 (Viadimir 
<worykim) 描 与 为 一 台 未 来 的 * 志 界 气 象 模 规 ” 它 可 以 设置 来 模拟 每 一 种 形成 天 气 的 力 以 及 这 
守 力 之 同 的 影响 ,其 至 比 自然 界 中 还 要 快 一 点 ;从 而 明天 的 气象 今天 可 以 读 出 来 ,而 不 是 像 用 珊 
证 的 方法 当 每 一 个 因素 都 考虑 进去 时 要 一 年 以 后 才 有 结果 . 但 是 汉 。 诺 借 蝇 正 很 有 兴趣 于 用 这 
台 机 器 去 解决 原子 物理 和 经 济 统计 的 问题 

本 时 厅 艾 闭塞 州 所 尔 电 的 需 神 制造 公司 原 以 制造 微波 表达 中 的 磁 榨 管 而 著名 , 现 已 接受 了 
一 个 大 的 政府 合同 生产 一 台 可 与 UNIVAC 相 比 的 计算 机 , 哈佛 大 学 已 经 将 它 的 蕊 真 ] 型 计算 
机 海运 到 讲 尼 亚 的 达尔 格 伦 的 海军 试验 基地 , 现 正在 建造 马克 用 型 . 麻 省 理工 学 院 则 有 它 的 
“旋风 计划 ”制造 军事 目 的 所 需 的 电脑 . 

英国 的 科学 家 们 也 在 这 方面 积极 行动 他 们 在 这 个 领域 有 今 人 骄傲 的 传统 ,因为 黄 同 人 巴 
由 奇 (Charles Babbage) 一 个 多 世纪 以 前 用 他 的 “差分 机 器 " 详 图 ( 见 本 书 第 8 童 巴 身 奇 传 ) 勾 面 
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出 现代 计算 机 的 本 质 特 征 . 现在 有 四 个 英国 实验 室 正 在 建造 高 级 计算 机 ， 

不 是 所 有 这 些 活动 都 是 公开 的 ,也 不 都 有 同样 的 味道 .有 军事 的 机 密 也 有 商业 的 机 密 . 在 幕 
后 人 们 感到 紧张 的 敌对 和 竞争 ,私下 里 还 在 议论 着 不 公平 的 炒作 和 控告 瓷 取 发 明 , 以 及 暗示 将 
要 进行 专利 诉讼 .这些 是 一 个 大 的 新 产业 正在 建立 的 现象 ,伴随 着 人 们 为 自己 能 以 同样 的 条 件 
占有 一 席 之 地 而 斗争 . 

竞争 中 之 得 失 属 关 硬 以 从 一 个 简单 对 比 来 理解 , 某 些 在 开发 中 的 新 机 髓 的 基本 的 能 力 将 是 
在 于 分 之 一 秒 内 完成 10 位 数字 的 眉 法 . 同样 的 任务 一 个 人 用 铅笔 和 纸 去 做 将 需 五 分 钟 ( 大 约 
300 000 倍 长 ). 这 人 台 机 器 等 价 于 大 约 25 000 个 台式 计算 机 操作 员 ， 


数字 机 还 是 模拟 机 


有 两 族 计算 机 一 一 数字 机 与 模拟 机 . 上 面 所 论 及 的 均 为 数字 机 . 本 文 的 基本 目的 就 是 谈论 
它们 .但 是 模拟 计算 机 先 出 现 ; 麻 省 理工 学 院 的 著名 的 “机 器 脑子 ”, 二 十 年 前 布什 (Vannevar 
Bush) 因 它 而 获得 名 声 , 是 一 台 模 拟 计 算 机 ， 雷达 和 枪 炮 的 指导 者 们 特别 依 敬 它 们 ,并 且 它 们 
还 将 继续 在 许多 方面 发 挥 其 重要 性 ， 因此 让 我 们 先 考查 一 下 这 些 机 吴 , 再 弄 清 楚 模 拟 的 与 数字 
的 计算 机 之 间 的 区 别 , 然 后 详细 分 析 后 者 . 

你 的 汽车 里 的 速 府 计 是 模拟 计算 机 的 一 个 简单 例子 ， 设 定 一 个 离心 力 正比 于 驱动 轴 的 速 
度 ,这 个 离心 力 移动 一 根 针 到 * 英 里 每 小 时 ”表盘 上 的 适当 位 置 ， 一 一 在 表盘 上 的 一 个 稳定 位 置 
表示 汽车 位 置 的 变化 率 . 这 是 一 个 微分 学 的 运算 ， 

你 的 汽车 或 者 你 的 表 的 齿轮 也 在 做 算术 :它们 能 做 乘除 ,当然 乘 数 是 由 装 人 的 齿轮 的 比率 
确定 的 , 汽车 后 轮 之 间 的 差 速 齿轮 正如 其 名 称 表 示 一 个 机 械 减 法 机 回 , 由 -- 个 轮子 得 到 的 任何 
多 余 的 速度 被 另 一 减 掉 . 所 有 这 些 观 念 都 实际 地 被 应 用 于 模拟 型 的 机 械 的 计算 机 器 中 ;其 零件 
是 齿轮 ,凸轮 和 差 速 齿 轮 ， 

布什 的 “微分 分 析 仪 ”解决 微 积分 中 的 间 题 ， 这 台 机 器 的 不 同 元 件 是 为 方程 的 不 同 部 分 而 设 
置 的 ,全 部 用 齿轮 连接 ,使 得 所 得 出 的 仅 有 的 答案 将 是 方程 的 要 求 所 认定 的 正确 答案 . 

还 有 电气 的 模拟 计算 机 ， 代 兰 一 个 机 械 的 位 置 ,我 们 可 以 有 一 个 电位 ;代替 一 个 速度 ,我 们 


* 译注 :这 是 另 一 个 布什 ,与 美国 总 统 无 关 , 生 卒 年 月 为 1890 年 一 19?4 年 ,本 人 是 电机 工程 师 , 他 的 
页 献 除了 电脑 以 外 ,主要 是 担任 了 罗斯 栖 的 科学 顾问 . 造 原子 弹 的 曼 险 坦 计 划 是 由 国家 科学 顾 间 委员 会 
主持 ,其 时 他 是 顾问 ,他 还 是 NASA 前 身 的 主任 ,NSF 的 创始 者 . 特别 是 ,香农 是 他 的 学 生 ， 
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差分 机 器 于 1820 年 由 英国 数学 家 巴 贝 奇 设想 ,是 第 一 台 现 代数 学 机 
器 . 它 不 能 工作 ,因为 他 那 时 代 的 工匠 们 不 能 造 出 有 足够 精度 的 零件 


可 以 有 一 个 电流 ,或 者 由 它 导出 的 一 个 磁力 ,设置 带 有 电阻 ,电感 和 电容 的 回路 以 根据 给 定 的 方 
程 来 行事 ,一 个 电气 变压器 能 够 像 一 对 齿轮 那样 做 同样 的 乘法 .真空 管 回路 能 够 积分 . 这 样 的 机 
器 正在 适量 地 生产 着 一 一 由 里 弗 斯 仪器 公司 制造 的 REAC 是 一 个 成 功 的 例子 , 它 能 自动 地 用 一 
系列 的 曲线 来 描绘 出 一 个 微 积分 问题 的 答案 . 麻 省 理工 学 院 有 机 械 分 析 仪 的 一 个 电气 的 后 继 
前 , 它 看 上 去 像 一 个 电话 总 机 . 

异 拟 计算 机 似乎 比 数字 计算 机 要 少 占 点 地 方 并 且 便 宜 些 ;它们 很 快 地 提供 解答 但 是 像 计 
算 尺 ( 它 也 是 一 种 模拟 的 工具 ,因为 它 将 对 数 转变 为 距离 ) 那 样 ,它们 允许 精度 很 有 限 . 对 于 高 精 
度 的 计算 ,数字 的 或 者 逻 输 的 计算 机 如 今 已 是 随时 可 资 利用 了 。 


43, 数学 机 器 537 


i | XN ey. -有 | 
E ~ | r . na A 
tah bh Sa 

| 

TS 


在 阿 伯 丁 的 试验 基地 的 TT R 过 
漳 道 研究 实验 室 里 ,于 1930 。 EN A 
代 由 麻 省 理工 学 院 和 宾 州 LT Wl] Tw Vr pes ) 


大 学 莫 尔 学 院 建造 的 微分 分 TRY mR EA 
析 仪 . | ER 一 
\ 二 


微分 分 析 仪 之 主要 部 件 
为 积分 器 , 这 个 装置 的 主要 
零件 是 一 个 圆 盘 和 一 个 转动 
其 表面 的 小 轮 . 这 些 旋转 零 
件 调节 好 以 后 就 能 积分 两 个 
不 同 的 变化 率 ， 
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数字 观念 


数字 计算 机 是 非常 卓越 的 ,因为 它 不 作 度 量 而 作 计 算 , 它 不 反映 较 大 或 较 小 的 程度 :在 它 的 
每 一 步行 动 中 , 它 是 一 个 “全 或 无 ”的 装置 ,操作 离散 的 信和 号 ,或 者 存在 或 者 不 存在 ， 

最 简单 的 数字 计算 机 是 人 手 , 我 们 肯定 是 从 它 才 有 了 我 们 的 十 进位 系统 . 对 应 于 像 一 个 手 
指头, 一块 中 石 或 者 一 条 唱 针 划 痕 这 种 原始 的 数字 单位 指示 器 ,新 的 自动 计算 机 表示 数字 用 到 
的 方法 如 下 : 

一 条 纸 带 土 的 一 个 圆 洞 . 

一 张 卡 片上 的 一 个 方 洞 . 

一 个 电磁 体 中 的 一 个 电流 ， 

一 个 研 铁 所 吸附 的 一 个 线圈 . 

一 对 财 合 的 电流 接触 器 , 

一 个 电气 传输 线 上 的 一 个 电流 脉冲 ， 

一 个 电子 管 其 中 电流 允许 从 灯丝 流向 板 极 ， 

一 个 铁 的 或 合金 的 导线 土 的 一 个 磁化 获 域 . 

一 个 磁带 土 的 一 个 磁化 区 域 . 

一 个 照相 胶卷 上 的 一 个 暗色 区 域 . 

一 个 阴极 射线 管 中 面 板 上 的 带电 荷 区 域 ， 

一 个 水 银 槽 中 一 个 波纹 的 移动 ， 

以 上 各 种 情形 都 没有 用 信号 程度 的 度量 . 有 一 个 洞 或 者 没有 洞 ,接触 或 者 不 接触 ,有 电流 或 
音 无 电流 ,有 脉冲 或 者 无 脉冲 . 设计 者 只 需 弄 明确 那里 没有 含糊 不 清 , 例如 ,他 们 只 需 留 下 足够 
的 磁带 面积 ,使 得 一 个 磁化 的 区 域 不 至 与 一 个 非 磁 化 的 区 域 相 混淆 . 然而 ,这 种 考虑 只 限制 了 密 
集 程 度 以 及 机 器 在 其 方 面 的 速度 :这 不 影响 精确 性 或 者 计算 得 以 实行 的 十 进位 的 数字 ， 

任何 这 种 印记 或 者 装置 称 为 一 个 “记忆 ” 运用 “记忆 ”作为 计算 机 行业 的 一 个 技术 术语 支持 
了 于 它们 的 与 "脑子 * 的 拟人 论 的 相似 ,但 是 的 确 没有 什么 值得 惊奇 的 . 每 一 张 照 相 , 每 一 页 印刷 好 
的 纸 , 每 一 张 注销 了 的 支票 ,都 是 一 个 机 械 的 记忆 的 形式 ， 

有 关 计 算 装 置 的 重要 之 处 不 是 它们 能 够 记录 和 记 住 数目 ;而 是 这 样 的 事实 ,它们 能 够 特别 
球速 地 放弃 所 记忆 的 内 容 ,并 且 用 某 种 适合 的 方式 立即 转移 和 处 理 到 间 一 机 器 中 的 其 他 部 分 
去 . 用 开关 型 或 者 "是 非 " 型 的 对 比 使 得 它 易于 将 一 个 记录 从 一 种 形式 转移 为 另 一 种 形式 ,个 
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算盘 可 能 是 最 早 的 数学 机 器 ， 此 图 中 的 中 国 算盘 中 所 表 
示 的 数 是 27 091' 
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纳 皮 尔 的 杆 组 是 17 世纪 的 一 项 尝试 ,用 以 将 乘法 机 械 化 ,它们 从 没有 制造 
得 能 满意 地 工作 ,发 明 者 团丁 堡 的 纳 皮 尔 葛 为 人 所 熟知 的 ,是 因为 他 是 对 数 的 发 
明 者 ， 
打 洞 模式 立即 变 成 一 个 开关 闭合 的 模式 或 者 一 个 电子 管 通 导 模式 ; 它 是 表示 该 数 的 模式 . 
当然 , 数 1 000 000 不 是 用 一 百 万 个 点 , 润 或 波纹 来 表示 . 即使 用 每 个 单位 一 微 秘 的 速度 的 
速率 传输 , 那 将 意味 着 一 百 万 个 步 双 并 且 要 花费 多 达 一 整 秒 钟 的 时 间 , 显然 ,解决 的 办 法 是 与 我 
们 在 日 党 计算 中 同样 的 办 法 一 一 位 值 码 ,其 中 十 进位 系统 是 最 为 熟悉 的 一 例 , 


机 械 化 数字 


人 类 第 一 个 人 工 的 数字 计算 装置 是 算盘 (abacus) ,一 个 用 手 操作 的 机 械 存 情 器 ,非常 古老， 
时 到 只 用 指头 计数 的 时 代 . 它 仍然 有 效 地 在 世界 许多 地 方 被 使 用 ,包括 美国 的 中 国人 洗衣 房 . 第 
二 个 进步 是 加 法 轮 . 莱 布 尼 兹 ,他 独立 于 和 牛顿 发 明了 微 积分 ,也 发 明了 步 进 轮 ,成 为 第 -个 商业 
计算 器 的 基础 . 各 种 春 样 的 加 法 轮 导致 现代 的 台式 计算 器 . 如 果 没 有 各 种 各 样 的 办 公 室 机 器 用 
指头 按键 盘 来 进行 加 , 减 和 乘 , 很 难 想像 一 个 经 济 能 够 包括 许 许 多 多 保险 公司 ,统一 核算 的 连锁 
后 ,以 及 为 个 人 户头 之 10 美 分 支票 而 竞争 的 银行 . 如 果 不 是 商业 数学 之 机 械 化 ,现在 工业 将 需 
要 比 工 | 工人 更 多 的 蚕 记 员 . 从 社会 统计 学 者 到 原子 物理 学 家 ,这 些 科 学 家 们 已 经 充分 运用 了 
这 些 商 业 装置 . 加 法 机 与 试管 和 示波器 一 样 已 成 为 实验 室 的 日 常 工具 . 
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适合 于 电气 化 时 代 的 一 项 进一步 的 发 展 由 人 口 调查 专家 荷 勒 里 斯 ( Herman Hollerith) 开 
始 . 他 发 展 了 第 一 台 穿 孔 卡 片 机 ,利用 洞 的 位 置 来 记忆 数据 . 在 1890 年 的 人 口 调 查 中 已 证 明 它 
可 减少 一 半 劳力 , 他 于 1896 年 组 建 的 造 表 机 器 公司 后 来 被 合并 人 国际 商业 机 器 公司 ( 即 TBMD)， 

IBM 卡 , 标 次 化 大 小 为 三 又 四 分 之 一 英寸 乘 七 又 八 分 之 一 英寸, 它 有 80 行 每 行 12 个 穿孔 
位 置 ,已 经 成 为 一 种 数学 新 名 词 了 , 在 许多 穿孔 ,分 类 ,计算 ,以 及 会 计 机 器 之 间 可 以 交换 ,它们 
处 理 卡片 的 方法 可 以 是 机 械 化 的 ,电气 化 的 ,以 及 电子 化 的 , 同一 张 卡片 既 可 记载 天 文 轨 道 ,或 
一 个 统计 员 的 审计 ,一 个 公司 的 所 得 税 ,或 者 这 份 杂志 的 订阅 的 数据 

IBM 卡 ,或 者 它 的 变 体 ,不 仅 铺 平 了 通 往 现代 电脑 的 道路 ,而且 在 许多 情形 它们 组 成 了 重要 
的 部 分 , 打 了 洞 的 卡片 说 的 正 是 一 台电 子 机 器 能 理解 的 那 种 语言 . 机 器 从 它们 读 到 分 派 给 它 的 
任务 ,将 答案 写 到 它们 上 面 , 并 用 一 把 卡片 可 以 形成 一 个 图 书馆 或 者 存储 器 . 

现代 计算 器 的 开发 上 ,重要 性 可 以 与 之 比拟 的 ,虽然 某 种 程度 被 忽视 ,是 电 传 打印 机 , 这 是 这 
样 的 机 器 ,在 每 个 报纸 办 公 室 ,每 个 新 闻 社 分 福 , 每 个 电报 局 都 在 使 用 它 ,而 不 用 卑 来 打字 ; 它 是 这 
样 的 机 器 ,可 以 远 距离 地 阅读 和 书写 . 在 这 个 机 械 化 的 通讯 中 的 基本 要 素 是 继电器 和 穿孔 纸 带 . 继 
电器 是 电报 中 继 器 之 真 系 后 代 , 开 关 一 个 新 的 电气 回路 作为 电 枢 对 输 和 人 的 信号 作出 反应 而 导出 电 
磁 拉 力 , 穿孔 纸 带 上 能 容 下 五 个 洞 ,加 上 第 六 个 扣 齿 润 , 它 用 以 将 纸 带 送 进 阅读 机 器 

请 充分 注意 存 路过 一 条 纸 带 的 宽度 上 有 五 个 润 或 者 没有 洞 的 数学 意义 . 这 个 “五 单位 编码 ” 
能 传递 多 少 不 同 的 意义 ? 答案 是 32, 并 生 我 们 所 用 的 办 法 说 明了 二 进位 计数 系统 在 最 先进 的 电 
脑 中 的 出 现 . 

纸 带 上 的 第 一 个 位 置 可 以 穿孔 或 者 空 着 ;这 指出 两 种 可 能 性 . 其 中 每 一 个 可 以 配 以 第 二 个 
位 置 有 洞 或 者 无 洞 ; 这 得 到 四 种 可 能 .第 三 ,第 四 和 第 五 位 每 一 个 都 使 可 能 性 加 倍 ,总 共 得 2: 或 
者 32 个 可 能 , 其 中 26 个 用 来 为 通常 的 通讯 目的 表示 字母 ,五 个 作为 给 机 械 打字 员 的 其 他 命令 ， 
间距 , 回 车 ,进行 , 换 为 字 , 换 为 图 . (32 个 位 置 有 一 个 通常 要 空 厦 ,不 用 作 任何 信号 . ) 将 这 些 命令 
编 成 码 并 且 用 继电器 来 实现 它们 ,这 种 能 力 是 电脑 的 又 一 重要 成 分 

这 样 一 种 带 有 2 种 选择 的 纸 带 的 宽度 表示 了 -个 二 进 制 的 五 位 数 , 有 些 纸 带 采用 六 位 码 ， 
提供 64 种 选择 . 


继电器 计算 机 


有 可 能 建造 一 个 更 快 的 计算 机 , 除 电 传 打印 视 和 穿孔 机 ， 电 键 板 和 导线 ,和 一 批 精 巧 地 连接 
起 来 的 继电器 外 再 不 用 别 的 东西 这 不 仅 是 可 能 , 它 已 经 被 页 尔 电话 实验 室 建造 成 了 . 
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穿孔 机 将 问题 用 穿 了 和 孔 的 纸 带 表示 出 来 . 继电器 (任何 电话 中 心 的 标准 元 件 ) 完 成 计算 , 加 
法 的 办 法 是 :这样 来 装置 继电器 使 当 任 何 两 个 继电器 闭合 时 ,表示 其 和 的 继电器 充电 , 例如 ,如 
果 第 1 号 继电器 和 第 3 号 继电器 都 闭合 ,电流 只 能 是 通过 闭合 的 接触 器 通 向 第 4 号 继电器 的 线 
圈 . 然而 ,如 果 输 入 电流 从 "* 载 着 1” 的 电线 (意思 是 加 法 的 原来 的 那 行 有 一 个 "1 载 着 ”到 达 , 这 
条 道路 引 向 第 5 号 继电器 ， 

页 尔 电话 实验 室 不 做 计算 机 生意 而 只 做 电 请 生意 .但 是 那里 的 工程 师 们 必须 完成 业务 土 的 
大 量 计算 ,于 是 ,当时 在 贝尔 实验 室 的 (现在 是 计算 机 工业 的 一 位 独立 的 顾问 ), 斯 蒂 皮 牙 
(George 及 . Stibitz) 构 想 了 用 电话 系统 的 熟知 机 械 来 建造 一 个 机 器 人 计算 机 的 想法 ,并 且 五 个 一 
系列 的 一 个 比 一 个 复杂 的 计算 机 的 第 一 个 是 由 贝尔 于 1939 年 建造 的 . 

本 质 土 说 ,通讯 工程 师 们 并 不 满足 于 一 台 只 会 计算 的 继电器 机 器 人 , 如 果 他 们 必须 围绕 着 
实验 室 迷 宫 式 的 走廊 走 到 这 人 台 机 加 跟前 才能 工作 , 节约 脑力 劳动 有 狗 少 好 处 呢 ? 因此 他 用 连接 
导线 以 替代 走路 ,并 且 装 配 了 三 个 遥控 站 于 不 同 的 楼 层 ,数学 问题 可 以 电 传 打字 进去 (当然 ,如 
果 电 传 打 字 机 出 现 了 忙 音 时 不 行 ), 答 案 可 以 打字 出 来 , 这 个 特点 很 像 电话 使 用 者 的 日 常 的 事 
情 , 辜 当 美 国 数学 会 (American Mathematical Socjety) 的 成 员 在 1940 年 的 达 特 七 斯 学 院 的 会 议 
土 通 过 从 汉诺威 到 纽约 的 长 途 线 路 提出 的 问题 立即 在 电 传 打 字 机 上 得 到 答案 而 感到 大 为 吃惊 
时 ,他们 多 少 有 些 出 乎 意料 , 实际 这 并 不 比 隔 一 个 骸 间 传送 管 案 更 困难 ， 

与 我 们 下 面 将 讨论 的 电子 装置 相 比 较 , 继 电器 计算 机 太 慢 了 . 在 男 一 方面 ,它们 是 可 靠 的 . -- 
台 机 器 可 以 工作 1 500 个 小 时 而 不 出 错误 . 它们 自我 检查 ,不 让 任何 错误 通过 ,即使 当 它 们 没 人 管 
时 也 如 此 . 当 仪器 中 的 某 个 元 件 坏 了 时 ,机 器 干脆 于 掉 有 问题 的 这 一 部 分 而 继续 前 进 到 下 一部分. 

二 成 期 间 IBM 建造 了 若干 台 继电器 计算 机 ,其 中 两 台 安 装 在 哥伦比亚 大 学 ,并 且 在 伊 克 尔 
特 (W, J. Eckert) 的 指导 下 为 进行 基本 研究 的 科学 家 使 用 . 第 一 台大 规模 的 计算 器 是 马克 本 号 
(Mark 工 ) ,或 自动 序列 控制 计算 器 , 它 是 IBM 提供 给 哈佛 大 学 于 1944 年 4 月 开始 在 那里 工作 ， 
利用 由 电气 脉冲 控制 的 加 法 轮 , 带 着 通信 方向 继电器 , 它 能 计算 23 位 十 进位 数 , 并 且 计 算 机 梯 
积 精确 到 46 位 , 它 从 穿 了 和 孔 的 纸 带 , 从 IBM 卡 ,并 且 从 1 440 个 手 拨 开 关 用 手 设置 前 获得 指令 ， 
它 发 出 管 案 到 IBM 卡 上 或 者 打印 到 纸 卷 上 . 


电子 计算 机 


继电器 究竟 在 干什么 ?它们 不 是 别 的 ， 而 是 电力 操作 的 开关 ,使 得 一 个 信和 导 开 一 个 效 或 者 
一 道门 ,而 另 一 个 电流 得 以 通过 它 ， 电子 管 可 以 做 完全 一 样 的 事 一 一 正 是 由 于 这 个 原因 ,英国 人 
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在 我 们 用 “管子 ”一 词 时 ,总 是 用 “六 门 ”一 词 . 电子 幅 做 继电器 做 的 事 , 而 且 做 得 快 上 千 倍 . 在 继 
电器 中 ,一 个 机 械 对 象 必须 经 过 空间 移动 来 开 或 者 关 这 道门 . 在 电子 管内 ,只 有 电子 在 移动 ,而 
它 的 速度 由 于 每 一 秒 钟 电子 流 反 转自 身 达 数 百 万 次 ,甚至 数 十 亿 次 . 雷达 装置 也 利用 了 这 个 
事实 . 

头 一 个 应 用 无 线 电 和 雷达 的 快速 的 电子 数学 计算 机 是 战 时 为 陆军 兵 工 团 在 富 销 法 尼 亚 大 
学 秘密 地 建造 的 ,后 来 花费 10 万 美元 迁移 到 阿 伯 丁 试验 基地 的 弹道 研究 实验 室 , 这 就 是 电子 数 
字 积 分 仪 和 计算 机 , 简 记 为 ENIAC, 这 人 台 奇 异 的 机 器 是 如 此 复杂 ,甚至 在 它 的 发 明 者 中 都 没有 
一 个 人 知道 它 的 18 000 多 个 管子 的 每 一 个 的 连 线 和 功能 . 不 过 ， 它 的 某 些 安排 是 根 当 简单 的 . 电 
子 数字 存储 器 显然 已 初 露 端倪 ; 

”如 果 你 被 陆军 兵 工 署 的 官员 人 允许 进 到 ENIAC 的 新 的 装 有 空调 的 房间 去 ,你 将 看 到 用 电子 
管 做 的 插件 板 排 成 的 墙 . 会 向 你 显示 一 揪 称 为 累加 器 的 插件 板 , 并 会 告诉 你 它 能 记忆 一 个 十 位 
数 . 它 能 登记 上 从 堆 到 9 999 999 999 之 间 的 任何 数 , 但 每 次 只 能 登记 一 个 这 样 的 数 . 

一 个 累加 如 本 质 上 由 100 个 真空 管 ( 也 可 以 说 是 200 个 管子 ,因为 每 个 都 是 一 个 双 莹 极 管 ) 
组 成 . 它们 安排 成 10 个 一 列 共 10 列 , 由 右 至 左 来 读 , 依 次 个 位 列 , 十 位 列 , 百 位 询 , 等 等 . 在 每 一 
列 中 ,最 底下 的 管子 表示 零 , 第 二 个 表示 1 ,第 三 个 表示 2, 等 等 直到 9， 

为 使 事情 更 容易 些 ,每 个 管子 前 面 装 一 个 氛 灯 , 当 管 子 处 于 “指示 ， ' 状 态 时 它 就 亮 . 每 列 只 有 
一 个 管子 能 处 于 指示 这 个 状态 . 如 果 这 个 数 是 5 384 293 768 ,第 一 列 管子 5 将 亮 起 来 ,再 就 是 第 
二 列 的 管子 3, 等 等 . 如 果 这 个 数 停 住 几 秒 钟 ( 除 了 演示 或 检查 实际 运用 时 不 这 样 ) ,甚至 未 经 训 
练 的 人 也 很 容易 读 出 这 个 写 在 墙 上 的 数 . 

ENIAC 有 20 个 这 种 累加 器 ,它们 占 了 机 器 的 总 体积 的 一 半 . 因此 它 只 能 存 贮 20 个 数 ( 每 个 
10 位 ?于 其 "电子 存储 器 "中 . 在任 一 给 定 瞬 间 至 少 一 个 累加 器 将 会 工作 于 动态 状态 一 一 或 将 已 
得 到 的 数 送出 或 者 收 进 一 个 新 数 ,新 数 可 以 进 到 一 个 空 着 的 累加 器 ,登录 于 其 中 ,或 者 它 进 到 - 
个 已 经 有 一 个 数 的 累加 器 .在 后 一 种 情形 ,新 的 数 自动 地 被 加 上 夫 . 

这 里 在 一 瞬 间 我 们 就 看 到 了 议和 台 机 器 的 惊人 的 能 力 . 一 个 罕 加 器 只 花费 五 千 分 之 一 秒 就 可 
吸取 一 个 10 位 数 ( 如 果 必 要 ,将 它 加 到 已 有 的 内 容 上 ). 或 者 用 更 适合 于 这 个 讨论 的 时 人 间 单 位 来 
说 ,用 了 200 微 秒 . 

癌 速 计算 器 的 一 个 特点 是 它 做 最 复杂 的 加 法 所 用 的 时 间 不 比 最 简单 的 多 . ENIAC 把 1 和 1 加 
起 来 所 费时 间 与 加 两 个 全 十 位 数 是 一 样 的 . 种 实 上 ,一 个 累加 器 当 要 求 它 它 从 1 减 去 1 时 工作 花 时 最 
多 .因为 它 是 单 向 工作 的 , 它 不 能 从 1 工 一 步 回 到 去 . 而 换 成 先 将 负 1 设置 成 9 999 999 999， 
即 一 百 亿 碱 1. 然后 将 1 加 到 9 999 999 999 上 去 ， 


ENIAC 计算 机 的 际 加 器 运行 于 十 进 制 , 它 有 一 个 10 位 的 "存储 器 ”. 左 
边 字 母 M 和 了 表 示 减 与 加 .由 氛 灯 指示 的 数 为 2 693 162 484. 


为 实行 这 个 加 法 ,机 顺 工 作 如 下 :表示 1 的 一 个 单独 电 脉 冲 进 入 个 位 列 , 在 第 一 个 管子 处 它 
发 现 有 一 条 自由 的 通道 通 向 第 二 个 管子 . 那儿 同样 ,大 门 是 敞开 的 ,如 此 逐个 通过 各 个 管子 直到 
该 列 之 最 上 方 . 这 个 脉冲 一 直 走 到 表示 9 的 管子 .在 9 的 位 置 上 的 “触发 器 ”回路 已 经 是 处 于 
“ 开 ” 条 件 . 在 这 一 点 上 发 生 三 件 事 ;第 一 ,脉冲 将 最 上 面 的 管子 “ 关 ”" 了 ,将 9 清除 掉 . 第 二 , 它 继 
续 到 下 一 个 管 位 , 即 表示 零 的 管 位 ,并 开启 了 指示 条 件 . 现在 个 位 列 读 出 零 , 这 正 是 所 需要 的 . 但 
是 如 果 你 来 心算 你 会 说 “得 零 进 一 ”. 与 此 相应 ,第 三 步 ,这 个 零 引 起 一 个 单独 脉冲 被 送 到 十 位 
列 . 在 这 里 这 个 脉冲 走 过 完 全 一 样 的 过 程 , 直 到 列 的 上 端 将 9 变 成 零 , 并 送 一 个 脉冲 到 百 位 列 . 
重复 这 个 过 程 直 到 整个 排列 已 被 从 9 999 999 999 变 成 0 000 000 000. 这 台 机 器 用 了 很 困难 的 办 
法 实现 了 1 减 1 等 于 零 的 计算 ， 

假设 欲 加 的 数 是 1 000 000 011, 则 同时 有 单独 的 脉冲 进入 个 位 列 .十 位 列 和 10 亿 位 列 , 当 
每 个 都 跑 过 其 自己 的 一 图 后 ,来 了 另外 一 个 信和 号, 它 指令 每 个 列 如 果 它 已 经 有 了 一 个 "进位 ” 信 
号 则 将 它 关 到 无 边 的 一 列 去 . 
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乘法 和 除法 是 如 何 进行 呢 ? 这 些 可 以 用 重复 加 法 和 减法 来 完成 ,并 且 在 有 些 计 算 咒 中 是 这 
样 完成 的 , 52 乘 以 7 只 是 意味 着 给 数 52 再 加 六 次 52, 类 似 地 ,除法 是 重复 的 减法 . 不 过 ,存在 一 
些 捷径 . ENIAC 用 了 一 个 装 在 内 部 的 乘法 表 . 这 立即 可 以 给 出 任意 两 个 数位 数 之 车 积 :所 有 滋 
积 送 入 累加 器 相 加 . 用 这 种 方法 ,整个 被 乘 数 被 一 个 个 位 数 去 季 , 花 的 时 间 等 平一 个 加 法 的 时 
间 , 一 对 10 位 数 的 完整 的 乘法 可 以 在 17350 秒 内 完成 . 

每 一 个 数值 计算 ,不 论 涉及 一 -个 方程 或 者 一 个 数字 表 , 可 以 约 化 为 一 系列 的 基本 的 算术 运算 

设计 ENIAC 是 为 了 一 个 特殊 目的 之 用 . 兵器 部 需要 射击 表 一 一 对 每 一 种 新 的 炮 , 并 且 对 每 
一 种 不 同 的 尽 寸 和 形状 的 炮弹 的 表 是 不 同 的 . 陆军 有 一 批 熟 练 的 脑力 劳动 者 , 坐 在 办 公 桌 旁 用 
他 们 的 指头 按 办 公用 的 加 法 计算 器 的 键 ,编制 出 必需 的 表 来 . 做 出 一 科 炮 弹 的 弹道 ， 估计 出 窗 气 
阻力 和 许多 其 他 因素 ,要 花费 一 个 大 20: 个 小 时 , ENIAC 做 门 样 的 事 只 要 半分 钟 这 种 迷 度 对 于 
控制 导弹 的 含意 是 明显 不 过 的 . 

” 昌 然 ENIAC 在 用 它 自己 的 办 法 开辟 了 全 电子 计算 的 道路 上 是 一 个 巨大 的 成 功 , 伺 是 现在 
再 不 会 建造 与 它 完全 一 样 的 东西 了 . 它 有 寥 种 严重 的 局 限 性 .其 中 主要 的 是 计算 速度 与 它 从 知 
道 了 问题 到 把 答案 皇 现 出 来 所 需 时 和 间 之 闻 的 脱节 . 

“对 于 一 个 给 定 类 型 的 问题 ， 它 必 须 用 插 接 导线 和 开关 来 下 指令 ， 两 者 均 用 速度 很 俐 的 人 手 
的 手工 操作 实现 . 此 外 , 它 有 这 么 多 的 部 件 , 以 至 故障 来 源太 多 而 需要 例 行 常 规 的 精心 保养 . 另 
一 个 局 限 性 甚至 在 建造 过 程 中 已 为 设计 者 所 知晓 , 那 就 是 很 有 限 的 电子 存储 量 以 及 用 电子 管 来 
存 贮 数 且 所 需 的 启 大 空间 .电子 管 要 求 120 千瓦 电力 ,还 需要 20 千瓦 供 通风 装置 将 电子 管 发 出 
的 热量 驱 走 . 这 便 导 致 了 这 样 的 结果 ;用 100 个 电子 管 来 旦 示 出 一 个 10 位 数 , 是 很 浪费 空间 和 
电力 的 ， 

有 一 个 办 法 来 使 由 电子 管 组 成 的 存储 器 更 紧凑 . 在 纽约 的 IBM 选择 序列 电子 计算 器 是 其 一 
例 , 这 台 机 器 处 理 14 位 数 . 按 ENIAC 的 原理 每 个 数 要 用 140 个 双 电 子 管 . 这 台 视 器 用 了 56 个 
就 成 了 . (在 ENIAC 和 IBM 机 融 中 都 还 有 许 风 辅助 的 电子 管 来 控制 回路 ,不 过 这 些 本 文中 都 略 
去 了 . ) 这 是 用 将 十 进 制 改 变 为 一 个 所 谓 的 “二 进 十 进 制 "这样 一 个 “混合 " 数 制 种 来 完成 的 ， 

从 0 到 9 的 任何 一 个 数 都 能 够 只 用 四 个 电子 管 来 表示 , 设 每 个 管子 办 它 在 自己 这 一 组 中 的 


位 置 而 相配 一 个 数 , 并 且 设 在 同一 时 刻 这 一 一 级 中 可 以 有 一 个 以 上 的 管子 * 开 "着, 这些 数 值 选 取 
为 ,2,4 和 8. 于 是 


1 用 j】 导 管 为 开 来 表示 ， 
2 用 2 导管 为 开 来 表示 . 
3 用 1 号 和 2 号 管 均 为 开 来 表示 ， 
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电子 管 是 ENIAC 权 加 器 的 计算 单位 , 板 上 每 个 灯 表 示 一 个 电子 管 . 共 
有 10 列 每 绚 10 个 管子 ,右边 和 底下 的 亮 着 的 灯 都 是 辅助 的 ， 


4 用 4 号 管 为 开 来 表示 . 

5 用 4 号 和 1 号 管 均 为 开 来 表示 ， 

6 用 4 号 和 2 号 管 均 为 开 来 表示 ， 

7 用 4 号 ,2 号 和 1 号 管 均 为 开 来 表示 ， 

8 用 8 号 管 为 开 来 表示 ， 

9 用 8 号 和 1 号 管 均 为 开 来 表示 . 

0 用 所 有 管 关 闭 来 表示 . 

这 个 二 进 十 进 数 位 系统 不 仅 应 用 于 电子 管 ,而 且 也 应 用 于 继电器 库 和 穿孔 纸 带 卷 ,以 提供 
数字 和 指令 的 大 规模 存 贮 . 在 与 外 部 世界 的 输入 和 输出 联络 中 ,这 人 台 机 器 有 一 个 自动 装置 用 以 
在 十 进 制 与 二 进 制 之 间 进 行 翻译 ， 

在 许多 情形 有 很 好 的 理由 坚持 十 进 制 ,至 少 涉 及 机 器 的 外 部 关系 时 . 一 个 非常 实际 的 理由 
是 :IBM 计算 器 和 ENIAC 在 建造 时 ,都 需 由 穿 了 孔 的 标准 的 1BM 卡 来 接受 问题 .IBM 的 最 新 的 
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计算 器 , 即 前 面 说 到 的 604 型 ,应 用 了 二 进 十 进 制 ,每 个 数位 四 个 管子 ,与 标准 的 穿孔 卡片 相 联 
接 , 完 全 可 按 每 秒 100 个 的 速度 读 和 处 理 . z | 

只 要 机 器 必须 处 理 大 量 的 “外 界 ” 的 数值 材料 ,十 进 制 也 是 需要 的 . 这 样 就 能 把 它 继续 用 于 
任何 “高 业 " 型 机 器 来 处 理会 计 癌 题 ,盘存 清单 ,计算 税收 ,或 者 用 于 任何 “科学 "型 机 器 来 处 理 统 
计 材 料 . 最 先进 的 设计 之 一 的 UNIVAC 是 伊 克 尔 特 毛 再 利 计 算 机 公司 为 人 口 调查 局 建造 的 ， 也 
将 在 十 进 制 下 运行 . 

另 一 方面 , 伊 克 尔 特 毛 赫 利 集 团 得 到 订单 建造 处 理工 程 问题 的 计算 机 ,首要 目的 是 解 方程， 
它 锌 设计 为 二 进 制 ,因此 得 名 为 BINAC 一 一 二 进 制 自动 计算 机 (binary automatic computer). 在 
普林斯顿 为 高 等 研究 所 建造 的 计算 器 ,用 于 数学 物理 中 的 理论 分 析 问 题 ， 气象 预报 和 自然 界 的 
其 他 问题 ,也 将 在 纯粹 的 二 进 制 之 下 工作 . 


二 进 制 数 


二 进 制 数 允许 以 百 分 之 一 百 的 效能 应 用 “开关 ”型 的 存 依 . 只 要 我 们 没有 特别 的 理由 与 十 进 
制 记 号 妥协 ,我 们 可 以 用 我 们 的 电子 管 表示 1,2,4,8,16,32， 64,128,2564512,1024， 每 一 步 加 
倍 ,一 直 做 下 去 ,只 要 我 们 愿意 . 任何 中 则 的 数 都 总 可 以 用 管子 的 通 尖 组 合 配置 而 得 ， 

在 这 一 点 上 我 们 发 现 我 们 根本 不 需要 用 十 进 制 记 寻 ， 有 另外 一 一 个 记号 更 好 地 为 这 个 目的 服 


务 . 数 的 二 进 制 系统 实际 上 只 要 求 两 个 符号 ,通常 记 作 0 和 :1. 四 先 用 它 沫 与 上 而 所 列 的 双 他 
数 作 比较 ， 


十 进 制 记号 二 进 制 记号 
0 0 

10 
-100 
1 000 
16 10 000. 
32 100 000 
64 1 000 000 
128 10 000 000 
256 100 000 000 


mo vv 


V ,数学 的 意义 


编码 脉冲 由 循环 部 件 馈 
入 ENIAC 机 器 .脉冲 的 特征 
可 以 在 上 端的 阴极 射线 管 的 
表面 上 观察 到 , 管子 上 显示 
了 一 个 四 恬 信 号 . 编码 键 位 


十 中央 . 
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函数 表 用 作 ENIAC 的 一 
小 辅 助 装置 .可 以 把 相互 联 
系 变量 的 数值 设置 在 表 上 ， 
并 在 所 处 理 的 问题 的 适当 的 
点 把 它们 馈 入 机 器 ， 
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一 眼 就 可 以 看 出 一 个 明显 的 结论 . 将 一 个 数 乘 以 2 正好 相当 于 增加 一 个 零 ,或 者 在 机 器 上 
往 左 边 移 一 列 , 内 此 乘法 和 加 法 一 样 容易 ， 
现在 我 们 来 看 其 他 的 数 是 如 何 的 ,我 们 只 列 出 部 面 几 个 : 
十 进 制 二 进 制 
3 11 
101 
11i0 
111 
1 001 


tt 


因此 显然 每 个 数 可 以 表 作 两 个 记号 1 和 0 的 某 个 组 合 . 1 或 0 的 出 现形 成 一 个 二 进 制 的 位 ， 
二 进 制 的 位 这 个 词组 简化 为 一 个 新 词 “比特 (bit)”, 这 是 一 不 相当 简 消 的 用 法 因为 -itm 这 
文字 就 是 一 小 片 :一 小 片 信息 Ca bit of imformation), 在 二 进 制 中 我 们 需要 10 比特 来 表示 十 进 
制 的 一 千 ,20 比特 来 表示 一 百 石 ,30 比特 来 表示 10 亿 , 以 及 近似 于 33 比特 来 表示 一 个 ENIAC 
紧 加 器 的 数 100 亿 . 需要 一 个 管子 来 表示 一 个 比特 , 对 此 33 个 管子 党 成 的 工作 在 ENIAC 中 党 
要 100 个 而 在 二 进 十 进 制 需要 40 个 . 

此 外 ,二 进 制 记号 由 于 它 是 这 种 两 择 一 的 简单 对 比 之 上 建立 起 来 的 ,而 最 终 则 基于 可 换 性 
和 容易 迁移 ,因此 就 繁荣 起 来 了 . 在 上 面 的 解释 中 用 到 的 1 和 0 可 以 不 用 任何 编码 而 物理 地 翻 
译 为 各 种 类 型 的 去 换 作 用 ,空间 的 ,电气 的 ,磁性 的 ,等 等 均 可 . 币 如 ,1 可 以 表示 为 一 个 腾冲 ,而 
0 可 以 表示 为 没有 脉冲 ;1 可 以 表示 为 磁 北 极 , 而 0 可 以 表示 为 磁 南 极 ,等 等 

任何 这 类 表示 都 可 以 采用 ,只 要 它 是 相 容 的 和 互 换 的 . 比如 当 一 个 磁化 的 带子 通过 一 个 线 
图 ,出 现 或 者 不 出 现 一 个 磁化 点 转化 为 出 现 或 者 不 出 现 一 个 电信 号, 它 可 以 进入 一 个 电子 管 中 ， 
如 果 有 一 个 信号 (表示 1) , 则 该 管 于 便 从 0 位 置 转 为 1 或 者 从 1 转 为 0. 二进制 系统 的 优美 在 于 
加 一 个 数 永远 表示 “存储 ”中 条 件 简 单 地 釉 一 个 个 -一 若 原 米 是 没有 脉冲 , 则 添上 一 个 脉冲 ;或 
原来 是 1 则 抹 掉 它 (1 变 为 0). : 


逻辑 和 控制 


下 一 步 是 看 到 二 进 制 不 仅 可 用 于 数 , 还 可 用 于 有 逻辑 . 我 们 能 够 把 1 和 0 换 成 “是 "和 “ 非 ". 因 
此 ,例如 一 台 二 进 制 机 器 可 以 适用 于 讨论 双重 的 否定 ,使 * 非 ”“ 非 ? 相 乘 为 “是 ”. 真空 管 可 以 很 好 
地 用 米 执 行 逻辑 概念 “与 ”, “或 "以 及 * 非 ” 为 说 明 “与 ”的 想法 ,可 以 设想 一 个 四 元 素 管 有 两 个 机 
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极 , 它 们 作为 " 门 ”控制 着 从 栅 极 到 板 极 的 电流 , 车 两 者 平常 者 带 有 一 个 很 强 的 负电 压 , 电 流 仪 当 
两 者 部 被 一 个 进入 的 信号 转变 为 正 电压 后 电流 才能 流 过 , 每 个 概 极 都 进 人 了 信和 号 是 电流 从 这 个 
管子 流出 的 一 个 “必要 "条件; 只 有 和 伍 何 一 个 有 了 入 号 都 不 “充分 ”. 在 男 一 方面 ,可 以 这 样 安排 外 
电路 ,使 得 两 个 信号 只 要 有 了 一 个 就 让 管子 导 通 ;这 个 安排 实现 了 “或 ”的 想法 ,因为 只 要 一 个 源 
或 者 田 一 个 源 便 充分 了 . 

这 种 电子 门 是 离 速 计算 器 的 交通 和 控制 系统 的 心脏 . 每 一 个 门 都 有 一 两 个 或 更 多 的 锁 ,要 
求 某 些 条 忻 同 时 满足 时 它们 才 人 允许 机 器 进入 下 一 步骤 . 

电子 管 的 速度 是 新 计算 器 的 速度 的 关键 . 我 们 已 经 看 到 ,可 以 三 种 方式 来 用 电子 管 ; 第 一 ， 
作为 存储 装置 它 能 接受 并 保存 数 ; 第 二 ,作为 一 个 运算 器 ;第 三 ,作为 一 个 门 按照 信号 指令 来 控 
制 电流 通 向 机 器 的 不 同 的 部 分 . 真空 管 在 可 能 的 计算 器 的 制造 中 还 有 第 四 个 重要 功能 ;在 某 种 
程度 上 你 在 无 线 电 和 电视 中 那样 ,它们 被 用 来 将 那些 已 经 失去 锐 度 和 强度 的 用 昌 了 的 信号 效 
大 ,使 之 重新 成 形 而 与 新 的 一 样 的 好 . 

在 四 种 功能 中 ,效率 最 差 的 是 本 文 开 始 时 讲 的 存储 功能 . 这 是 因为 为 了 存储 一 定量 的 数 , 无 
论 用 10 个 管子 表示 一 个 十 进 数 位 ,或 者 用 四 个 管子 表示 一 个 十 进 数 位 ,或 者 用 一 个 管子 表示 一 
个 二 进 数 位 . 都 要 用 到 很 长 一 段 墙 . 所 以 对 于 真正 大 规模 的 计算 而 言 ,机 请 需要 一 个 比 用 电子 管 
能 达到 的 更 为 紧 闫 的 和 更 大 容量 的 存储 器 ， 

一 个 办 法 是 让 机 器 将 部 分 答案 打印 出 来 然后 又 能 在 需要 时 反馈 回去 或 局 人 另 一 机 器 中 . 
IBM 选择 序列 计算 器 适当 地 应 用 了 这 个 方法 . 当 这 人 台 机 器 计算 某 个 数学 函数 时 ,所 得 结果 的 数 
值 表 编 码 为 润 打 在 一 个 厚 纸 卷 上 . 有 点 像 老式 的 自动 弹 侗 琴 的 厚 纸 卷 . 这 些 厚 纸 卷 再 用 一 些 圆 
柱 和 一 些 滑轮 安排 装配 起 来 . 当 这 台 机 器 以 后 要 查阅 这 个 天 时 , 它 就 让 这 个 卷 起 来 的 纸 穿 过 它 
称 动 ,以 便 “ 探 查 ” 一 下 适当 的 常数 直到 找到 那 合适 的 什 . 使 用 类 似 的 原理 ,这 些 机 器 能 够 有 一 个 
实际 上 无 限 大 的 使 用 穿孔 卡 的 存储 容量 ,但 是 这 个 办 法 的 速度 受到 机 器 读 卡 的 慢 速 度 的 限制 ， 
每 分 钟 只 能 读 100 张 卡 片 . 

为 获得 存储 的 较 高 的 紧密 性 和 速度 ,设计 师 们 已 经 放弃 穿孔 纸 带 而 转向 采用 另外 的 办 法 
其 中 有 磁带 ,照相 胶卷 ,带电 蓓 的 阴极 射线 管 表面 以 及 最 引信 注 目的 未 存储 器 ,在 其 中 数 被 郑 凤 
为 以 声速 传播 的 动态 形式 的 波 中 . 

类 做 于 现在 用 来 记录 无 线 电 节目 和 口授 机 的 声波 的 磁带 ,广泛 用 于 目前 正在 建造 的 机 器 ， 
EDVAC 和 UNIVAC 都 将 充分 地 应 用 它 . 它 的 优点 是 紧凑 :一 段 一 英寸 长 八 毫 米 宽 磁 带 能 够 有 
800 个 不 同 的 磁化 点 ,可 携带 的 信息 同一 整 张 IBM 卡 一 样 . 此 外 ,正如 磁带 设备 使 用 者 所 知 , 磁 
化 可 以 高 速度 操作 ,可 以 同样 快 地 读 出 ,并 且 可 以 比 黑 板 容易 得 多 地 抹 去 . 
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男 一 个 正在 试验 的 方法 是 用 静电 来 在 贮 .其 原理 始 于 阴极 射线 管 / 它 形成 忆 返 和 塌 镶 的 可 
视 痰 屏 , 存储 器 可 利用 这 种 能 显示 图 画 的 管 入 来 贮存 电 茶 模式 .这 个 想法 基 很 诱 火 的 i 央 为 该 
出 “和 定 储 的 数 可 以 只 用 一 个 电子 束 来 非常 迅速 地 完成 :美国 无 线 电 公司 (KRCAJ 的 工程 师 从 已 经 
为 这 个 目的 制造 了 一 个 管子 称 为 选 数 管 , 配 有 一 个 装 人 的 线路 网 来 控制 这 外 区 域 本 电荷 得 以 存 
入 ,并 且 这 就 是 为 在 高 等 研究 所 建造 的 计算 机 而 试验 的 元 件 之 一 , 在 急 彻 斯 特大 学 的 二 奋 新 的 
英国 计算 机 用 了 一 个 正规 的 电视 管 ,在 其 表面 用 点 表示 零 而 用 破 折 号 表示 一 , 美国 标准 局 计划 
应 用 同样 的 装 赞 . 

但 是 真正 能 代表 现代 计算 机 速度 的 趋势 是 通过 使 用 对 列 来 达到 运动 贮 在 . 


未 中 的 脉冲 


汞 存储 出 现 于 战 时 的 雷达 . 雷达 的 一 个 技 本 困难 是 这 样 一 个 事实 :不 能 把 一 架 敌 机 与 固体 
背景 很 好 地 区 别 开 来 . 政 机 可 以 用 骏 在 一 座 山 前 面 的 办 法 , 同 向 在 山 后 面 一 样 从 需 法 眼睛 里 消 
失 * 工 程 师 们 研究 后 得 知 ,如 果 他 们 能 够 找到 某 种 自动 的 办 法 ,消除 固定 的 回 吾 而 只 显示 从 一 个 
活动 对 象 那 里 接收 到 的 回声 "就 可 以 绕 过 这 个 困难 了 ， 在 成 争 快 结束 时 最 终 用 一 个 称 为 延迟 线 
的 交警 实现 了 -其 想法 是, 使 一 个 回声 信和 号 在 装 世 中 走 得 慢 一 点 使 得 当下 一 个 回声 到 达 时 它 可 
能 有 王 分 之 一 秒 的 小 后 ;而 与 下 一 个 回声 相 喧 , 如 果 两 者 配合 适 当 ; 它 们 将 互相 抵消 .因此 从 夯 
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IBM 的 选择 序列 计算 器 的 指示 灯 描 述 二 进 十 进 计算 系统 每 列 的 四 个 灯 表 示 :1,2,4,8; 族 
些 可 以 加 起 来 表示 从 0 到 9 的 任何 数 ， 左 列 表示 加 或 减 . 窒 个 其 他 列 的 每 一 个 是 一 个 数位 这 个 
数 是 +3,141 592653 589 793 238, 也 就 是 x. 
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选择 序列 计算 器 的 电子 存储 器 是 一 个 阵列 的 电子 管 .每 个 播 件 板 含 有 24 个 管子 表示 一 企 
数位 :2 不管 子 中 的 4 个 用 上 面 概述 的 系统 指示 一 个 数 :余下 的 管子 控制 信号 在 计算 器 中 通行 
的 道路 - 还 有 十 三 外 播 件 板 是 辅 动 控制 单元 ， 


定 的 地 形 反 射 的 回声 不 会 显示 . 而 如 果 回 声 来 自 另 外 的 地 方 , 比 如 来 自 一 架 移动 着 的 飞机 ,这 两 
个 回声 都 将 显现 在 示波器 的 表面 . 

推迟 一 个 信号 的 最 好 办 法 之 一 是 一 条 “声学 " 线 , 信 和 号 在 它 里 面 会 在 液体 对 中 产生 一 个 波 
纹 , 并 以 声速 在 汞 中 传播 ,这 个 信号 在 最 远 的 那 一 端 离开 时 ,与 它 进 入 时 相差 了 一 个 适当 时 间 间 
隔 . 延迟 的 确切 时 间 能 够 用 改变 未 的 温度 或 者 走 过 的 道路 的 长 度 来 调整 . 例如 ,摄氏 65 度 时 波 
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纹 在 示 中 传播 速度 为 每 秘 一 英里 . 在 电子 世界 里 ,大多 数 事件 以 接近 每 秒 186 000 英里 的 光速 而 
发 生 , 与 之 相 比 ,声速 算是 慢 的 ， 

在 上 月 前 正 由 伊 克 尔 特 茅 赫 利 完成 的 BINAC 中 ,一 个 18 英寸 长 的 温度 保持 为 摄氏 65 度 的 
未 列 ,提供 了 336 微 秒 的 滞后 . 因为 在 这 人 台 机 器 中 的 前 后 相继 的 脉冲 间隔 仅 为 四 分 之 一 微 秒 ,这 
个 滞后 表示 在 任意 给 定 药 时 刻 这 个 18 英寸 长 的 录 列 可 贮存 四 售 的 336 或 者 1 344 个 二 进 制 数 
位 , 为 实施 管理 之 方便 ,把 它们 分 成 32 个 “ 字 ”, 每 个 字 包 含 着 30 个 二 进 制 数 位 ,一 个 脉冲 空间 
用 于 加 或 减 号 ,还 有 11 个 多 余 的 不 用 的 空间 (或 时 间 间 隔 ) 用 来 分 隔 前 后 相继 的 字 . 

未 管 是 这 样 一 种 "脑子 ,其 中 信息 假设 是 从 一 个 耳朵 进 , 从 另 一 个 耳 采 出 . 一 个 电子 信 生 到 
达 延 返 线 引 超 一 个 石英 晶体 按照 熟知 的 压 电 效应 而 采 胀 . 这 个 晶体 推动 冬 , 产 生 一 个 波纹 以 比 
眼睛 所 能 跟 得 上 要 快 的 速度 跑 过 去 . 存 1/3 000 秒 以 后 它 到 达 最 远 端 ,压迫 另 一 硬 体 而 产生 一 个 
新 的 电 脉冲 ,经 过 一 个 放大 器 中 再 上 反馈 到 前 端 , 这 个 循环 每 秒 反复 3 006 次 , 因此 ,数位 一 疾 一 圳 
地 转 , 如 果 没 有 东西 于 涉 便 将 永远 这 样 下 去 . 不 过 ,在 需要 的 时 刻 ,在 放 太 器 中 开启 一 个 电子 门 
而 发 出 信和 号 到 某 另 一 人 各 法 器, 也 可 以 把 信号 扩 去 ,只 要 指令 放大 关 当 信号 走 过 
来 时 不 去 放大 就 行 

在 写本 文 时 最 为 普遍 的 计算 机 系统 者 是 以 条 波纹 为 项， 加 上 电子 计算 回路 ,用 录音 钢丝 
或 磁带 作为 中 间 的 和 可 抹 去 的 存储 ,再 用 穿孔 “全 作为 于 为 永久 的 存储 和 积累 的 答案 

库 , 最 后 自动 打印 机 以 显示 答案 . 


将 来 的 应 用 


就 实用 耐 育 , 所 有 这 些 对 于 今天 和 明天 意味 着 什么 ? 会 影响 商业 ;政府 ,军事 ,科学 ,以 及 数 
学 本 身 到 何 种 程度 ? 

太 力 推广 是 很 诱 人 的 . 政府 的 各 个 部 门 都 在 努力 争取 尽 先 得 到 这 种 机 器 . 作者 要 感谢 标准 
局 的 电子 计算 机 科 主 任 阿 历 山大 (Samuel N. Alexander)， 他 对 于 实际 的 前 景 作出 丁 颇 汶 冷静 的 
评价 . . 

首先 ,有 相当 多 的 代 人 公式 的 数字 工作 . 一 个 重要 例子 是 从 1950 年 人 口 调查 的 数据 中 提取 
更 多 的 结果 的 任务 ,此 外 还 有 地 图 的 校正 ， 许多 国家 可 能 精确 地 绘 在 地 图 上 ,但 是 两 个 相 邻 的 国 
家 似乎 都 在 公共 边界 十 有 几 英 尺 的 差异 ; ;其 校正 需要 大 量 欧 分 别 计 算 ， 随军 地 图 局 和 海岸 与 大 
地 测量 局 两 者 都 需要 电子 计算 机 的 帮助 ， 


其 次 ,自前 的 精细 的 工程 计算 耗 用 着 大 量 的 人 力 ,例如 -请 怀 子 人 花费 一 年 半 以 上 的 计算 
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来 检查 应 力 的 估计 以 重 从 飞机 的 模型 设计 变 为 全 尺寸 飞机 . 这 一 类 的 事情 ,及 水 力学 中 的 许多 
问题 , 超 音 速 飞机 的 特性 等 等 ,今后 都 可 以 转移 到 计算 机 上 . 二 战 中 使 用 的 美国 艇 炸 机 没有 一 架 
未 是 在 战 前 就 开始 设计 的 ,其 部 分 原因 就 是 普通 计算 机 速度 的 缓慢 . 使 用 新 的 计算 机 大 大 弥补 
这 个 滞后 . 

第 二 ,许多 应 用 必须 做 “程序 处 理 ”. 什么 是 最 好 的 办 法 来 合适 地 分 配 人 力 ,基金 ,设备 ,从 而 
获得 最 大 的 特定 效果 或 者 最 小 的 成 本 ? 例如 ,军队 需要 安排 出 不 同 的 菜谱 以 满足 士兵 需要 的 热 
基 , 维 生 素 和 矿物 质 . 但 是 每 一 食品 项 目 有 不 同 质地 ,如 易 腐 性 ,体积 和 价格 . 如 何以 最 小 的 成 
本 ,最 小 的 船 运 重量 ,或 者 最 小 的 递送 时 间 满 足 饮食 的 需要 ? 通常 ,估计 每 种 可 能 的 组 合 的 好 
处 ,数学 工作 量 是 太 大 了 ,以 至 仅 有 很 少 的 几 种 组 合 被 彻底 地 研究 过 . 

第 四 ,因为 数学 计算 机 本 质 上 是 逻辑 机 , 它 能 够 做 出 快速 的 决策 ,而 现在 只 有 靠 头脑 清醒 和 
处 于 很 大 压力 下 的 人 来 做 . 空运 发 展 局 正在 考虑 计算 机 应 用 于 空港 控制 塔 以 使 交通 控制 人 员 从 
许多 基本 的 定型 的 决策 中 解脱 出 来 . 国家 军事 建设 研究 发 展 委员 会 成 立 了 一 个 委员 会 考虑 如 何 
装备 电子 计算 机 来 演练 战争 对 局 . 

在 目前 赴 界 形势 下 军事 应 用 仍然 是 考虑 计算 机 的 应 用 时 最 为 重要 的 . 上 次 战争 毫 无 疑问 地 
笛 激 着 这 些 机 器 的 发 展 , 而 担心 再 次 发 生 战 争 仍 然 是 一 大 推动 力 . 似乎 电子 计算 机 配合 着 雷达 ， 
将 成 为 抵抗 高 速 世 炸 机 ,跟踪 讼 炸 机 并 且 寿 对抗 的 情况 下 制导 反 飞 机 导弹 的 主要 防御 武器 . 并 
且 未 来 的 远程 攻击 型 导弹 将 很 可 能 用 无 线 电 发 回 它们 能 够 得 到 的 位 置信 息 , 并 且 在 基地 的 计算 
机 中 处 理 后 ,得 出 的 解答 再 由 无 线 电 传 给 导弹 进一步 飞行 的 指示 . 

如 果 战 争 的 阴云 消散 ,清新 的 气氛 会 显示 出 电脑 对 科学 进步 以 及 商业 和 政府 两 方 而 的 效能 
的 贡献 . 它们 甚至 可 能 提供 一 个 技术 方法 以 帮助 世界 各 国政 府 注 重 实际 而 对 世界 和 平 伏 出 商 
献 . 影响 大 公司 和 大 的 政府 机 构 的 “机 构 腾 肿 病 ” 在 很 大 程度 上 是 由 于 很 难 使 一 小 批 人 了 解 在 
个 很 大 的 企业 中 正在 做 什么 . 订 计 划 的 麻烦 在 于 计划 者 们 不 知道 与 他 们 的 计划 有 关 的 所 有 事 
实 ; 他 们 没有 足够 的 时 间 和 能 力 想像 出 这 一 个 或 男 一 个 行动 过 程 将 会 导出 的 所 有 后 果 . 这 种 考 
处 已 经 带 来 了 一 种 感觉 ,对 于 一 个 单独 的 无 论 是 商业 的 还 是 政府 的 行政 管理 部 门 ,应 当 有 一 个 
最 优 的 规模 ,超过 了 它 ,操作 起 来 就 会 比 一 个 较 小 而 更 为 统一 的 单位 要 繁重 得 多 . 电子 计算 机 或 
者 信息 处 理 系统 可 以 很 好 地 将 更 高 层 的 机 构 更 优化 . 

虽然 数学 机 器 取代 了 其 他 类 型 的 人 类 心智 的 劳力 ,但 它们 不 会 取代 数学 家 , 会 需要 更 多 的 
数学 家 ,但 是 他 们 的 工作 的 性 质 将 会 改变 . 如 理论 物理 学 家 可 以 造 出 越 来 越 _ 般 的 方程 ,用 越 来 
越 少 的 符号 来 表示 字 宙 的 各 种 基本 的 力 ,他 们 的 抽象 思考 可 以 更 远离 实验 和 日 常生 活 的 数据 ， 
甚至 爱 因 斯 坦 都 不 能 摆脱 这 个 困难 . 他 处 理 统一 场 论 的 方法 可 能 正确 也 可 能 错误 , 爱 因 斯 坦白 
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己 也 不 知道 ,他 想得到 的 理论 是 一 个 推广 ,而 相对 论 只 是 其 一 部 分 . 有 一 回 他 告诉 作者 ,麻烦 是 
“为 了 把 一 般 理 论 翻 译 成 能 够 用 实验 来 检验 的 特例 ,需要 可 能 好 几 代 最 聪明 的 头脑 的 巨大 的 劳 
动 ”. 可 能 新 的 像 在 高 等 研究 所 爱 因 斯 坦 的 同事 们 诗 在 建造 的 那 一 台 计 算 机 将 有 助 于 减轻 这 个 
劳动 ,并 央 此 使 宇宙 奥秘 的 研究 者 ,能 检验 他 们 自己 的 理论 ,以 决定 他 们 走 的 道路 是 否 正确 . 


生生 . 


计算 机 


斯 坦 尼 斯 洛 ， IM。 岛 拉 姆 (Stanislaw M. Ulam),1964 年 9 及 号 


家 对 它 十 分 熟悉 . 事实 上 还 有 :一些 人 担心 个 人 的 科学 探索 会 被 推 瀚 后台 ,或 被 较 少 想 

像 力 的 纯粹 机 械 的 习惯 的 研究 所 取代 . 我 相信 ,这 种 担心 是 没有 根据 的 , 把 计算 机 看 成 
对 符号 进行 操作 和 和 显示 的 方便 的 装 属 更 好 一 些 . 甚至 最 爱 抽 和 象 的 思想 家 也 会 间 意 ,把 几 个 符号 
写 在 纸 上 这 人 么 简单 的 事 , 也 有 晤 于 把 它们 集中 浓缩 起 来 . 仅 就 这 一 方面 -一 -这 可 不 是 微不足道 
的 方面 一 一 而 宦 ,新 的 电子 机 只 就 扩大 了 我 们 有 效 的 记 所 ,并且 对 于 用 符号 来 作 实验 的 手段 提 
殿 了 一 种 了 不 起 的 增补 , 在 本 文中 我 将 指出 计算 机 怎么 能 帮助 数学 研究 . 

用 机 械 的 或 举 有 自动 的 手段 来 作 算术 运算 ,这 个 想法 已 经 很 古老 了 .算盘 的 起 源 已 不 可 考 ,十 
希腊 人 显然 造 出 这 某 种 计算 机 . 帕斯卡 (Blaise Pascal) 在 17 世纪 就 造 出 过 一 种 做 算术 运算 的 工 
作 装 置 . 数理 逻辑 的 创始 者 之 一 ,无 穷 小 分 析 的 共同 发 明 者 莱 布 尼 获 ,就 曾 对 我 们 令 天 说 的 思维 
自动 化 提出 过 一 个 纲要 . 清楚 地 想 出 一 个 通用 计算 机 ,而 且 具 有 可 变 的 编程 方式 和 储存 单元 的 ， 
是 英国 人 巴 贝 奇 (Charies Babbage). 他 在 1833 年 描述 了 一 种 机 器 ,他 称 之 为 分 析 机 ,并 终 其 -…- 
生 耗 费 了 自己 大 萤 财 富 去 制造 它 *. 

现代 计算 机 技术 作 主 要 和 贡献 人 中 有 一 位 电机 工程 师 其 克 特 (JPresper Eckert，Jr. ) ,一 位 物理 
学 家 毛利 (John W. Mauchly) 以 及 本 泛 纪 领头 的 数学 家 之 一 汉 ， 诺 依 曼 (John von Neumann). 1944 


时 然 对 于 许多 人 讲 来 电子 计算 机 是 数学 在 现代 世界 中 重要 性 的 象征 , 却 很 少 有 职业 数学 


* 评注 : 见 本 书 第 二 部 分 第 8 章 " 巴 贝 奇 奇特 的 一 生 ” 一 文 . 
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进 制 集 成 电路 {图 中 的 小 方块 ) 比 针 
极 管 ,11 个 电阻 和 两 个 电容 ,这 种 小 元 件 目前 主要 


硬币 大 小 


公司 的 二 


计算 机 线路 几乎 变 成 微观 的 了 , 虽然 西 是 


尖 还 小 , 它 却 包 禽 了 6 个 虽 体 管 ,12 


个 


的 硅 圆 片上 可 以 一 次 做 出 100 多 个 这 种 元 件 ， 


元 


是 为 了 军事 和 空间 应 用 ,一 个 半 美 


在 制造 过 程 中 用 来 校准 和 检验 的 ， 在 商用 计算 机 上 , 比 


是 
之 当前 常用 的 较 大 的 线路 ， 已 可 望 能 以 更 低 的 价格 提供 更 高 的 速度 和 可 靠 性 . 


图 上 四 个 与 其 余部 分 不 相配 的 图 案 
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年 区 页 特 和 毛利 全 力 关 注 于 发 展 一 种 称 为 王 NIAC 的 机 器 ,ENIAC 是 Electronic Numerical In- 
tegralor and Computer( 电 子 数值 积分 与 计算 器 ) 的 缩写 , 它 是 为 陆军 军械 部 计算 火力 表 设 计 的 ， 
到 1945 下 半年 ENIAC 完工 . 它 的 接线 是 为 了 完成 特定 的 一 系列 计算 ;如 果 要 作 另 一 系列 计算 ， 
就 需要 大 量 重 新 接线 . 取 ， 诺 依 曼 在 1944 午 夏 访问 阿 伯 丁 火 炮 试 验 场 (Aberdeen Proving 
Greund) 册 , 听 说 了 ENIAC 计划 ,为 其 思想 所 吸引 ,就 着 手 发 展 一 种 计算 机 的 收 辑 设计 ,这 个 计 
算 机 能 使 用 事先 储存 的 可 改变 的 程序 ,好 不 必 改 动 计算 机 线路 就 能 随意 改变 程序 . 

激 起 汉 。 诺 依 曼 热情 主要 是 他 作为 洛斯 阿拉 莫 斯 (Los Alamos) 理 论 组 顾问 时 面临 的 任务 ， 
这 个 组 的 任务 是 解决 与 原子 弹 计划 有 关 的 计算 问题 . 有 一 次 在 讨论 一 个 这 类 问题 以 后 , 冯 ， 诺 
依 坚 对 我 说 ,“ 说 不 定 这 一 次 我 们 要 作 的 基本 的 算术 运算 的 总 步 数 要 比 全 人 类 迄 令 所 做 过 的 全 
部 计算 还 要 多 "我 对 他 说 ,全 世界 有 成 百 万 小 学 生 ,他 们 在 几 年 时 间 中 必得 做 的 加 法 .乘法 和 除 
法 的 总 量 , 肯 定 会 超过 我 们 的 问题 之 所 需 ， 不 府 的 是 我 们 无 法 控制 人 的 才能 的 这 人 么 巨大 的 储备 
为 我 们 所 用 . 在 1944 年 我 们 也 没有 电子 计算 机 可 用 ， 原子 弹 的 计算 必须 要 化 简 到 这 样 的 程度 ， 
使 得 这 些 问题 能 用 纸 和 笔 , 青 借助 于 老式 的 台式 计算 机 来 解决 

在 我 现时 在 洛斯 阿拉 莫斯科 学 实验 宣 的 办 公 室 里 , 往 下 就 可 以 看 见 大 厅 里 有 一 个 计算 机 
MANIAC 了 工 ( 数 学 务 析 数 值 积 分 与 计算 机 ,Mathematical Analyzer，Numerjcal Integrator and 
Computer 的 缩写 ) , 它 是 MANIAC 工 的 改进 型 ,后 者 是 洱 。 庶 依 曼 和 他 的 助手 们 1952 年 在 高 
等 研究 所 完成 的 . MANIAC 下 则 在 1957 年 投 人 运行 , 它 能 把 两 个 13 位 十 进 数 (二 进位 则 为 43 
位 ) 的 加 法 在 6 微 秒 ( 百 万 分 之 6 秒 ) 内 完成 ， 在 附近 一 幢 单 独 的 房子 里 还 有 一 台 更 新 的 计算 机 
STRETCH, 它 是 IBM 制造 的 , 它 能 处 理 二 进位 48 位 数 ,总 的 速度 是 MANIAC [I 的 十 倍 ， 

MANIAC E 和 STRETCH 是 过 去 二 十 年 世界 各 地 的 几 十 台 定制 的 计算 机 的 例子 第 一 个 
大 型 的 商业 制造 的 计算 机 UNIVAC I 于 1951 年 交付 人 口 普查 局 使 用 ;三 年 以 后 ,通用 电气 公 
司 成 了 UNIVAC 本 的 第 一 个 工业 用 户 . 从 第 一 台 UNIVAC 以 来 的 13 年 中 ,有 超过 16 000 台 制 
造 上 不 同 ,大 小 不 同 的 计算 机 由 美国 政府 ,工业 企业 和 大 学 投 和 人 使用. 其 中 250 台 最 大 型 的 , 速 
度 和 能 力 都 大 体能 与 MANIAC 开 相 比 ， z 

当 运 莫 速 度 增加 同时 ,存储 量 和 存 取 储 存 的 数 与 指令 的 亿 度 也 增加 了 最 大 的 电子 机 器 的 
存储 量 已 达 100 000“ 字 ?”( 即 几 百 万 个 单独 的 二 进 数 字 ) 之 多 . 我 这 里 讲 的 是 高 速 存储 ,其 存 取 时 
间 已 得 到 1 微 秘 . 这 个 时 间 还 看 稳步 减少 ;速度 再 增加 100 倍 在 不 远 的 将 来 也 是 可 能 的 .“ 低 速 ” 
存储 ,用 作 高 速 存储 的 附属 品 ,通常 将 数字 存在 磁带 上 ,其 容量 几乎 是 无 限 的 存储 装置 与 基本 
的 电子 线路 的 大 小 一 直 在 不 断 减少 ,到 现在 甚至 最 复杂 的 计算 机 也 能 装 在 一 个 小 房间 里 . 下 一 
代 计 算 机 ,使 用 微 电 子 线路 将 要 小 100 倍 到 1 000 信 . 


第 一 个 机 械 计算 机 大 概 就 
是 这 个 加 法 机 了 , 它 是 法 国 哲 
学 家 和 数学 家 帕斯卡 于 1642 
年 设计 的 . 当 有 指针 的 轮子 转 
动 时 ,机 器 就 能 作 加 法 .里 面 的 
齿 辊 能 自动 地 把 数 册 一 个 坦 子 
进位 "到 下 一 个 轮子 , 用 塑料 
做 的 类 似 的 但 比较 简单 的 装置 
卖 得 很 多 . 


“差分 机 " ,第 一 个 现代 数 
学 机 器 时 常 这 样 称呼 , 它 是 内 
英国 数学 家 巴 贝 奇 于 1820 年 
想 出 娄 的 ;他 造 了 一 个 水 号 茸 ， 
而 他 设 钼 的 一 个 大 机 豆 一 直 没 
有 完成 , 它 的 一 部 分 ,例如 图 上 
这 个 单元 ,现在 在 南 肯 音 庆 科 
学 博物 馆 里 , 巴 贝 奇 花 了 许多 
年 去 创造 一 个 分 析 宙 ,没有 成 
功 ,这 个 分 析 机 化 乎 会 做 现代 
计算 机 做 的 一 切 事 . 
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很 显然 ,许多 问题 如 此 困难 ,将 要 耗 尽 我 们 能 想像 到 的 ,在 下 一 个 十 年 中 能 造 出 的 任何 机 器 的 
容量 . 例如 可 压 争 流体 的 流体 动力 学 ,如 果 研 究 的 问题 限于 二 维 的 , 则 用 现 有 的 机 桥 , 已 能 很 好 地 
进行 研究 ,但 是 不 能 很 满意 地 进行 三 维 的 研究 .在 三 维 研 究 中 可 以 想像 流体 约束 在 一 个 “箱子 "中 ， 
“箱子 ”又 可 分 为 10 000 个 单元 ;单元 用 两 个 坐标 表示 ;每 个 坐标 则 分 成 100 份 . 每 个 单元 中 存储 了 
几 个 值 .如 密度 和 速度 ,而 对 相继 选取 的 每 个 时 间 单 元 要 求 算出 新 值 .很 显然 ,如 果 简 单 地 把 同一 
问题 扩充 到 包括 第 三 维 ,就 要 为 一 百 万 个 单元 提供 存储 ,这 超出 了 目前 机 器 的 容量 . 有 一 项 研究 工 
作 即 天 气 预报 ,就 这 样 受到 限制 ,对 于 它 , 使 用 多 单元 的 三 维 大 气 模型 更 好 . 

有 时 ; 当 问 题 太 大 而 不 能 用 计算 机 解 出 其 全 部 细节 ,可 以 用 “蒙特 卡 罗 " 方 法 得 出 一 族 有 代 
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第 一 全 电子 数值 计算 机 ; 即 电 子 数值 积分 与 计算 器 (ENIAC) 是 在 宾夕法尼亚 大 学 为 陆军 军 柱 
部 造 的 , 它 完 成 于 1945 年 秋 ; 有 19 000 个 电子 管 .1 500 沾 继电器 以 及 几 十 万 个 电阻 .电容 和 电感 . 
它 几 乎 要 消耗 200 千 配 电力 ;在 运行 的 前 几 年 ;总 是 为 电子 < 电子管 故障 和 其 他 困难 所 困 . 要 想 改 变 
程序 就 要 改 接 成 千 线 路 . 在 不 断 改 进 后 ,ENIAC 一 直 在 阿 伯 村 的 弹道 研究 中 心 使 用 到 1955 年 ， 
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表 性 的 特殊 解 . 多 年 前 我 恰好 想 过 怎样 计算 一 种 单 人 纸牌 的 一 切 局 中 有 百 分 之 多 少 可 以 满意 地 
玩 到 最 后 一 张 牌 . 当 我 得 不 到 一 个 一 般 解 法 时 ,我 突然 想到 这 个 问题 可 以 用 助 探 法 考查 一 下 , 即 
是 说 这 种 考查 至 少 能 给 出 解法 的 思路 . 这 就 需要 实际 地 十 上 100 或 200 局 ,并且 记录 其 结果 . 这 
是 计算 机 理想 的 工作 , 它 就 是 蒙特 卡 罗 方 法 的 来 源 . 

这 个 方法 通常 用 于 数学 物理 的 问题 ,诸如 由 核反应 堆 的 设计 提出 的 问题 . 在 反应 堆 中 会 释放 
中 子 , 中 子 会 以 不 同 的 概率 碰 擅 ,散射 ,增殖 ,并 吸收 或 逃逸 . 这 些 概率 视 几 何 形状 ,燃料 元 罕 和 其 他 
成 分 的 构成 而 定 . 在 复杂 的 几何 形状 中 ,无 法 直接 算出 一 定 能 量 范围 ,一 定 方向 和 速度 的 中 子 数 . 
反之 ,只 好 求助 于 采样 程序 ,用 计算 机 追踪 各 个 粒子 数量 很 大 的 可 能 的 历史 . 计算 机 并 不 考虑 可 能 
发 生 于 一 个 粒子 的 一 切 可 能 的 情况 ,因为 可 能 发 生 的 事 会 成 为 一 个 分 支 极 为 复杂 的 树 ,而 只 是 在 
每 一 个 分 支点 选取 一 个 有 适当 福 率 (物理 学 家 知道 这 些 概率 ) 的 可 能 后 果 , 并 且 考 坦 一 大 类 这 种 可 
能 的 事件 链条 . 收集 了 许多 关于 这 种 链条 的 统计 数字 以 后 ,就 可 以 对 这 个 系统 的 性 态 有 一 个 概念 
了 .链条 的 类 可 能 必须 取得 相当 大 ,但 比 之 于 一 切 可 能 的 分 支 情况 这 样 大 得 多 的 类 , 它 还 是 小 的 ， 
对 于 许多 很 不 相同 的 间 题 都 应 用 了 这 种 采样 程序 ,而 没有 计算 机 这 是 不 可 能 的 . 

近年 来 ,由 于 使 用 了 计算 机 而 可 能 解决 的 数学 物理 问题 之 多 种 多 样 ,确实 给 人 深刻 的 印象 
例如 天 文学 杂志 中 就 有 越 来 越 多 的 计算 机 结果 ,涉及 诸如 星体 的 历史 ,星团 中 星 的 运动 ,星际 大 
气 的 复杂 人 性 态 以 及 各 种 宇 省 理论 的 检验 . 很 时 就 认识 到 ,在 涉及 广义 相对 论 的 问题 中 ,要 得 到 特 
解 在 数学 上 是 很 难 的 ,所 以 按 各 种 不 则 的 解法 所 作 的 预测 要 用 观测 或 实验 来 检验 . 现在 ,计算 机 
使 得 可 以 罕 许 多 情况 下 得 到 这 样 的 预测 . 核 物理 中 涉及 到 不 同 的 场 论 时 也 有 类 似 的 情况 . 

我 现在 要 讨论 一 些 特殊 的 例子 ,来 说 明 计算 机 怎样 能 做 出 对 于 数学 家 既 有 趣 又 有 用 的 工 
作 , 第 一 个 例子 是 数论 问题 . 这 门 学 科 讨 论 通 常 的 整数 的 性 质 ,特别 是 与 两 个 最 基本 的 运算 有 关 
的 性 质 : 即 加 法 与 乘法 . 

和 许多 “纯粹 "数学 分 支 一 样 , 目 的 在 子 发 现 并 证 明 包 含 数 的 某 个 一 般 真 理 的 定理 . 要 看 到 
基 一 个 关系 在 符 殊 情况 下 成 立时 常 是 容易 的 ;任务 在 于 证 明 它 在 一 般 情 况 下 成 立 . 

融 斯 ,同时 代 的 人 称 他 为 “数学 王子 ,很 喜欢 用 特例 来 做 实验 ;对 特例 作 辛勤 的 工作 ,这 样 
获取 灵感 来 寻找 数论 中 一 般 为 真 的 结论 在 被 问 到 他 是 怎样 发 现 数 的 菜 些 很 不 平常 的 规律 性 
时 ,他 回 管 说 ,“Durch plan miissiges tattonieren 一 -通过 系统 的 尝试 .杰出 的 印度 数论 家 拉 轧 
努 金 (Sriaivasa Ramanujan)( 见 本 书 第 11 章 抄 马 努 金 传 ) 同样 走 爱 用 例子 做 实验 , 可 以 想像 , 计 
算 机 在 这 些 人 手 上 会 激发 起 数论 中 多 得 多 的 发 现 . 

数论 中 一 个 引人入胜 的 领域 是 研究 素数 , 即 只 能 被 其 本 身 与 1 整除 的 数 . 希腊 人 证 明了 素 
数 的 个 数 是 无 限 的 ,但 是 尽管 做 了 几 个 世纪 的 工作 ,关于 素数 的 一 些 最 初等 的 问题 也 未 解决 
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rea 
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MANIAC 可 (数学 分 析 数 值 积 分 与 计算 机 ). 1957 年 建 于 洛斯 阿拉 莫斯科 学 实验 室 ， 
STRETCH 是 四 年 后 由 IBM 制造 ,安装 在 洛斯 阿拉 莫 斯 , 比 MANIAC 开 快 大 约 10 笠 . 这 两 种 机 器 
作者 和 他 的 同事 们 都 广泛 地 和 使 用 来 在 数学 中 作 实 验 . 


例如 ,是 否 每 个 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 ? 这 就 是 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 . 例如 100= 


53 十 47,200 一 103 十 97. 已 经 证 明了 了 所 有 小 于 2 000 000 的 偶数 都 可 以 写成 两 个 素数 之 和 ， 但 是 
一 直 没 有 证 出 对 于 所 有 偶数 它 都 成 立 , 


有 守 一 件 有 趣 的 事 即 有 许多 对 彼此 差 为 二 的 素数 ,例如 11 与 13,17 与 19,311 与 313. 虽然 想 
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要 证 表 这 种 " 挛 生 素数 ”有 无 限 多 个 ,看 来 简单 ,但 谁 都 没有 证 出 来 . 这 两 个 未 解决 的 问题 说 明 ， 
人 的 探索 精神 可 以 立即 找到 有 极 大 简单 性 的 数学 命题 ,但 要 判定 其 为 真 为 伪 却 是 困难 无 比 . 这 
些 命 题 一 直 是 对 数学 家 的 桃 战 . 

得 到 一 个 证 明 不 一 定 就 能 使 数学 家 平息 下 来 . 电 然 很 容易 证 明 有 无 穷 多 素数 存在 ,人 疙 还 
想 找 一 个 公式 把 任意 大 的 素数 写 出 来 . 一 直 没 有 找到 这 样 的 公式 ， 没有 一 个 数学 家 现在 就 能 按 
要 求 写 出 一 个 例如 一 千 万 位 的 素数 ,虽然 它 肯 定 存在 ， | 

最 大 的 素数 之 一 是 不 久 前 用 计算 机 在 瑞典 找到 的 . 这 聊 是 生生 一 1, 它 是 967 位 数 . 一 个 形 
状 如 2 一 1 的 数 称 为 梅森 (Marin Mersenne) 数 . 可 能 有 无 穷 多 个 梅森 数 是 案 数 , 谁 也 不 知道 *. 

其 他 的 可 能 是 素数 也 可 能 不 是 的 特别 的 数 是 费 马 数 , 即 形 如 2 十 1 的 数 . 当 nn 二 0,1,2,3 
时 ,相应 的 费 马 数 是 四 个 素数 :3,5,17 和 257, 当 不 大 时 , 费 马 数 就 已 经 很 大 了 , 例如 2 = 13 时 
的 费 马 数 282 十 1 就 不 知道 是 藻 素 数 ,六 

梅森 数 和 和 费 马 数 车 用 二 进 制 表示 其 形状 特别 简单 ( 见 564 页 附 表 ), 所 以 用 计算 机 作 试 验 特 
别 简单 , 费 马 数 首位 是 1, 楼 下 去 都 是 0, 最 后 结尾 仍 是 1 用 二 进 制 表 示 梅 森 数 ,其 各 位 数 均 为 1. 
用 计算 机 来 实验 研究 写成 二 进 数 的 素数 的 出 现 是 一 件 容易 的 囊 . 

下 面 的 命题 很 可 能 是 真 的 :存在 一 个 数 使 得 有 无 穷 多 个 素数 写成 二 进 数 时 怡 好 有 nn 个 1 
(当然 , 界 于 这 些 1 之 间 的 0 的 个 数 不 加 限制 ). 虽然 这 个 命题 还 不 能 用 现 有 的 数论 方法 解决 ,我 
钱 疑 ,用 计算 机 作 的 实验 性 工作 会 对 含有 不 同 个 数 的 1 的 二 进 序列 的 性 态 有 所 局 示 . 下 面 的 经 
验 会 有 助 于 解释 这 种 感觉. 

不 多 年 前 ,我 的 同事 威 尔 十 (Mark B. Wells) 和 我 计划 作 一 个 计算 机 程序 来 研究 当 一 -个案 数 
用 二 进 制 表示 时 其 中 的 0 和 1 的 分 布 的 某 些 组 合 性 质 . 有 一 天 威尔士 说 ,“ 当 然 不 能 设想 素数 的 
展开 式 中 渐进 地 有 相同 个 数 的 0 与 1, 因 为 能 用 3 整除 的 数 有 偶数 个 1. "这 个 命题 是 基于 下 面 的 
论证 . 可 以 先 验 地 设想 在 用 二 进 制 表示 的 整数 的 大 样本 中 1 与 0 的 个 数 是 随机 地 渐 近 分 布 的 ， 
而 对 素数 的 大 样本 也 应 该 是 这 样 . 为 一 方面 ,如 果 在 所 有 可 以 用 3 整除 的 数 中 必然 含有 偶数 个 
1, 则 在 素数 的 大 样本 中 ,1 和 0 的 分 布 不 应 是 随机 的 . 


* 译注 :梅森 数 是 17 世纪 法 国 修道 十 他 在 1644 年 提出 2 一 1 当 为 什么 数 时 为 案 数 的 问题 . 本 文 
中 提出 的 2 一 1 是 里 赛 尔 (Hans Riesel) 于 1957 年 发 现 的 ,他 使 用 了 一 种 名 为 BESK 的 计算 机 . 现在 已 
找到 的 梅森 索 数 育 404 个 . 最 近 的 一 个 是 ;224085 5 一 1 ,共有 ?00 力 位 ， 详 见 www, mersenne org/history., 


htin. 
xx 译注 :na 一 4 时 22 十 :一 2 十 1 一 65 537 仍 是 素数 . 但 r 一 5 时 ,2 十 1 一 641X6 700 417 ,这 是 欧 拉 证 
明 的 , n 二 13 时 已 知 不 是 案 数 ， 但 其 所 有 因子 均 不 小 于 2”. 这 因子 个 数 不 明 . 
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元 素 的 缩小 意味 着 更 夫 的 可 靠 性 与 速度 ,还 使 得 计算 机 系统 在 构造 与 运行 上 更 为 节约 . 
上 图 的 真空 管 组 合用 于 IBM1946 年 开始 制造 的 第 一 代 计 算 机 ,于 1955 年 制造 的 第 一 个 晶体 
管 化 计算 机 德 用 了 右上 方 所 示 那 种 线路 . 右 下 方 是 6 个 微小 型 线路 所 成 的 插件 ,每 个 线路 言 
有 几 个 晶体 管 和 二 极 管 , 它 将 用 于 最 新 的 IBM 计算 机 


回 到 办 公 室 后 ,我 试 着 去 证 明 威尔士 关于 可 以 用 3 整除 的 数 的 命题 但 未 成 功 . 过 了 一 会 我 
注意 到 这 个 命题 不 真 . 第 一 个 否 证 它 的 数 是 21, 其 二 进 表 示 中 有 3 个 1( 见 下 页 之 图 )， 


梅森 数 与 费 马 数 用 二 进 制 来 写 时 有 简单 的 外 貌 ,虽然 有 许多 梅森 数 ( 例 
如 15) 就 不 是 素数 , 仍 可 能 有 无 穷 多 个 这 种 形状 的 素数 .也 可 能 有 无 穷 多 个 
费 马 素数 ,但 对 1 仅 为 13 的 费 马 数 就 没有 检验 过 . 
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100001 
100109 
1001341 
101010 
101101 
110000 


可 以 用 3 整除 的 整数 通常 会 在 与 为 二 进 制 时 洛 有 偶数 
个 1. 这 个 事实 引导 到 在 正文 中 说 的 一 般 定理 之 证 明 . 


尽管 如 此 ,很 大 一 部 分 能 用 3 整除 的 数 含 有 偶数 个 1. 威尔士 从 看 到 这 一 点 出 发 ,证 明了 一 
个 一 般 定理 :在 由 1 到 2" 的 可 以 用 3 整除 的 数 中 ,含有 偶数 个 1 的 占 多 数 . 其 数目 与 只 含 奇数 个 
1 的 数 之 差 可 以 准确 地 表示 出 来 : 即 3”-0%. 威尔士 还 对 可 用 5,7 和 其 他 数 整除 的 数 发 展 了 相应 
命题 的 证 明 ,虽然 他 发 现 这 些 定理 越 来 越 难 证 明 . 

现在 ,数论 中 好 些 问 题 都 已 在 计算 机 上 实验 研究 过 . 并 非 所 有 这 些 工作 都 是 列表 ,特例 和 杂 
七 林 八 的 奇 事 . 伯克利 加 州 大 学 的 莱 默 尔 (D, H. Lehmer) 就 在 数论 中 对 计算 机 作 了 不 同 寻常 的 
应 用 . 借助 于 计算 机 ,他 最 近 得 到 了 几 个 一 般 的 定理 . 他 所 作 的 基本 上 就 是 把 一 般 的 命题 化 为 验 
证 许 许多 多 特例 . 特例 为 数 太 多 ,用 手 计 算是 不 切实 际 甚至 是 不 可 能 的 . 然而 ,全 默 尔 和 他 的 助 
手 借 助 于 计算 机 就 能 明显 地 确定 所 有 的 例外 ,从 而 发 现 对 所 有 其 他 情况 都 成 立 的 定理 . 不 幸 的 
是 , 莱 默 尔 有 趣 的 工作 从 数学 上 讲 是 很 难 的 ,楼 精 述 它 就 会 走 得 太 远 了 . 

要 强调 一 点 , 莱 默 尔 的 定理 并 不 完全 是 由 机 器 证 明 的 . 机 器 对 于 帮助 他 得 到 证 明 只 是 起 了 
工具 作用 . 这 与 有 一 个 程序 ,来 引导 机 器 作出 一 个 数学 命题 的 完全 的 数学 证 明 ,是 很 不 一 样 的 . 
然而 作 一 个 这 样 的 程序 也 非 不 可 能 . 计算 机 不 仅 能 对 数 进行 运作 ,对 完成 肥 辑 运算 所 需 的 符号 ， 
它 也 能 处 理 . 这 样 , 它 能 执行 相应 于 基本 的 “布尔 ”运算 的 简单 命令 . 它们 基本 上 就 是 “与 ”, “或 ” 
与 “ 非 ” 的 亚 里 士 多 德 表达 式 , 在 一 系列 指令 之 下 ,计算 机 可 以 按 指定 的 次 序 执行 这 些 命令 ,探索 
种 种 可 能 性 所 成 的 深渊 ,在 各 种 可 能 的 选择 中 , 找 出 那些 在 任何 时 刻 都 满足 以 前 计算 的 选择 . 

用 这 样 的 技术 就 可 以 为 计算 机 编 出 程序 来 证 明 欧 氏 几 何 的 初等 定理 . 这 方面 有 些 工 作 ,特别 
是 在 BM 研究 中 心 所 作 的 工作 是 很 成 功 的 . 另 一 些 程序 使 计算 机 能 证 明 射 影 几 何 的 简单 事实 . 我 
毫 不 怀疑 这 些 工作 只 是 开始 ,计算 机 在 处 理 数 学 的 “有效 ”部 分 上 将 来 会 起 的 作用 要 大 得 多 . 
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现在 我 将 从 研究 整数 转 到 组 合 分 析 , 讨 论 计算 机 在 这 个 领域 中 的 一 些 应 用 . 很 简要 地 说 ， 
组 合 分 析 讨 论 的 就 是 由 一 个 有 限 族 的 “点 ?所 定义 的 排列 或 模式 的 人 性 质 . 高 中 代数 中 讲 的 排列 
组 合 问题 就 是 熟悉 的 例子 . 一 个 典型 情 襄 是 ,从 芋 个 点 所 成 的 有 限 集 开始 ,并 假设 其 中 任意 两 
个 元 ,或 者 更 一 般 地 ,假设 其 中 任意 天 个 元 ,有 某 些 已 给 的 .指定 的 关系 . 可 能 想 要 列举 出 按 指 
定 方 式 相 关联 的 一 切 可 能 的 构造 的 数目 ,也 可 能 想 要 知道 等 价 的 构造 的 数目 . 有 时 可 以 把 变 某 
个 集合 为 其 自身 的 变换 当 作 已 给 的 对 每 ,而 这 些 变换 形成 一 个 有 限 集 . 最 广义 屯 讲 ,组 合 分 析 
讨论 的 就 是 关系 与 模式 ,它们 的 分 类 与 变形 , 在 这 一 领域 中 计算 机 也 是 极其 有 用 的 , 下面 是 一 
些 例子 . 


Steiner 问题 就 是 以 下 所 述 : 设 有 n 种 物体 ,可 否 用 它们 作成 一 些 三 元 组 ,使 得 每 一 对 物体 
均 在 某 个 三 元 组 中 出 现 一 次 且 仅 一 次 ? 只 有 当 n =6k+1 或 BK+3 而 kk 为 整数 时 这 个 问题 才 
能 解决 .上 面 给 出 了 k=1 市 n=7 的 一 个 解答 .左边 的 表 是 七 个 物体 所 可 能 组 成 的 对 子 . 右边 
的 家 给 出 了 七 个 三 元 组 { 黑 椎 ) ,这 七 个 三 元 组 就 已 包括 了 所 有 的 对 子 , 但 只 一 次 .这 些 三 元 组 
中 的 21 个 数字 可 以 重新 组 合 为 其 他 三 元 组 . 


考虑 一 个 著名 问题 :在 棋盘 上 放 8 个 “后 ”, 使 得 每 一 个 都 吃 不 了 另 一 个 . 对 于 通常 的 8X8 
的 棋盘 ,只 有 12 个 基本 不 同 的 解法 .数学 家 则 想 知道 怎样 解决 在 nXn 的 棋盘 上 放 个 “后 的 问 
题 . 这 种 列举 的 问题 通常 都 是 很 难 的 ,但 用 计算 机 来 讨论 可 以 帮助 求解. 

下 面 的 问题 是 19 世纪 瑞士 数学 家 斯 坦 纳 (Jakob Steiner) 首 先 提出 的 :给 出 二 种 物体 * ,如 
何 用 它们 组 成 一 些 三 元 组 ,使 得 每 一 个 由 2 种 不 同 物体 所 成 的 n(n 一 1)/2 个 对 子 ,每 一 个 均 出 
现在 一 个 且 只 一 个 三 元 组 中 ? 以 一 5 为 例 , 由 5 种 物体 最 多 可 以 构成 10 种 对 子 ,但 是 稍 作 一 些 
实验 就 知道 ,没有 办 法 都 放 在 三 元 组 中 而 不 出 现 重复 . 这 个 问题 只 有 当 ”一 6 十 1 或 6 十 3 而 天 


* 译注 ;原文 未 分 清 是 个 物体 还 是 种 物体 . 如 果 理 解 为 n 个 物体 , 则 容易 理解 为 将 它们 分 成 若干 
个 三 元 组 ,这 时 必须 为 3 的 倍数 ,而 并 未 见 此 假定 ， 现 按 文 中 之 具体 例子 详 为 种 物体 ,而 和 且 交 字 有 相 
应 杀 改 . 
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是 一 个 正 整 数 时 才 可 解 ,在 566 页 的 右 图 上 给 出 了 & 一 1( 这 时 "一 7 时 的 解 .解答 中 有 七 个 三 元 
组 . 这 个 问题 有 和 多少 种 解法 ? 当 上 & 是 一 个 大 数 时 ,计算 机 汉 是 很 有 用 的 . 

最 短路 征 问 题 , 时 常 又 称 为 推销 员 问 题 ,是 组 合 学 中 另 一 个 为 人 熟知 的 问题 .已 给 平面 或 空 
间 中 4 个 点 的 位 置 ,问题 就 是 把 它们 联结 起 来 量 使 总 的 路 程 最 短 . 这 问题 的 另 一 个 说 法 是 :在 点 
所 成 的 网 络 中 找 一 条 路 径 ( 不 一 定 碰 到 每 个 点 ) 使 得 通过 它 所 需 的 时 间 最 短 ( 见 “控制 理论 ” 
(Control Theory) 一 文 《 科 学 的 美国 人 了 (CScientific Americany,1964 年 9 月 号 ), 这 个 问题 与 前 
两 个 的 区 别 在 于 ,它们 需要 找 一 个 构造 最 短路 径 的 方法 . 严格 地 说 ,它们 是 “元 组 会 学 "问题 . 这 
个 词 的 意思 是 :问题 的 确切 表述 需要 对 于 什么 叫做 “构造 的 办 法 ”有 一 个 定义 . 这 样 的 定 广 是 可 
能 的 ,所 以 确切 的 表述 也 可 以 做 到 , 车 这 个 点 分 布 在 高 维 空间 中 ,没有 计算 机 就 简直 没有 办 法 
来 攻 这 个 间 题 . 


家 谱 * 树 "提出 许多 有 趣 的 组 合 问题 . 在 这 里 的 简单 例子 中 有 三 个 不 同 肤色 的 个 人 
成 为 配偶 ,严格 说 来 ,x,y 和 z 表示 每 一 代 中 各 种 肤色 所 占 的 比例 . 但 我 们 也 用 它们 玫 
示 肤 色 类 型 .每 一 次 配偶 都 产生 一 对 子女 ,其 肤色 按 一 定 的 规则 由 其 父母 的 肤色 唯一 决 
定 , (例如 2 个 y 或 2 个 z 产 生 2 个 和 ) 设 初始 的 群体 有 好 几 百 人 ,可 以 提出 下 面 的 问 
题 :给 出 第 5 代 的 一 个 个 体 则 例如 在 第 一 代 他 会 有 多 少 不 同 的 祖先 ? 第 9 代 一 个 个 休 : 
的 祖先 中 ,x,y,z 之 比例 如 何 ? 
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可 以 取 家 谱 学 中 一 个 问题 作为 组 合 学 中 的 最 后 一 个 例子 . 为 篇 单 起 见 , 设 一 个 群体 由 许多 随意 
婚配 的 个 体 构 成 ,每 一 对 配偶 过 了 一 段 时 间 后 又 生出 一 对 子女 . 设 这 个 过 程 继续 了 好 多 代 , 而 每 
一 代 中 的 所 有 父母 又 都 在 同一 时 间 生 育 子 女 . 马上 就 会 出 现 许 多 有 趣 的 组 合 性 质 的 问题 . 

例如 ,在 这 个 过 程 的 第 15 代 给 定 一 个 个 体 , 那 么 例如 在 第 9 代 他 可 能 有 和 多少 不 同 的 祖先 ? 
因为 这 是 往 上 数 6 代 ,不 同 祖 先 的 最 大 数目 是 2 ,但 这 是 假设 了 任 两 个 祖先 多 没有 血缘 关系 . 与 
人 类 家 谱 情 况 一 样 ,血缘 关系 的 存在 有 一 定 概率 ,所 以 实际 数目 小 于 2. 得 到 不 同 的 较 小 数 日 的 
概率 是 多 少 ”? 

设 原来 的 群体 中 有 两 类 ( 即 每 个 个 体 均 有 两 种 特征 的 某 一 个 ); 存 许多 代 的 过 程 中 ,这 两 类 
如 何 混 合 ? 换言之 ,考虑 第 2 代 的 一 个 个 体 , 想 要 知道 在 他 的 祖先 中 两 类 各 点 多少 比 便 ， 

现在 作 一 个 比较 现实 的 假设 . 考虑 前 面 的 过 程 ,但 是 去 掉 一 个 限制 , 即 所 有 子女 都 是 他 们 的 
父母 在 同一 个 年 龄 同一 个 时 间 生 出 , 代替 它 , 假 设 新 一 代 的 出 生 按 一 定 的 概率 分 布 在 一 个 有 限 
的 时 间 段 里 . 当 这 个 过 程 继 续 了 一 段 时 间 以 后 ,最 近 出 生 的 个 体 ,可 以 说 是 辈分 不 同 . 在 人 类 和 群 
体 中 确实 发 生 这 样 的 情况 , 央 为 母亲 平均 地 比 父 亲 年 轻 . 所 以 ,在 苹 亲 链 上 右上 倒 推 例如 10 代 ， 
其 总 年 数 比 在 父亲 链 上 倒 推 10 代 年 数 较 少 , 所 以 若 从 年 代 0 开始 许多 年 后 ,要 计算 每 一 个 个 体 
家 谱 史 上 平均 的 代数 就 成 了 一 个 很 复杂 的 组 合 问 题 , 这 个 问题 和 许多 类 似 问 题 , 要 用 分 析 方 法 
处 理 就 很 难 . 然而 ,用 计算 机 来 模拟 这 个 过 程 ,就 可 以 得 到 一 些 数据 ,对 此 有 启发 . 

最 后 一 个 我 想 与 计算 机 联系 着 讨论 的 数学 领域 是 广 和 阅 的 但 极 少 探 讨 过 的 非 线 性 这 一 领域 . 
单 变量 的 线性 函数 的 形状 是 x 二 axr 十 5b, 其 中 4,6 是 常数 ,这 种 形状 的 函数 和 变换 在 数学 上 是 最 
篇 单 的 .它们 广泛 地 出 现在 自然 科学 和 技术 中 , 举例 来 说 ,量子 力 学 使 用 了 线性 数学 . 虽然 有 迹 
象 表明 ,未 来 关于 核 和 亚 核 现象 的 理解 需要 非 线 性 理论 . 在 许多 物理 理论 中 ,如 流体 力学 ,方程 
从 一 开始 就 是 非 线 性 的 . 

最 簿 单 的 非 线性 函数 是 二 次 冰 数 ,存单 变量 时 ,这 种 函数 形 如 y= 二 ar: 十 bx 十 cyasB,c 是 党 
数 . 我 们 对 这 一 类 非 线性 函数 和 变换 了 解 之 少 ,可 能 使 非 数 学 这 一 行 的 读者 吃惊 . 关于 它们 的 性 
原 的 一 些 最 简单 的 问题 也 没有 得 到 回答 . 

举 一 个 例 ,数学 家 想 更 多 地 知道 非 线性 函数 经 过 和 迭代 后 的 性 质 . 所 背 先 代 很 简单 就 是 对 某 
个 起 始 值 反 复 施 以 这 个 函数 (或 变换 ). 例如 用 取 z 之 平方 根 这 一 函数 表示 一 个 点 , 选 代 一 次 即 
取 此 平方 根 的 平方 根 ; 往 下 的 每 一 次 迁 代 都 是 再 取 一 次 平方 根 . 

由 两 个 各 合 两 变量 的 两 个 函数 构成 一 个 变换 , 它 可 以 定义 平面 上 一 个 点 ; 迄 代 后 得 到 一 串 点 ， 
或 称 为 此 变 挽 的 “ 像 *( 见 569 页 插图 ). 由 一 个 点 经 一 非 线性 亢 数 的 迭代 ,得 到 像 的 - -个 序列 ,而 找 
出 其 性 质 一 般 是 困难 的 . 现 有 的 分 析 技 巧 还 不 足以 揭示 哪怕 是 很 简单 的 变换 的 这 类 性 质 
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量 的 方程 定义 了 平面 上 一 个 点 -迭代 就 生成 了 相继 的 点 ,或 称 为 " 像 ”因为 三 个 坐标 加 起 来 为 
1 所 以 只 天 摘出 两 个 变量 { 例 如 x 和 Y) ,一 次 选 代 T(P) 就 是 把 x,y,z 的 初始 值 (二 ,二 ,0) 代 


入 三 个 方程 ,把 得 出 的 新 值 { 孝 , 玛 ,二 } 再 代入 这 三 个 方程 得 出 二 次 选 代 (Pj, 仿 此 以 往 . 计 
算 机 能 很 快 地 算出 并 显示 出 一 个 点 的 成 千 次 选 代 ,于 是 可 以 研究 它们 的 性 态 ( 见 571 页 之 即 )。， 
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这 里 ,用 计算 机 作 的 经 验 性 的 工作 又 是 很 有 帮助 的 ,特别 是 若 计 算 机 有 视觉 显示 ,能 把 多 次 

选 代 的 点 在 荧屏 上 表现 出 来 就 更 有 帮助 . 洛斯 阿拉 莫 斯 的 MANIAC 就 有 这 样 的 装置 ,使 我 们 
一 眼 就 可 以 看 到 成 百 次 选 代 的 结果 ， 

在 研究 这 些 显示 时 ,数学 家 想 要 看 的 昆 , 这 一 串 选 代 像 是 否 收 敏 于 一 个 单个 的 位 置 , 即 * 不 

动 点 ”《 见 本 书 第 21 章 “ 不 动 点 定理 ”). 通常 , 像 并 不 收 化 ,而 是 跳 来 跳 去 ,如 果 一 个 像 接 一 个 像 

地 看 ,它们 是 毫 无 规律 地 在 跳 .但 是 如 果 好 几 百 个 像 一 齐 看 ,有 时 可 以 看 到 它们 收 敏 于 一 曲线 ， 

其 形状 可 以 是 完全 想不到 极为 奇特 的 ,多 571 页 的 四 个 图 形 . 这 些 经 验 的 图 形 已 经 启发 我 的 助 

手 和 我 作出 一 些 一 般 的 猜测 ,找到 了 非 线性 变换 的 一 些 性 质 . 

要 使 电子 计算 机 成 为 比 今天 更 有 价值 的 工具 ,最 明显 需要 的 是 什么 ?一 个 重要 的 要 求 是 党 
握 更 广泛 的 逻辑 运算 的 能 力 .我 已 经 说 过 ,最 简单 的 逻辑 运算 , 即 布尔 运算 ,从 一 开始 喜 已 安装 
到 电子 计算 机 里 去 了 . 要 想 包 括 更 多 的 现代 数学 ,计算 机 就 需要 有 一 个 “全 称 量词 ”和 一 个 “存在 
量词 ”. 全 称 量词 是 用 来 表示 在 数学 论文 中 经 常见 到 的 命题 :对 于 一 切 x, 必 有 如 何如 何 . "需要 
存在 量词 是 为 了 表达 另 一 种 常见 的 命题 ,“ 存 在 一 个 z+, 使 得 什么 什么 为 真 . ”如 果 能 把 这 两 个 量 
词 加 到 布尔 演算 上 去 ,就 能 把 绝 大 部 分 传统 数学 和 相当 一 部 分 现代 数学 由 计算 机 来 检验 . 不 幸 
的 是 ,还 没有 一 个 好 的 计算 机 程序 能 操作 “对 于 一 切 ”" 和 “存在 一 个 "这 两 个 概念 . 

不 必 人 怀疑 ,计算 机 的 运行 速度 和 存储 容量 都 会 继续 增长 . 还 会 有 更 有 基本 性 的 进展 . 现今 的 
计算 机 部 按 线性 顺序 操作 ,它们 是 依次 一 件 一 件 事 地 作 . 更 多 地 以 动物 神经 系统 为 模型 来 设计 
计算 机 还 是 一 个 挑战 .动物 神经 系统 是 同时 进行 多 种 运算 的 . 确实 ,已 经 有 计划 造 一 种 机 器 , 它 
能 在 不 同 地 址 同时 作 许 多 算术 运算 . 

一 个 多 轨道 机 器 对 于 蒙特 卡 洛 方法 会 大 有 价值 . 这 个 机 器 的 任务 是 计算 一 些 虚 拟 的 粒子 的 
单个 的 历史 ,而 在 许多 问题 中 ,这 些 粒 子 的 命运 是 彼此 无 关 的 . 这 就 意味 着 ,可 以 对 它们 进行 并 
行 的 而 不 是 串 行 的 计算 , 此 外 ,也 没有 必要 把 计算 进行 到 现在 的 高 速 计算 机 能 算 到 的 那么 多 位 
小 数位 数 ;4 或 5 位 有 效 数字 的 精确 度 通常 也 就 够 了 . 所 以 ,如 果 有 一 个 计算 机 能 同时 计算 好 几 
特 个 粒子 的 历史 ,虽然 只 有 适度 的 精确 度 , 却 是 很 有 价值 的 , 有 很 多 场合 ,这 样 设计 的 计算 机 会 
是 很 有 效 的 . 

很 希望 有 这 方面 的 进展 :使 计算 机 与 操作 人 员 之 间 的 交流 更 加 容易 . 现在 ,要 想 在 已 经 得 到 
部 分 结果 时 就 改变 计算 的 进程 是 很 困难 的 . 如 果 进 人 机 器 能 够 更 灵活 ,如 果 能 在 问题 进展 过 程 
中 ,就 能 看 得 见地 来 研究 它 , 许 多 数学 家 就 会 比 今天 更 信服 用 计算 机 来 做 实验 . 

可 以 想像 专门 适用 于 自动 计算 机 的 计算 方法 . 由 于 机 医 的 速度 ,将 能 够 可 以 说 是 措 得 着 地 
来 探讨 高 于 三 维 的 空间 中 的 几何 图 形 , 人 们 就 能 通过 实 路 获得 新 的 直觉 . 这 当然 会 刺激 研究 失 
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非 线性 变换 的 迭代 ,由 洛斯 阿拉 莫 斯 的 高 速 计算 机 完成 旦 显示 在 示 波 库 的 荧光 悍 
上 .这 项 研究 是 斯 坦 因 (P.R. Stein) 和 作者 完成 的 ,其 目 的 是 研究 某 些 形状 相对 简单 的 
非 线 性 变换 的 渐 近 性 质 , 或 “极限 集 ". 这 是 由 四 个 各 含 四 变量 的 函数 所 成 的 迭代 ,所 以 
应 该 描 在 三 维 空间 里 ; 直 的 虚线 是 坐标 轴 { 页 569 页 上 的 二 维 描 点 的 图 ), 上 左 是 一 个 招 
曲 的 空间 曲线 .上 右 是 两 个 平面 曲线 . 下 面 两 个 图 更 加 复杂 . 


扑 学 和 新 数学 对 象 的 组 合 学 的 数学 家 . 这 些 对 象 可 能 就 是 通常 的 整数 ;但 其 数值 之 大 “个 数 之 
多 ,都 会 超过 目前 用 于 实验 的 整数 . 也 将 能 发 展 一 些 数学 表达 式 , 其 中 看 在 量词 的 个 数 将 比 现 在 
的 形式 数学 定义 中 用 的 多 得 多 . 在 未 来 的 计算 机 上 玩 新 游戏 ,会 考虑 按 我 们 目 前 的 经 验 很 难看 
得 见 的 空间 中 的 新 对 象 及 其 运动 ,因为 我 们 目前 的 经 验 基 本 下 限于 三 维 空 间 
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天 气 模式 的 仿真 ,这 是 整个 北半球 的 仿真 ,是 由 美国 气象 局 大 气 环流 研究 实验 室 在 STRETCH 
计算 机 上 作 的 .研究 者 为 了 建立 与 检验 大 气动 态 的 新 理论 ,对 于 打算 用 以 描述 大 气 现象 的 方程 纺 
制 了 计算 机 程序 .然后 输入 实测 数据 ,计算 机 由 此 算出 几 天 或 几 星 期 的 天 气 模式 变化 的 模型 , 把 这 
些 模型 与 相应 时 期 的 实际 观测 结果 相 比 较 ,图 上 有 阴影 的 "轮廓 线 "表示 一 项 研究 所 得 的 海平 面 大 
气压 的 仿真 .这 个 图 案 是 由 排 得 很 密 的 数字 和 字母 拼 成 的 ;并 直接 由 计算 机 打印 出 来 . 
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一 个 老 哲 学 问题 仍 待 解决 :数学 主要 是 人 类 大 脑 的 自由 创造 呢 , 或 者 是 :定义 .公理 和 问题 
的 选择 很 大 程度 上 是 受到 外 部 物理 世界 的 启示 呢 ? (我 把 大 脑 的 解剖 学 结构 也 归于 物理 世界 
了 , ) 由 于 电子 机 器 的 工作 ,在 未 来 10 年 左右 ,很 可 能 对 此 问题 有 所 启示 . 研究 人 的 神经 系统 的 
工作 与 计算 机 组 织 的 工作 之 相似 性 ,会 对 此 给 出 新 的 洞察 . 数学 会 在 生物 科学 中 会 有 新 的 应 用 ， 
研究 有 生命 的 物质 会 提出 新 的 数学 问题 . 


48. 
计算 机 的 逻辑 和 存储 


戴 维 ， CC， 怀 文思 (David C, Evans),1966 年 9 月 号 


件 . 在 几乎 所 有 现代 讨 算 杭 中 ,这 些 元 件 都 是 二 进 制 的 ,这 就 是 说 ,这 些 轴 辑 元 件 有 次 
个 二 选 一 的 通道 ,而 存储 元 件 有 了 网 个 状态 . 从 而 由 这 种 元 件 处 理 的 所 有 信息 都 要 用 二 
进 制 方式 编码 . 简 言 之 ,信息 被 表示 为 二 进 制 ,贮存 于 二 进 制 存储 元 件 中 ,并 用 二 进 制 开关 元 件 
处 理 . 
汶 建 造 一 台数 字 计 算术 ,必须 有 存储 元 件 和 一 组 功能 齐全 的 有 逻辑 元 件 . 一 组 逐 辑 元 件 如 果 
能 够 履行 任何 一 项 催 辑 功能 的 一 个 妈 辑 电路 都 能 由 这 一 组 元 件 综合 而 成 ,就 说 它 是 功能 齐全 
的 . 我 们 来 检验 这 样 的 一 个 功能 齐全 的 组 ,包含 着 三 种 不 同类 型 的 电路 分 别称 为 与 ,或 和 非 . 这 
些 电路 能 够 用 从 左 输入 信和 号 从 右 输 出 信和 号 来 描写 ( 见 577 页 之 上 图 ). 因为 逻辑 元 件 都 是 二 进 制 
的 ,每 个 输入 和 输出 也 都 是 二 进 制 变 量 , 可 取 值 0 或 1. 在 一 个 电子 电路 中 人 逻辑 值 为 0 对 应 于 一 
个 特定 的 电压 或 者 电流 ,而 逻辑 值 为 1 则 对 应 于 另 一 个 电压 或 者 电流 . 对 于 每 一 个 符号 电路 我 
们 能 够 构 作 一 个 “ 真 值 表 ”, 在 其 中 列 出 所 有 可 能 的 输 人 状态 和 对 应 的 输出 状态 , 每 一 个 真 值 表 
反 过 来 能 够 表示 一 个 布尔 命题 {以 19 世纪 的 还 辑 学 家 布尔 (George Boole) 命 名 ), 它 表示 该 回路 
的 竹 出 为 输 人 的 一 个 范 数 . 真 值 表 和 布尔 命题 都 画 在 第 576 页 和 5?7 页 的 图 中 . 在 与 电路 的 情 
形 ,输出 变量 性 取 值 1 当 自 仅 当 输入 变量 和 B 同时 有 值 1. 在 布尔 命题 中 运算 与 则 标 作 一 个 
点 ; 它 读 作 “C 等 于 A 与 B”, 在 或 电路 中 ,C 取 值 1 当 至 少 一 个 输入 变量 取 值 1. 其 布尔 命题 读 作 
“等 于 A 或 B”. 非 电路 以 输入 的 逻辑 余 作为 其 输出 . 它 的 布尔 命题 读 作 ' 怠 等 于 非 4” 所 描述 
的 与 和 或 电路 只 有 两 个 输入 变量 . 有 更 多 的 输入 变量 的 电路 也 常 使 用 . 


子 数 字 计 算 机 由 两 个 基本 类 型 的 元 件 组 成 :人 逻辑 元 件 ( 常 被 称 为 开关 元 件 ) 和 存储 元 
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二 肢 和 存储 器 由 一 个 矩形 的 贮存 元 件 的 阵列 组 成 ,元 件 只 有 百 万 分 之 四 英寸 厚 ,安置 左 闸 
玻璃 片 基质 上 . 当时 流 遗 过 印刷 在 玻璃 上 的 导线 { 直 条 带 ) 时 ;矩形 被 定向 为 对 应 于 0 或 1 的 
及 个 磁性 状态 之 一 :这 些 薄膜 能 在 几 十 亿 分 之 一 秒 之 内 开关 如 果 薄 膜 表 面 被 平面 极 化 灯 昭 
;县 通过 一 个 适当 地 校正 了 的 极 化 泪 光 镜 拍 照 , 则 其 状态 可 以 看 得 现 . 磁性 薄膜 在 反射 光 
的 极 化 平面 上 引起 少许 旋转 ;这 里 滩 色 矩形 是 衣 1 的 状态 ; 浅 色 的 矩形 是 在 0. 的 状态 . 照片 
中 把 一 个 薄膜 存储 器 的 直径 放大 了 190 伴 * 并 由 柏 洛斯 公司 冲洗 了 用 于 它 的 最 新 的 计算 机 
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还 有 一 些 其 他 的 功能 齐全 的 逻辑 元 件 组 . 其 中 两 组 特别 使 人 有 兴趣 ,因为 每 个 只 含有 一 个 
元 件 , 其 一 称 为 与 非 ( 意 为 “不 是 与 ”); 男 一 称 为 或 非 ( 意 为 * 不 是 或 "). 第 517 页 左下 图 画 出 了 一 
个 双 输入 与 非 电路 的 符号 表示 以 及 其 真 值 表 : 虽然 一 个 实际 的 与 非 电路 被 设计 为 一 个 整体 , 显 
然 它 可 以 用 一 个 与 电路 和 一 个 非 电路 来 实现 . 污 者 能 很 容易 地 从 与 非 电 路 设计 出 与 ， 或 以 及 非 
电路 来 ， 以 向 自己 证 明 与 非 电路 也 是 功能 齐全 的 : 

用 与 和 非 电路 ,不 难 构 作 一 一 个 译 码 电路 , 它 能 将 二 进 制 数 翻译 为 十 进 制 数 . 第 579 页 上 图 展 
示 如 此 的 一 个 电路 和 它 的 真 值 表 . 每 一 个 十 进 制 数 都 由 一 个 四 科 二 进 制 码 (AA,, A, As,A;) 表 
示 . 在 图 中 这 个 译 码 电路 中 ,输入 了 信号 Au,AkyAvy,As 以 后 就 产生 出 头 四 个 十 进 制 数 0,1,2 
每 个 用 数 标 注 的 输出 处 的 信号 是 0, 除 非 输入 码 是 标注 输出 的 数 的 三 进 制 码 1, 那 时 输出 信号 是 

在 计算 机 中 贮存 信息 的 电路 可 以 分 作 两 类 * 寄 存 器 和 存储 器 电路 . 寄存 器 是 由 逻辑 电路 组 
合 起 来 就 可 以 建立 计算 机 的 算术 ,控制 和 其 他 信息 处 理 的 部 忻 . 寄存 器 中 贮存 的 信息 表示 计算 
机 系统 的 处 理 部 件 的 史 时 的 状态 .术语 “存储 器 ”通常 专 指 计算 机 的 那些 部 件 , 它 们 能 够 贮存 一 
般 的 信息 ,诸如 程序 的 指令 +, 饶 人 程序 的 信息 以 及 计算 的 结果 . 在 本 文 的 后 面 将 讨论 为 这 种 贮存 
目的 设计 的 存储 装置 ， 

寄存 器 通常 是 用 称 为 触发 器 的 一 比特 贮存 电路 做 成 .一 个 典型 的 触发 器 电路 , 称 为 置 位 
复位 触发 器 ,有 四 个 终端 ( 见 579 页 下 图 ), 用 它 贮存 的 变量 的 名 字 来 给 这 样 一 个 触发 器 命名 是 方 


非 与 非 
C=A+8 le 人 
文 氏 图 解 利用 加 来 把 各 种 逻辑 概念 和 关系 图 式 化 , 圆 表 示 一 个 命题 , 它 可 能 正确 或 者 错误 ， 
它们 被 放 在 表示 所 有 可 能 的 命题 的 宇宙 或 者 域 中 . 逻辑 关系 与 被 表示 为 两 个 圆 部 分 重合 之 阴影 
区 域 .这 个 区 域 C 是 "正确 " 当 且 仅 当 这 两 个 贺 A 和 8 都 正确 , 它 是 "错误 "如 果 A 或 者 B, 或 者 
A, 日 二 者 都 错误 ,逻辑 关系 或 { "可 兼容 的 或 ") 被 表示 为 打 了 阴影 的 两 个 加 内 的 全 部 区 域 .这 个 
区 域 C 是 正确 当 A 或 者 日 或 者 两 个 都 正确 . 非 表 示 为 一 个 圆 A 被 外 围 日 所 包围 ,而 B 为 非 A. 
在 文 氏 图 解 下 面 的 等 式 都 是 布尔 命题 . 在 与 命题 中 的 黑 点 读 作 " 与 ”在 或 命题 中 的 加 号 读 作 


"或 "在 非 命题 中 的 A 表示 " 非 A", 与 非 和 或 非 分 别 表示 "不 是 与 "和 * 不 是 或 ", 它 们 的 文 氏 图 解 
用 阴影 表示 得 很 清楚 ,这 种 图 解 是 以 19 世纪 的 英国 稳 辑 学 家 文 (John Venn) 的 姓氏 命名 的 . 
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与 ,或 和 非 组 成 一 组 功能 齐全 的 二 进 制 逻辑 元 件 , 图 上 方 的 三 个 符号 表示 能 够 实行 这 些 罗 
辑 功能 的 电路 .输入 信号 0 或 者 1 从 电路 左边 进入 ;输出 从 右边 离 去 . 在 每 个 电路 之 下 是 其 " 真 
值 表 ”，, 在 其 中 列 出 了 所 有 可 能 的 输入 状态 和 对 应 的 输出 状态 ， 


与 非 


与 非 电路 ,只 包含 一 个 逻辑 元 件 ,是 功能 齐 或 非 电路 也 是 功能 齐全 的 ,上 方 用 符号 画 
全 的 ; 它 能 够 做 与 ,或 以 及 非 电路 集合 起 来 能 完 。 的 两 输入 或 非 电路 等 价 于 紧 下 方 的 或 和 非 组 合 
成 的 任何 一 件 事情 :上方 用 答 号 画 的 两 输入 的 ”起 来 的 电路 .或 非 的 真 值 表 与 或 的 真 值 表 相 反 
写 莫 电路 等 价 于 将 与 和 非 组 合 起 来 的 电路 , 与 。 能 够 充当 与 非 或 者 或 非 的 电路 的 具体 电子 实现 
非 的 真 值 表 的 输出 同 与 的 真 值 表 的 输出 相反 . ”在 第 578 页 示 出 、 


便 的 ;因此 贮存 了 变量 A 的 触发 器 将 称 为 A. 如果 端 S 入 的 输入 都 是 0, 此 触发 器 会 是 处 于 两 
种 状态 之 一 . 如果 A 值 为 1, 它 是 处 于 置 位 状态 ;如 果 A 值 为 0, 它 是 处 于 复位 状态 . 送 一 个 1 信 
号 到 S 端 就 能 把 它 拨 到 置 位 状态 ,车 送 一 个 1 信和 号 到 及 端 就 回 到 复位 状态 . 同时 将 两 个 工分 别 
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与 非 电 路 的 电子 体现 包含 四 个 二 极 管 { 三 角形 ), 四 个 电阻 { 锯 齿 形 } 和 一 个 三 极 
管 (加 形 ). 这 个 三 输入 与 非 电路 的 符号 及 其 布尔 命题 画 在 上 方 . 在 电路 中 深 色素 示 依 
据 小 电流 的 流动 ( 浅 颜 色 ) 而 接 通 的 大 电流 的 流动 ,以 产生 输出 0 或 1, 而 小 电流 由 输 
入 电压 所 控制 . 图 上 夯 出 了 两 个 不 同 的 输入 :1,1,0 和 1,1;1 的 电流 ,将 电压 的 选取 反 
转 ,此 处 呈 示 的 与 非 电路 就 可 以 起 或 非 电路 的 作用 ;这 种 电路 有 多 种 办 法 来 设计 . 


送 到 S 入 端 将 不 会 得 到 预期 的 结果 . 于 是 这 个 触发 器 能 够 看 作 是 只 记 住 了 最 近 一 次 的 输入 的 
状态 . 

用 于 一 般 迪 存 的 存储 器 可 以 用 逻辑 电路 和 触发 器 来 做 ,不 过 由 于 实际 的 理由 ,并 不 这 样 做 . 
因为 像 这 样 做 内 来 的 存储 峰会 很 大 而 且 很 贵 ,并 且 会 需要 很 多 电力 ;此 外 ,如 果 志 力 断 掉 则 所 存 
的 信息 将 会 失去 . 
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' rN\, 
| 、 
下 
NN 
转换 二 进 制 为 十 进 制 数 可 用 这 种 一 一 一 
电路 完成 , 它 由 四 个 非 电 路 和 四 个 与 
电路 组 成 . 上 边 的 真 伪 表 展示 了 从 0 ; 
到 9 的 十 进 制 数 的 等 价 的 二 进 制 数 1 
为 表明 二 进 制 数 译 码 的 原则 ,图 上 只 7 
给 出 译 码 为 十 进 制 数 3 的 电路 , 每 个 
标注 了 数 的 输出 的 信号 都 是 0, 除 非 所 
有 输入 雹 为 1. 例 中 从 上 面 数 起 第 三 个 | 上 HE) 3 
与 电路 ,标注 的 数 为 2, 就 输出 0. 从 而 二 一- 一 一 -一 


二 进 制 数 0010 译 码 得 十 进 制 数 2， 


诸位 状态 复位 状态 置 位 状态 


中 二 了 六 由 PE 入 二 1 有 二 


F J 
T 1 
' + 
r oe 
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典型 的 一 比特 贮存 单元 被 表 作 一 个 " 置 位 复位 触发 器 ". 此 处 画 出 
的 一 个 命名 为 A ,因为 它 贮存 变量 A ,一 个 触发 器 只 能 “记忆 "最 近 一 
次 输入 的 状态 .如果 A 信 为 1, 它 是 处 于 置 位 状态 ; 如果 A 值 为 0, 它 
是 处 于 复位 状态 .把 1 作用 于 S 端 得 置 位 状态 ;作用 一 个 1 于 端 得 
复位 状态 ,触发 器 提供 计算 机 中 暂时 的 存储 功能 ， 
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我 们 现在 来 考虑 如 何 通过 组 合 逻 辑 电 路 和 寄存 器 来 进行 初等 算术 运算 .第 579 页 土 图 包括 
一 个 真 值 表 描 写 了 一 位 二 进 制 加 法 . 


En 5 
二 进 制 加 法 器 电路 (有 ) 能 够 把 两 个 一 位 二 进 制 数 加 起 来 , 它 由 与 ,或 和 非 远 辑 元 件 制 成 
因为 加 法 器 通常 是 由 若干 个 并 行 起 来 的 { 见 下 图 ) , 它 必须 也 能 够 接收 由 紧 舍 右边 的 一 个 加 法 
器 产生 的 一 个 称 为 输入 进位 数码 C,，. 它 的 真 值 表 ( 左 ) 展 示 了 对 于 三 个 输入 的 所 有 组 合 的 
“进位 输出 "Ci 以 及 和 S .在 例 中 的 输入 为 1,0 和 1, 这 是 一 个 组 合 电路 . 


1 i - 
t+ 进 抽 4 | | | |” 
Y， 


十 进 制 1 | | | 


.| 


SD S 
十 进 制 15 |1 [1 | | 


Ss S$, S C 


- 


四 位 并 行 加 法 器 由 四 个 本 页 上 图 中 所 展示 的 一 位 二 进 制 加 法 髓 组 成 ， 在 一 个 计算 机 中 , 需 
要 用 寄存 器 (未 展示 ) 来 提供 输入 信和 号 和 贮存 输出 信和 号 .在 这 里 图 解 的 例子 中 ,把 二 进 制 数 0100 
(十 进 制 4) 与 1011( 十 进 制 11) 相 加 .其 和 为 二 进 制 数 1111( 十 进 制 15). 


这 个 加 法 器 的 输入 是 二 进 制 数 X 和 六 ,同时 还 有 "输入 进位 ”C,_,. 输出 是 和 数 S 及 "进位 输出 " 
Ci- 图 上 也 阐明 了 应 用 与 ,或 以 及 非 等 好 辑 元 件 的 二 进 制 加 法 器 是 奶 何 实现 的 , 一 个 如 同 这 个 二 
进 制 加 法 器 的 逻辑 电路 ,只 包含 开关 元 件 而 无 存储 电路 ,被 称 为 一 个 组 合 电路 . 
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在 运用 二 进 制 算术 的 计算 机 中 ,为 了 所 得 结果 有 所 想 要 的 精确 性 ,算术 单元 可 能 必须 处 理 
多 达 50 位 或 者 更 多 位 的 数 , (一 台 计算 机 能 够 处 理 60 位 的 数 ,被 称 为 有 60 位 精确 性 , ) 这 样 长 的 
数 能 够 用 两 种 一 般 的 办 法 相 加 ， -个 办 法 是 对 每 一 位 用 一 个 加 法 器 ; 另 一 个 办 法 是 用 一 个 单独 
的 “序列 的 "加 法 器 并 且 顺 序 地 处 理 各 个 数位 , 若 对 每 一 位 用 一 个 加 访 器 时 ,这 种 装置 就 被 称 为 

-个 并 行 如 法 器 . 第 580 页 下 图 展示 了 一 个 四 位 并 行 加 法 器 . 这 个 加 法 器 的 输 大 是 两 个 四 位 二 
进 制 数 :X5X:XIXn 和 YYzYiyv, 这 个 加 法 器 产生 了 五 位 二 进 制 和 S,S,S;S,S,. 这 个 四 位 加 法 
入 也 是 一 个 组 合 电路 . 进入 这 个 并 行 加 法 器 的 输入 X 和 Y 可 以 由 两 个 四 位 寄存 器 (每 个 由 四 小 
触发 器 组 成 ) 来 提供 . 输入 都 在 同一 时 刻 生 成 ,其 和 可 以 被 贮存 在 一 个 五 位 奇 存 器 中 , 它 的 每 一 
位 均 已 预先 复位 为 0. 

要 做 一 个 序列 加 法 器 ,我 们 需要 一 个 方法 来 将 输入 的 各 个 位 按 顺 序 送 达 该 加 法 器 ,并 且 按 
顺 夺 将 和 的 各 个 位 贬 存 起 来 . 为 实现 这 些 要 求 需要 一 个 有 能 力 将 信息 从 一 个 级 移 位 到 下 一 级 的 
符 殊 的 寄存 器 ;这 样 的 一 个 寄存 器 称 为 一 个 移 位 寄存 器 . 一 个 序列 二 进 制 加 法 器 的 三 个 移 位 寡 
任 器 从 称 为 移 位 (SHIFT) 的 终端 得 到 一 个 输入 ( 兄 第 582 页 下 图 )， 正常 情况 下 ;, 移 位 信和 号 之 值 
为 0, 但 震 要 求 把 那 三 个 寄存 器 移 位 时 ,该 移 位 信号 在 二 不 短 时 间 内 被 给 为 值 1 ,使 得 这 些 寄存 
器 将 它们 的 内 容 向 右 称 位 一 位 , 如 同 在 并 行 加 法 器 的 情形 一 样 ,这 个 序列 加 法 器 可 以 把 一 组 二 
进 制 数 ( 例 如 XXXiXo 加 到 务 一 组 (例如 YYiYi) 上 去 .在 第 一 个 移 位 命令 时 ， 该 序列 加 法 
器 贮存 了 头 一 对 数位 (XX， 和 的 和 ;在 第 二 个 移 位 命令 时 , 它 贮 在 了 第 二 对 数位 (X 和 六， ) 的 
机 ,等 等 . 在 每 次 移 位 时 都 要 通过 加 法 的 进位 输出 . 


页 正 的 四 位 并 行 加 法 器 能 由 连接 两 个 单 埃 集成 电路 而 制 
成 ;每 一 块 边 长 只 有 006 英寸 ,这 个 由 德 克 萨 斯 仪器 公司 (TI) 
制 姿 的 加 法 器 包含 着 等 价 于 166 个 离散 的 组 件 . 
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进位 输入 一 一 
四 位 序列 加 法 器 仅 用 一 个 如 哇 示 在 580 页 下 方 的 加 法 器 ,再 加 上 三 个 移 位 寄存 器 和 一 个 触发 器 
来 作 各 位 加 法 的 进位 输出 ,每 个 寄存 品 有 一 个 来 自称 为 移 位 (SHIFT) 的 终端 的 输入 . 当 移 位 信和 号 来 时 


每 个 寄存 器 将 其 内 容 往 右 移 位 一 位 ,从 X 和 Y 寄 奉 器 移 位 出 来 的 数位 同时 与 来 自 C 触发 器 的 进位 
输入 进入 加 法 器 .要 把 两 个 四 位 二 进 制 数 加 起 来 ,需要 五 个 移 位 信号 . 


对 于 序列 的 和 并 往 的 加 法 器; 寄存 器 都 是 需要 的 . 对 于 序列 加 法 器 ,寄存 器 必须 是 移 位 寄存 
器 ,但 只 需要 一 个 一 位 三 进 制 加 法 器 ; 对 于 并 行 加 法 器 ,正好 每 一 位 即 每 一 对 X 和 Y 输入 需要 一 
个 二 进 制 加 法 器 . 并 行 加 法 器 只 是 一 个 大 的 给 合 电路 , 序列 加 法 器 包含 二 进 制 加 法 器 ,一 个 触发 
器 (在 此 称 为 C 触发 器 ) 和 相配 的 电路 - 它 不 是 一 个 组 合 电 路 ,因为 它 的 输出 CS) 不 仅 是 直接 输入 
CX 和 了 ) 的 函数 ; 它 还 是 CC 触发 器 中 贮存 的 值 所 表示 的 内 部 状态 的 一 个 函数 . 若 一 电路 之 输出 
不 仅 是 直接 输 和 人 的 一 个 函数 ,而 且 也 是 其 内 部 状态 所 表示 的 历史 的 函数 ,这 种 电路 就 称 为 序 壮 
电路 , 这 种 电路 对 于 计算 机 的 设计 是 基本 的 . 例如 ,乘法 通常 用 一 个 反复 运行 加 法 器 电路 的 序 吐 
电路 来 实现 ， 
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计算 栅 的 发展 中 的 很 长 的 时 期 ,限制 它们 的 设计 和 成 本 的 因素 是 存储 器 . 计算 视 的 速度 受 
到 贮存 和 提取 信息 所 需要 的 时 间 之 限制 . 计算 机 的 成 本 由 其 存储 器 的 信息 贮存 量 所 决定 .结果 
是 ,付出 了 很 大 的 努力 来 发 展 和 改进 存储 装 警 . 

我 前 面 描述 过 的 ,典型 的 存储 器 是 由 同样 尺寸 的 寄存 器 的 一 个 阵列 组 成 的 ,其 特性 是 字 长 ,由 
存量 和 存 取 时 间 . 在 一 个 存储 器 中 每 个 寄存 器 称 为 一 个 字 ; 它 的 大 小 用 比特 表示 ,典型 情况 是 存 12 
到 72 比特 的 范围 内 . 一 个 存储 器 的 全 部 贮存 容量 可 以 表 作 比特 数 ,但 是 更 常用 的 是 表 作 字数 , 它 依 
赖 于 各 种 因素 . 后 面 将 会 讲 到 ,其 贮存 容量 约 在 100 字 到 十 亿 字 之 间 . 贮存 ( 写 ) 和 提取 ( 读 ) 信 息 中 
一 个 确定 的 字 所 需要 的 时 间 称 为 存 取 时 间 , 它 可 从 -… 微 秒 的 几 分 之 一 到 几 秒 钟 甚或 几 分 钟 ， 

在 一 个 存 销 器 中 访问 一 个 特别 的 字 是 用 一 个 寻 址 方案 来 完成 的 , 有 两 类 寻 址 方案 “构造 寻 

址 "和 "内 容 寻 址 ”第 一 种 是 较 普遍 的 ,每 个 字 用 一 个 数 给 定 ,就 用 这 个 数 来 识别 存储 点 ,这 个 数 称 
为 它 的 地 址 .访问 一 个 存 鱼 器 的 一 个 特定 的 字 只 需 指定 ,这 个 地 址 则 是 一 个 二 进 制 的 数 , 采用 内 容 
寻 址 ,访问 是 决定 于 被 搜寻 的 字 的 内 容 . 例如 ,内 容 寻 此 存储 器 的 每 一 个 字 可 以 包含 一 个 人 的 名 字 
和 有 关 他 的 某 些 信息 (例如 他 的 银行 存款 余额 或 者 他 的 机 票 定 座 情况 ). 访问 那个 信息 时 就 向 存储 
器 提供 那个 人 的 姓名 . 该 存储 器 的 内 部 逻辑 将 把 那个 包含 着 指定 姓名 的 字 找 出 并 递送 这 个 姓名 以 
及 相关 的 信息 作为 输出 , 因为 大 多 数 存 储 器 是 构造 寻 址 的 ,我 们 不 再 考虑 内 容 寻 址 了 . 
”在 各 种 存储 器 的 设计 中 ,成 本 ,容量 和 访问 时 间 之 闻 有 很 大 的 折 豆 余地 ( 见 586 页 上 表 ). 大 多 
数 存 个 器 采用 三 种 存 取 方 法 之 一 :随机 的 ,周期 的 或 者 序 贯 的 . 在 随机 存 取 存储 器 中 ,访问 时 间 与 
字 生 人 或 取出 的 顺序 无 关 . 随机 访问 时 间 很 短 的 存储 器 是 最 理想 的 ,但 是 每 比特 的 贮存 容量 的 成 
本 也 是 最 昂贵 的 . 随机 访问 存储 器 应 用 区 芯 装 司 最 为 广泛 . 提供 周期 访问 的 存储 装置 的 一 个 例子 
是 磁 鼓 ,在 其 中 信息 被 记录 在 一 个 圆柱 体 的 表面 , 它 以 常 速率 旋转 . 顺序 地 存 人 的 字 当 它们 经 过 潜 
出 位 置 时 能 够 被 迅速 地 读 出 ， 最 大 的 访问 时 间 是 鼓 的 转 一 圈 的 时 间 ,而 随机 提取 -一 字 平 均 访问 时 
间 是 误 的 半 转 的 时 间 , 最 普通 的 序 贯 存储 器 是 磁带 , 当 既 不 需 随机 也 不 需 周期 访问 时 便 采 用 它 . 开 
动 一 个 典型 的 含有 5 千 万 个 比特 信息 的 2 400 英尺 长 的 磁带 通过 一 个 磁头 需要 几 分 钟 时 间 . 

因为 计算 机 中 的 主要 存储 媒介 是 各 种 各 样 的 磁性 材料 ,我 将 要 比较 充分 地 描述 磁性 存储 
器 , 在 一 个 典型 计算 机 中 高 速 随机 访问 存储 器 通常 由 一 个 大 约 一 百 万 个 微小 的 磁 世 或 磁 环 的 三 
维 阵列 构成 ,每 个 磁 芯 或 磁 环 可 贮存 一 个 比特 的 信息 . 磁 芯 穿 在 细 导 线 网 络 上 ,导线 可 以 改变 磁 
心 的 极 性 ; 极 性 决定 了 一 个 特定 的 磁 芯 贮存 一 个 1 或 者 一 个 0 这 些 磁 芯 是 用 铁 气体 制作 ,这 是 
一 种 铁 磁 性 的 陶瓷 材料 .已 经 设计 出 高 度 自动 化 的 方法 来 把 磁 芯 成 型 , 释 烧 ,测试 和 组 装 成 为 存 
储 阵 列 . 早期 的 磁 芯 存储 器 磁 芯 的 外 径 大 约 十 二 分 之 一 英寸 ,并 且 人 和 价值 大 约 每 一 比特 贮存 容量 1 
美元 . 这 些 存储 器 的 一 个 循环 了 时间 (有 从 一 个 访问 循环 的 开始 到 下 一 个 循环 的 开始 的 最 小 时 间 ) 是 


在 10 到 20 微 秒 之 间 ， 

随 着 工艺 的 发 展 , 磁 芯 的 尺寸 减少 了 ,循环 时 间 也 减少 了 ,但 最 大 容量 增加 了 . 在 大 多 数 现 
代 计 算 机 中 磁 芯 的 直径 是 一 十 分 之 一 英寸 ;循环 时 间 在 0.75 微 秒 到 两 微 秒 之 间 . 最 快 的 磁 芯 存 
储 器 的 磁 世 的 直径 小 于 五 十 分 之 一 英寸 ,并 日 循环 时 间 少 于 500 毫 微 秒 ( 半 微 秘 ). 

对 于 随机 访问 磁性 存储 器 的 材料 最 重要 的 要 求 是 它 需 具 有 特别 的 磁性 特征 ,使 得 在 一 个 由 
这 种 材料 制 成 的 大 元 件 的 阵列 中 ,每 一 个 单独 的 元 件 可 以 稳定 地 按 两 个 方向 之 一 磁化 . 在 1950 
年 代 早 期 就 发 现 某 些 薄 的 金属 膜 有 这 种 特征 ( 见 575 页 之 图 ), 自从 这 个 发 现 以 来 计算 机 的 设计 
师 们 的 长 期 梦想 是 开发 一 种 实用 的 大 容量 的 存储 器 , 它 可 以 直接 用 大 量 材料 构 作 而 不 用 一 个 一 
个 比特 地 对 个 别离 散 的 部 件 加 工 测 试 然 后 再 组 装 , 设想 了 薄膜 存储 器 的 多 种 几何 外 形 ,包括 平 
蜡 和 纺 在 导线 上 或 玻璃 杆 上 的 腊 . 有 一 些 薄膜 存储 器 已 在 使 用 ,更 多 的 将 在 将 来 被 使 用 . 可 以 预 
料 在 几 年 之 后 随机 访问 存储 器 的 成 本 将 急剧 下 降 . 


男 一 个 广泛 应 用 的 存储 器 技术 中 , 则 是 把 磁性 材料 的 薄膜 被 覆 在 某 种 曲面 上 ,如 一 个 塑料 
带 或 卡片 ,或 者 一 个 金属 的 鼓 或 圆 盘 上 . 这 个 磁性 曲面 可 以 相对 于 磁头 移动 ,从 而 能 够 在 该 磁性 
薄膜 上 产生 或 探测 磁化 模式 ;这 些 模式 当然 是 用 编码 表示 的 二 进 制 位 1 和 0. 这 个 用 作 磁 记录 的 
薄膜 通常 用 研磨 得 很 细 的 氧化 铁 并 利用 少量 有 机 符 剂 涂 甫 于 表面 上 而 成 . 对 于 磁 鼓 和 磁盘 ,其 
磁性 材料 通常 由 一 种 镍 狂 合金 的 金属 膜 组 成 . 

大 约 干 分 之 一 英寸 厚 , 半 英寸 宽 并 有 2 400 英尺 长 的 一 卷 磁带 可 将 大 量 信 息 保 存 多 年 . 磁带 
系统 已 经 发 展 到 一 个 很 高 的 阶段 :磁带 可 以 每 秒 100 多 英 十 的 速度 通过 磁头 ,并 且 可 在 数 微 秘 
之 内 起 动 或 停止 . 通常 横 跨 磁带 之 宽 鹿 可 写 下 六 或 人 个 位 :通常 在 每 黄 寸 长 磁带 土 可 写 800 个 
六 位 或 八 位 组 . 在 信息 处 理 系 统 中 , 现在 的 趋势 是 使 用 磁带 以 作 保 存 或 用 它 将 数据 从 一 个 地 方 
搬 到 另 一 个 地 方 . 具有 较 短 随机 访问 时 间 的 磁 记 录 装 置 起 到 了 活 档 案 贮存 功 能 的 作用 ， 

具有 几 亿 字 容 量 和 几 黎 黄 至 更 少 的 访 疝 时间 的 存储 装置 正在 开始 投入 使 用 , 这 些 装置 应 用 
于 一 批 磁 卡 或 磁带 由 各 种 灵巧 移 机 构 操 纵 ( 见 590 页 之 赂 ). 

在 应 用 高 速 旋转 的 磁 鼓 和 磁盘 的 存储 系统 中 , 读 和 写 信息 的 磁头 在 曲面 上 相隔 只 有 不 到 和 干 
分 之 一 英寸 . 曲面 的 速度 是 大 约 每 秒 1 000 或 者 2 000 英寸 . 在 晶 期 的 磁 鼓 系统 中 为 保持 磁头 与 
记录 表面 的 间隔 过 到 严重 的 机 械 的 和 热 的 问题 .最近 几 年 由 于 应 用 了 飞行 磁头 ,它们 用 在 跟随 着 
磁 鼓 或 磁盘 旋转 的 空气 的 附 面 层 圭 “飞行 ”的 办 法 使 其 运行 和 可 靠 件 得 到 很 大 的 改善 一 台 现 民 
的 磁 鼓 存储 器 有 262 000 字 的 容量 并 且 每 分 钟 旋转 7 200 转 ; 其 随机 访问 时 间 约 为 四 毫秒 而 信 
妃 转 移 速度 为 每 秒 1 120 万 比特 . 


电路 的 演化 反映 在 这 些 
相片 中 ,它们 圣 示 了 四 代 计 
算 机 的 中 央 处 理 单元 , UNI- 
VACIT (上 一 图 ) ;第 一 台大 
型 商业 电子 计 等 机 ; 使 用 页 
空 管 逻 辑 电路 . 第 一 台 机 器 
十 1951 年 交付 人 已 调查 局 ， 
IBM704 型 (上 二 图 ) 是 一 个 
使 用 得 很 广 么 的 大 型 的 真空 
管 和 磁 芯 存 赃 娇 计算 机 . 第 
一 台 704 于 1955 年 未 安装 . 
IBM 于 1963 年 推出 了 第 一 
台 7040( 注 三 图 ) ,这 是 二 台 
典型 的 应 用 离散 部 件 的 晶体 
管 化 的 计算 机 . 斯 拜 克 特 拉 
(Spectra) 70/45 ( 下) ,最近 
由 美国 无 线 电 {ROA) 公 司 交 
付 ,代表 最 新 的 一 代 : 它 用 了 
类 似 于 581 页 上 图 所 显示 的 
单 片 集成 电路 
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存储 器 类 型 随机 访问 时 信息 传输 率 容 基 成 本 ! 美 

间 ( 微 秒 ) (每 秒 比 特 ) (比特 ) 元 /比特 ) 
积 成 电路 10 *—~—10! 10°—10" 10°—10' 10 
典型 滋 心 或 薄 障 ] 1 0 10" | ! 
大 慢 三 沪 10 10° 107 10 

-一 

磁 鼓 101! 10’ 10’ 10 
磁带 卷 或 卡片 1 六 10" 10! 10™ 
照相 10’ 10' 10" 人 人 


存 傅 系统 的 比较 :在 访问 时 间 和 容量 方面 之 比 大 约 可 达 10 亿 上 比 1, 按 每 比特 成 本 达到 约 
一 干 万 比 1, 信息 传输 速度 相差 不 大 :从 最 快 的 存储 锋 到 最 慢 的 大 约 10 000 比 1. 集 成 电路 存 
储 器 [类似 于 逻辑 电路 ) 和 照相 存储 器 (用 于 数字 贮存 ) 刚 刚 出 现 ， 


Y 


re 全 
磁 芯 存储 知已 经 多 年 来 成 为 计算 机 中 的 标准 快速 存储 器 . 左 薄膜 存储 器 由 巴 洛 斯 
图 是 一 个 典型 的 磁 世 存储 器 平面 图 , 约 为 实际 大 小 的 三 分 之 二 ; (Burroughs) 公司 制造 , 它 运 


此 平面 图 的 一 部 分 按 直径 放大 10 倍 于 右 .这 个 实例 是 由 法 布 里 转 起 来 比 磁 芯 存储 以 更 快 ， 
特区 (FabrFTek) 公 司 制 造 的 , 包 舍 16 384 个 铁 毛 体 磁 芯 , 每 个 直 此 图 是 实际 大 小 ,575 页 上 
径 为 五 十 分 之 一 英寸， 是 它 的 放大 图 ， 


45. 计算 机 的 逻辑 和 存储 587 


磁性 信息 贮存 直到 了 其 他 的 存储 技术 在 两 方面 的 竞争 :比较 小 的 信息 贮存 必须 用 最 每 可 能 
的 时 间 完 成 ,而 特别 大 的 信息 贮存 必须 在 几 秒 内 完成 . 第 一 个 任务 ,今天 通常 用 梯 心 和 薄膜 来 实 
现 , 人 们 现在 能 够 用 生产 单 块 集成 电路 的 同样 技术 来 制造 存储 髓 (参见 " 微 电 子 学 ”, 希 迁 格 
(Willian C, Hittinger) 和 斯 帕克 斯 (Morgan Sparks) 著 ;科学 美国 人 》,1965 年 11 月 号 ). 这 种 电 
路 有 点 像 触 发 器 ,可 以 用 细小 的 晶体 管 和 电阻 制 成 ; 几 十 个 这 种 元 件 能 够 装配 在 不 到 十 分 之 一 
平方 英寸 的 面积 里 ( 见 590 页 下 左 图 ), 一 个 这 种 存 赃 器 可 以 贮存 100 个 字 并 且 随 机 访问 时 间 为 
100 毫 微 秒 . 虽然 现在 这 种 存储 器 的 成 本 为 每 比特 几 美 元 ,到 1970 年 时 其 成 本 将 降 到 每 比特 几 
美 分 , 集成 电路 存储 器 有 其 缺点 , 即 每 一 个 元 件 连 续 不 断 地 消耗 功率 (不 像 磺 性 元 件 ) ,而 不 论 它 
是 否 在 执行 读 ( 或 写 ) 的 任务 . 

对 于 很 高 容量 的 贮存 和 中 等 快 的 访问 时 间 , 磁 性 装置 正 受到 高 分 辩 率 摄影 术 的 挑战 . 在 这 
些 系统 中 ,比特 被 记录 为 密集 在 透明 卡片 或 者 权 影 胶片 的 短 条 带 土 的 点 子 . 太 约 在 下 一 年 中 将 
会 有 好 几 个 这 种 系统 投 人 工作 ;每 一 个 都 有 10" 到 10* 比 特 容量 ,而 最 大 访问 时 间 不 过 几 秘 . 

为 了 把 很 快 的 平均 访问 时 间 与 大 贮存 容量 以 及 最 低 的 用 户 成 本 结合 起 来 ,计算 机 的 设计 师 
们 最 近 引 进 了 “虚拟 存储 器 "概念 . 这 样 一 个 存储 器 ,模仿 一 个 大 的 快速 随机 访问 的 存储 器 ,但 是 
它 把 信息 分 成 若干 等 级 (hierarchy) , 昌 带 有 -个 控制 机 构 , 此 控制 机 构 把 信息 在 各 个 等 级 层 之 
间 移 动 ,而 设计 了 一 个 策略 ,使 访问 时 间 达 到 最 小 ， 


一 个 很 大 的 现代 计算 机 的 逻辑 和 主 存储 包含 着 近 五 十 万 个 晶体 管 和 更 多 的 电阻 以 及 其 他 
的 电气 元 件 , 还 有 一 千 万 个 磁 芯 , 这 样 大 的 -- 个 机 器 ,甚至 在 较 小 的 ,零件 数 只 有 其 十 分 之 或 
百 分 之 一 的 机 器 里 ,装配 ,连接 以 及 可 靠 性 方面 都 提出 了 非常 严重 的 设计 问题 

在 早期 的 电子 计算 机 中 主动 的 电路 元 件 是 真空 管 ， 这 些 计算 机 曾 遇 到 三 个 大 问题 ， 第 
一 ， 管 子 坏 损 率 是 如 此 之 高 以 至 在 大 型 计算 机 不 工作 的 时 间 所 占 的 比例 几 近 不 可 接受 的 条 
度 ,第 二 ，、 由 真空 管 消耗 的 功率 是 如 此 之 大 以 致 充分 的 冷却 是 非常 的 困难 ， 第 三 ， 其 部 件 
是 如 此 之 大 ,使 信号 必须 走 的 距离 限制 了 计算 机 的 速度 ， 以 至 今天 看 来 这 种 计算 机 是 很 慢 
的 ， 

1948 年 发 明了 点 接触 晶体 管 , 它 很 小 并 旦 耗 电 少 ,但 是 它 的 性 能 很 不 稳定 ,因此 不 能 在 大 型 
计算 机 中 取代 真空 管 . 几 年 以 后 ,结合 式 晶体 管 开发 则 来 了 ,但 它 太 慢 . 在 1957 年 发 明了 平面 硅 
图 体 管 . 这 便 提 供 了 高 速 晶 体 管 ,它们 可 靠 并 且 使 得 现在 的 高 速 计 算 机 的 设计 成 为 可 能 . 平面 技 
术 的 进一步 发 展 导 臻 单 块 集成 电路 ,在 其 中 几 十 个 部 件 被 制 成 和 连接 起 来 而 置 于 一 块 单独 的 于 
的 小 “芯片 "上 . 改变 一 下 这 个 技术 就 生产 出 了 集成 电 路 存储 器. : 
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存 贮 1 


磁 芯 存储 器 的 运转 是 将 
磁 芯 磁化 或 极 化 方向 在 两 个 
位 置 之 间 转换 来 实现 的 . 这 
两 个 位 置 相差 180'. 选 其 中 
一 个 位 置 表示 0, 另 一 个 表 
示 1. 信和 号 的 " 读 " 和 " 写 " 由 
两 条 导线 {X 轴 和 Y 轴 } 来 承 
担 ,每 条 导线 只 承载 改变 磁 
芯 极 化 方向 所 尖 电 流 之 一 半 
( 方 HH). 在 读 循环 中 电流 方 
向 的 选取 使 得 脉冲 把 一 个 贮 
存 了 1 的 磁 心 的 极 性 反 转 ， 
结果 在 “ 读 出 "导线 上 产生 了 
一 个 表 1 的 电压 脉冲 . 从 贮 
存 了 0 的 磁 芯 无 脉冲 发 出 . 
在 写 循环 中 在 X 和 Y 两 根 
导线 中 的 电流 均 反 转 . 这 便 
反 转 了 磁 芯 的 极 性 并 写 入 了 
1 除非 一 个 相反 的 电流 正好 
同时 通过 一 个 “禁止 "导线 ， 
这 时 磁 芯 极 性 仍 保持 为 0 位 
时 .一 个 典型 的 存储 器 含有 
一 百 万 个 磁 芯 ， 


45. 计算 机 的 逻辑 和 存储 589 


A 
A 


pa 
. 2 
< 一 一 一 
< 乓 一 一 一 一 
ed 


存 贮 1 


A 3 写 入 ..， 1 等 人 0 A 
薄膜 存储 器 的 运转 不 同 


于 磁 世 存储 器 . 一 个 区 别 是 : 
读 出 的 是 一 个 0 还 恕 1, 守 决 、 
于 读 出 导线 中 电压 脉冲 的 极 
性 而 不 是 电压 的 有 无 .还 有 ; 
在 薄膜 存储 器 中 读 出 和 写 入 
是 采用 电流 通过 不 同 的 导线 


来 完成 .最 后 ,导出 一 个 读 出 
90 度 的 旋转 而 不 是 180 度 . 3 一 一 人 
存 迪 1 存 凡 00 


集成 逻辑 电路 才刚 刚 开始 应 用 于 大 规模 计算 机 ,就 对 困扰 着 真空 管 计算 机 的 上 述 三 个 问题 
作出 了 很 大 贡献 ,而 用 离散 的 蝇 体 管 只 能 部 分 解决 . 在 一 块 小 夸 片 上 的 一 个 集成 电路 能 有 好 多 
个 前 面 描 述 过 的 逻辑 电路 的 逻辑 容量 . 它 与 等 从 的 晶体 管 电路 比较 体积 小 得 多 而 且 耗 电 省 得 
多 , 它 的 小 体积 使 高 速 系统 成 为 可 能 ,因为 电路 之 间 的 连接 短 了 ， 可 靠 性 也 增加 了 ,因为 连接 本 
身 是 可 靠 的 ， 事实 上 ,整个 一 个 集成 电路 的 可 洁 性 预期 接近 于 一 个 单个 的 晶体 管 的 可 党 性 . 最 新 
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各 种 不 同 的 存储 器 系统 基于 磁性 ,电子 电路 和 和 概 影 术 ， 由 斯 皮 里 一 兰 德 {Sperry Rand) 公司 为 
UNIVAC 制造 的 磁 鼓 存储 器 [上 左 ) 可 以 在 们 毫秒 内 访问 786 432 个 36 比特 字 或 四 百 七 十 万 个 字 
坪 数 字 字 符 中 的 任何 一 个 ,由 RCA 建造 的 "随机 访问 计算 机 装置 "(上 右 ) 将 信息 凡 存 于 2 048 有 
软 塑 卡片 中 ,基本 单元 可 保存 三 亿 四 千 万 个 字母 数字 字符 ;平均 访问 时 间 为 385 毫秒 .由 控制 数 
据 公 司 制造 的 磁盘 存储 器 (中 左 ) 可 以 在 34 至 110 毫秒 内 访问 一 亿 三 千 一 百 九 十 万 个 六 人 比特 字 
符 中 的 任何 一 个 ,由 IBM 提供 的 “数据 单元 "系统 (中 右 ) 将 数据 贮存 于 2 000 条 磁 薄 膜 窄带 中 , 它 
可 以 在 175. 至 600 毫秒 内 访问 八 亿 比特 的 信息 ,集成 电路 存储 器 {左下 ) 可 在 大 约 0.01 微 秒 内 访 
问 16 比特 信息 ,这 个 例子 由 莫 托 罗拉 半导体 产品 公司 制造 ,|BM 已 经 设计 出 一 个 新 的 照相 数字 存 
储 化 ( 右 下 ) 可 以 快速 访问 含有 一 万 亿 比 特 的 奉 储 档案 , 一 个 13 局 英寸 乘 23 人 4 英寸 的 单 片 薄膜 
能 贮存 好 几 百 万 比特 的 信息 ;IBM 尚未 完全 透露 其 确切 数目 . 
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的 集成 电路 的 信和 上身 河 后 仅 有 几 个 训 微 秒 , 并 且 正 在 开发 更 快 的 电路 .不 过 ,一 个 计算 机 的 部 件 加 
上 它们 的 连接 的 物理 尺寸 仍然 是 计算 机 复杂 各 度 的 整 本 限制 ;一 个 电信 和 号 沿 著 导线 走 , 只 能 有 
每 毫 微 秒 太 约 八 英寸 的 速度 (光速 的 三 分 之 一 ). 


计算 机 技术 的 发 展 常 使 预测 其 前 景 的 人 迷惑 . 例如 ,薄膜 存储 器 已 是 若隐若现 有 十 多 年 之 
入 ,然而 铁 氧 体 磁 芯 仍然 是 随机 访问 存储 器 的 主要 元 素 . 无 论 如 何 ,你 可 以 试图 基于 目前 的 形势 
做 出 某 种 预测 . 现在 似乎 看 得 很 清楚 ,集成 电路 技术 将 会 很 快 地 生产 出 低 成 本 的 极为 复杂 的 电 
路 . 这 些 电 路 将 包括 高 速 存储 电路 和 轨 辑 电路 . 已 经 可 以 购买 到 在 十 分 之 一 英寸 见方 的 单 晶 夸 
片上 的 100 比特 的 寄存 器 , 我 个 人 的 看 法 是 :计算 机 的 设计 者 们 受到 很 大 的 压力 去 发 展 合适 的 
概念 以 利用 部 件 的 快速 进步 . 

由 于 用 集成 电路 建造 的 计算 机 会 比 现在 的 计算 机 使 家 得 多 , 人们 可 以 期 望 在 信息 处 理 和 信 
息 传输 方面 的 比较 成 本 有 重要 的 变化 . 这 反 过 来 将 影响 数据 传输 设备 成 长 的 速度 . 低 成 本 的 计 
算 机 也 会 改变 决定 用 人 工 去 干 还 是 交 给 机 器 去 于 何者 更 便宜 的 成 本 因素 . 


M6. 
计算 机 在 科学 中 的 应 用 


安 示 尼 “。“G'， 龙 廷 格 (Anthony G. Qettinger),1966 年 9 月 号 


具 同 时 作为 一 个 操作 者 . 计算 机 在 这 两 个 角色 中 的 部 分 成 就 能 够 归 之 于 纯粹 经 济 的 因 
素 . 做 计算 的 实际 成 本 要 比 做 实验 低 , 从 和 而 计算 机 已 经 在 许多 领域 以 大 规模 的 计算 最 
代 了 以 前 仪 能 实行 实验 和 较为 直接 的 测量 . 
计算 机 作为 一 个 工具 的 角色 在 两 个 角色 之 中 是 清晰 和 肯定 的 . 然而 , 另 一 个 角色 是 作为 科 
学 理论 发 展 的 一 个 积极 的 参加 者 ,计算 机 能 对 科学 做 出 最 深刻 的 影响 . 一 门 用 数学 语言 表示 出 
来 的 物理 学 理论 当 用 计算 机 程序 写 出 来 时 ,通常 就 能 动态 地 研究 它 了 ;你 能 探究 其 内 部 结构 ,与 
实验 数据 作 比 较 并 且 解 释 其 含意 要 比 当 它 在 静态 时 要 容易 得 多 . 在 那些 不 以 数学 为 主要 的 表现 
形式 的 学 科 中 ,计算 机 的 程序 语言 越 来 越 充 当 着 科学 语言 的 作用 . 当 讨 论 了 计算 机 作为 实验 研 
究 中 这 个 较为 人 知 的 工具 角色 以 后 ,我 将 回 到 理论 的 动态 表示 这 个 题目 . 
科学 进展 的 标志 是 从 观察 的 现象 的 普通 的 感知 经 验 到 有 理论 支持 的 直觉 ,两 方 而 起 了 一 系 
列 越 来 越 快 的 分 离 . 关于 折断 一 根 火柴 杆 和 一 根 铁 棒 所 需 的 力 ,每 个 人 都 至 少 能 作出 定性 的 比 
较 .然而 比较 使 一 个 氨 原 子 电离 所 需 之 力 与 束缚 和 气 核 之 力 则 是 很 间接 的 了 ,因为 从 现象 到 观测 
到 解释 这 个 链条 是 很 长 的 . 计算 机 由 于 能 重建 感官 的 经 验 和 使 直觉 变 得 尖锐 ,将 完全 改变 实验 
分 析 的 形象 ， 


产 _。 科 学 应 用 中 计算 机 被 分 派 扮 演 了 两 个 截然 不 同 的 但 又 互相 补充 的 角色 ; 航 作 为 一 个 工 


计算 机 作为 一 个 研究 的 工具 的 角色 ,能 由 考虑 在 和 射线 晶体 学 的 领域 从 粗糙 的 观测 到 直观 
地 易 懂 的 表示 之 链条 而 立刻 懂得 ， 确定 和 蛋白质 的 巨大 分 子 的 结构 是 现代 科学 的 最 引 人 注 目的 成 
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这 里 的 黑白 点 和 的 对 称 图 案 是 由 计算 机 为 一 个 视觉 实验 作 的 . 该 图 案 有 绕 荐 中 心 点 的 四 重 
对 称 性 ,类 似 于 在 万 花 简 中 产生 的 图 案 . 在 实际 实验 中 包含 图 案 的 透明 幻灯 片 放映 出 各 种 颜色 
以 看 出 在 不 同 的 彩色 组 合 下 ' 能 多 么 好 地 保持 对 称 性 的 感觉 .在 这 种 实验 中 色彩 被 调整 到 有 粕 
同 的 主观 亮度 ;这 很 难 用 且 水 来 做 ,在 本 图 中 也 没有 打算 这 样 科 ， 这 个 实验 是 贝尔 实验 室 朱 勒 
兹 (Bela Julesz) 领 导 的 模式 和 视觉 研究 的 一 个 部 分 . 
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就 之 一 . 这 项 工作 的 最 精彩 的 部 分 在 (科学 美国 人 》 的 许多 论文 中 报导 过 ,最 值得 注意 的 有 肯 得 
鲁 (John C. Kendrew) 的 "一 个 蛋白 质 分 子 的 三 维 结构 "(单行本 #21), 和 皮 重 兹 (M. 下. Perutz) 
的 “血红 睹 分 子 ”( 单 行 本 间 196). 对 于 弄 白 质 分 子 的 可 视 模 型 的 准备 所 花费 的 劳动 ,操心 和 费用 
足以 证 明 在 这 个 领域 中 强烈 需要 直观 的 帮助 . 分 析 蝇 体 学 数据 所 需 的 计算 的 能 力 是 如 此 丘 大 ， 
所 以 对 商 速 计算 机 的 需求 是 晓 无 疑问 的 了 . 

最 近 在 蒜 射 线 上 晶体 学 方面 的 实验 的 范围 和 清晰 度 正 比 于 计算 机 能 力 而 增加 . 虽然 计算 和 机 看 
来 对 于 这 个 领域 的 进展 是 必需 的 ,然而 ,只 有 它们 还 绝 不 够 . 在 确定 蛋白 质 分 子 结构 的 成 功 的 故 
事 中 ,包含 着 理论 的 洞察 ,实验 的 技术 和 计算 的 能 力 的 交互 作用 . 

在 这 一 类 研究 中 ,一 个 旋转 的 蛋白 质 晶体 被 一 束 XX 射线 变 击 ;被 最 体 衍 射 的 射线 记录 在 昭 
相 底版 上 ,在 那儿 它们 在 黑 的 背景 上 产生 出 由 亮点 构成 的 特征 图 案 , 衍射 图 案 中 的 点 子 的 相对 
位 党 和 强度 之 测量 数据 是 计算 的 原始 材料 ,由 此 可 得 在 分 子 中 电子 的 三 维 分 布 的 坐标 的 一 个 
表 . 然后 用 电子 密度 数据 来 画 出 密度 曲线 图 , 它 被 解释 成 所 研究 的 特定 的 蛋白 质 分 子 的 一 个 三 
维 模型 . 

这 个 链条 的 许多 环节 现在 是 自动 进行 的 . 例如 ,照片 的 艰苦 的 手工 测量 不 再 必要 了 . 在 哈佛 
大 学 ,小 里 普 斯 康 姆 (William N. Lipscomb, Jr. ) 的 实验 室 里 , 装 人 一 个 晶体 , 令 其 自动 地 旋转 而 
按 要 求 转 过 一 系列 的 方向 ,同时 一 个 光电 倍增 管 测量 衍射 X 射线 的 强度 (网 595 页 上 图 ). 机 器 
将 位 置 和 强度 的 信息 转变 为 数字 形式 并 且 将 它 记录 在 穿孔 卡片 上 作为 计算 机 之 输入 . 

在 这 个 链条 的 另 一 端 , 麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 勒 温 萨 尔 (Cyrus Levinthal) 和 哈佛 的 期 瑞 奇 
(Robert Langridge) 使 用 了 M. IT. 的 Project MAC 的 分 时 计算 机 和 显示 设备 来 发 展 一 套 极 好 
的 程序 ,它们 接受 一 个 三 维 区 域 计算 的 电子 密度 并 将 其 转变 为 示波器 上 的 一 个 分 子 结构 的 图 像 
《 巨 595 页 下 图 ). 绘制 和 构 作 电子 图 ,这 是 一 项 非常 耗 时 的 任务 ,现在 已 不 再 需要 了 . 一 旦 一 个 
分 子 的 图 已 经 对 于 一 个 标准 方向 计算 出 来 ,方向 可 以 随意 改变 ,只 要 用 到 简单 的 控制 开启 特殊 
的 电路 来 变换 图 的 坐标 ,然后 显示 它 就 行 了 . 微小 的 移动 给 人 以 极 好 的 深刻 洞察 而 无 需 花 费 立 
体 体 视 镜 . 那个 分 子 能 够 转 得 使 得 可 以 从 各 个 角度 来 看 它 , 或 者 能 用 一 个 平面 去 切 它 使 得 能 看 
它 的 截面 (参见 勒 温 萨 尔 的 “分 子 的 计算 机 建 模 ”; 科 学 美国 人 ,单行 本 #1043)， 

下 一 个 步骤 是 将 这 两 个 环节 连接 起 来 . 一 个 新 的 同 轴 电缆 网 络 很 快 会 将 里 普 斯 康 姆 的 原始 
数据 直接 发 送 到 哈佛 计算 中 心 的 计算 机 中 ， 把 计算 好 的 电子 密度 进一步 传输 到 MIT 的 系统 中 
没有 技术 上 的 障碍 ,那儿 能 够 准备 分 子 显示 ,然后 再 送 回 ,以 便 在 实验 场所 的 一 个 屏幕 上 直接 观 
看 .一 旦 分 时 计算 的 效用 从 它 目 前 的 实验 阶段 显现 出 来 而 推广 到 这 及 各 科研 机 构 和 各 地 区 ,这 
种 司法 将 会 普及 开 来 (参见 法 诺 (Fano) 和 柯 尔 巴 托 CCorbat8) 的 “计算 机 上 的 分 时 ”,《 科 学 美国 入 》， 


哈佛 大 学 的 小 里 普 斯 康 姆 的 实 
验 室 的 X 射线 衍射 仪器 使 得 有关 曲 
体 结构 的 X 射线 衍射 相片 的 很 费力 
的 人 工 测 量 成 为 不 必要 的 了 . 一 束 
X 射线 {从 中 心 处 的 小 区 发 出 | 射 向 
一 修 安 置 好 的 晶体 (例如 和 蛋白质 )， 
晶体 被 自动 地 旋转 而 转 过 一 系列 的 
方向 ,同时 一 个 照相 放大 管 {( 上 左 ) 
测量 衍射 射线 的 强度 .然后 把 有 关 
衍射 的 射线 的 位 置 和 强度 从 榜 拟 的 
转变 为 数值 的 形式 并 县 被 记录 在 穿 
疆 卡 片上 以 作为 计算 机 之 输入 


蛋白 质 分 子 模 型 被 显示 在 麻 省 
理工 学 院 {MIT) 勒 温 萨 人 尔 的 实验 室 
中 豚 一 侣 示波器 十. 分 子 的 电子 密 
度 由 分 析 多 射 线 衍 庙 相片 而 确定 . 
一 个 计算 机 程序 将 电子 密度 的 测量 
转变 为 示 破 器 上 的 分 子 结构 一 个 片 
断 的 一 个 现象 .一旦 该 分 子 在 某 二 
企 标准 方向 上 的 图 像 已 经 被 计算 出 
来 ,就 可 以 按 意 感 用 简单 的 控制 来 
改变 方向 . 
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在 上 一 页 中 展示 的 两 个 设备 的 联接 是 在 X 射线 晶体 学 领域 中 近 向 一 台 “ 透 明 " 计 算 机 的 
下 一 步 票 . 新 的 同 轴 电缆 网 络 很 快 将 利 普 斯 康 姆 的 原始 数据 直接 送 到 哈佛 计算 中 心 的 计算 机 
计算 好 的 电子 密度 将 进一步 顺利 地 传输 到 MiT 的 系统 中 ,那里 能 够 准备 好 分 子 显 示 然 后 送 回 
实验 场所 的 一 台 屏 幕 殿 直接 观看 .因此 如 同 现在 通过 一 合 显微镜 来 直接 看 细胞 一 样 ,可 以 * 通 
过 "一 合计 算 机 来 看 "蛋白 质 分 子 ， 


1966 年 9 月 号 ). 容易 想像 一 位 研究 生 通 过 一 台 计 算 机 来 “观察 "一 个 蛋白 质 分 子 正 如 同 今天 他 
通过 一 台 显 微 镜 来 观察 一 个 细胞 一 样 容易 . 


透明 计算 机 这 个 隐喻 描写 了 现代 “软件 "工程 学 的 主 变 目 标 之 一 , 它 是 信息 工程 学 的 一 个 分 
训 , 涉 及 开发 复杂 的 程序 (软件 ) 以 便 将 一 大 堆 笨 重 的 仪器 (硬件 ) 转 化 成 一 个 很 有 效能 的 工具 ,并 像 
笔 和 纸 一 样 容易 使 用 . 正如 任何 人 都 能 证 明 , 如 果 一 个 人 为 了 一 个 常规 的 计算 服务 而 等 待 了 一 两 
天 甚至 更 久 , 而 他 的 工作 仅仅 由 于 发 现 一 个 点 错位 置 的 逗号 被 打 了 加 来 ,造成 这 项 开 作 无 论 如 何 
不 能 完成 ,他 立刻 明白 ,这 里 少 的 恰好 是 瞬时 的 透明 性 , 虽然 如 此 ,本 文 附 了 一 些 参考 文献 , 讲 的 是 
关于 如 何 使 计算 机 语言 更 易于 亲近 且 富 有 表现 力 , 使 与 计算 机 的 交流 更 容易 ,好 像 计 算 机 就 在 手 
边 一 样 . 看 看 这 些 文章 ,就 知道 人 们 已 经 花 了 多 大 力量 来 追求 一 种 透明 计算 机 了 了， 

少数 批评 者 反对 延明 性 不 则 ,因为 他 们 害怕 其 第 一 个 结果 就 是 导致 智力 萎缩 , 更 为 可 能 的 
结果 则 是 当 对 分 子 本 身 的 兴趣 超过 了 对 于 决定 分 子 结构 过 程 的 兴趣 ,这 时 ,人 们 就 会 简单 地 按 
受 仪器 ,而 对 智力 的 挑战 将 出 现在 另外 的 地 方 , 到 了 1960 年 代 , 在 一 台 计 算 机 的 显示 屏 上 看 一 
个 蛋白 质 晶 体 , 比 之 通过 显微镜 的 目镜 来 观察 一 只 草 履 虫 并 不 显得 低 人 - -等 ,缺少 浪 漂 情调 , 科 
学 水 平 不 高 . 现在 谁 也 不 会 在 需要 观察 一 张 显微镜 涂 片 时 再 去 重复 惠 更 斯 (Christian Huygens) 
的 工作 . 不管 怎么 说 ,计算 机 现在 基本 上 是 如 此 能 适应 人 的 要 求 ,人 认为 应 该 由 人 的 直觉 和 判断 
来 指导 硬 算 ,现在 ,除非 是 因为 笔 拙 的 设计 和 差劲 的 工程 才 会 打 断 你 使 用 计算 机 的 过 程 . 

当然 ,重要 的 是 任何 人 都 要 充分 了 解 他 的 工具 才能 很 好 地 去 用 它 ,关于 这 一 点 ,计算 机 正如 
其 他 的 普通 工具 一 样 . 如 同 任 何 好 的 工具 一 样 ,在 使 用 它 时 应 该 尊重 它 . 应 用 “数据 简化 ”对 庞大 
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的 ~- 堆 没有 充分 的 试验 设计 的 数据 ,就 使 用 “数据 简化 ”技术 ,这 只 能 人 怪 主 人 愚 囊 ,而 怪 不 了 计算 
机 这 个 什 大 .计算 机 使 用 者 关于 它 有 一 个 缩写 词 :GIGO, 意 思 是 "垃圾 进 ,垃圾 出 (garbage in， 


garbage out}”. 

X 射线 晶体 学 是 使 用 类 似 的 仪器 的 诸多 例子 中 发 展 得 最 好 的 . 由 哈佛 和 麻 省 理 丁 学 院 共 同 
运作 的 剑桥 电子 加 速 器 的 四 个 实验 站 最 近 与 哈佛 计算 中 心 的 一 台 分 时 计算 机 连 机 ,作为 第 一 步 
的 联结 . 每 个 实验 站 在 一 台 小 计算 机 上 将 仪器 读 出 的 数据 从 模拟 形式 改变 为 数字 形式 ,将 它们 
写 为 合适 的 格式 并 且 传 输 到 远 距离 的 计算 机 中 . 郑 里 大 多 数 数据 被 贮存 起 来 以 备 以 后 详细 计算 
之 用 ;少量 的 数据 被 加 以 检验 核对 并 指令 每 个 小 的 局 部 计算 机 把 信息 显示 出 来 以 便 告知 实验 
者 ,他 的 实验 进行 得 是 否 正 常 ,迄今 ,常规 的 批 处 理 过 程 的 延迟 有 时 甚至 导致 长 时 期 的 实验 吝 无 
用 处 ,因为 不 能 及 时 觉察 并 恰当 的 调整 ,直到 全 部 计算 都 作废 并 被 迫 返 工 ， 

这 类 实验 被 描写 为 一 个 “ 开 环 ”实验 ,二 为 计算 机 对 于 实验 的 设置 不 起 控制 作用 . 最 近 正在 
开发 的 闭环 系统 则 是 其 实验 直接 由 计算 机 控制 . 它们 前 原型 可 以 在 工业 控制 系统 中 看 到 ,其 中 
较为 常规 的 ,被 人 了 解 较 好 的 装置 ,从 电梯 制造 到 石油 精炼 厂 都 用 得 上 ,都 是 受 自 动 控制 的 . 

“ 读 出 ”粒子 踪迹 的 照片 的 问题 是 高 能 物理 学 家 们 一 直 关 心 的 事情 . 这 里 原始 数据 不 像 和 
线 衍射 图 的 那样 清 亚 ,并 且 摄 影 术 也 不 能 轻易 回避, 将 气泡 室 中 照片 里 的 追踪 过 程 自动 化 以 控 
测 重要 事件 ,提出 了 很 困难 的 且 尚 未 解决 的 图 像 识别 问题 . 但 是 现在 使 用 计算 机 至 少 已 经 减少 
了 一 点 扫描 照片 的 沉 闽 ( 见 598 页 中 之 插图 ). 人 机 关系 的 类 似 的 形式 也 产生 于 应 用 放射 性 同位 
素 技术 对 脑 瘤 的 研究 中 . 那里 图 像 识 别 的 问题 较为 简单 ,因为 那 是 某 些 类 型 的 染色 体 的 分 析 ,已 
经 有 了 很 大 程度 的 自动 化 了 (参见 勤 得 利 (Robert S. Ledley) 和 拉 多 (Frank H. Ruddle) 的 “用 计 
算 机 做 染色 体 分 析 ”,《 科 学 美国 人 》, 单 行 本 井 1040)， 

现在 让 我 们 从 计算 机 作为 工具 的 作用 转 到 计算 机 作为 操作 者 的 作用 ,并 且 讨 论 理 论 的 动态 
表示 这 一 课题 . 为 了 清楚 地 理解 诸如 “模型 ", “模拟 "以 及 其 他 等 等 在 文中 -再 重 现 的 词 ,必需 离 
题 讲 几 名 ,以 便 把 一 个 模型 或 一 个 理论 的 结构 方面 和 功能 方面 分 开 . 

一 个 机 器 人 是 人 的 一 个 功能 模型 . 它 会 走 , 它 会 说 ,但 是 没 人 会 思 辟 到 认为 它 是 个 人 ,或 
者 仅仅 因为 它 行动 起 来 像 人 就 说 它 能 解释 什么 是 人 . 说 “人 脑 像 - - 台 计 算 机 * 或 者 “神经 细胞 的 
网 络 像 计算 机 的 门 的 网 络 ,这 些 门 或 开 或 闭 ”, 这 些 说 法 很 粗浅 地 ,然而 在 不 同 的 水 平 上 ,表示 了 
曾经 一 度 流行 的 结构 理论 , 今天 这 句 话 都 没 人 相信 了 . 第 一 句 无 人 相信 和 是 因为 谁 在 脑子 中 也 温 
有 找到 看 上 去 像 计算 机 的 结构 ,或 者 其 作用 像 人 造 的 计算 机 的 任何 部 件 的 东西 . 第 二 句 话 是 因 
为 神经 细胞 网 络 被 发 现 是 比 计 算 机 网 络 远 为 复杂 很 多 . 

一 个 功能 模型 就 像 电气 工程 师 的 行 话说 的 “黑匣子 ". 有些 东西 进去 ,局 时 也 有 些 东 西 出 来， 
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一 个 典型 的 粒子 作用 的 气泡 室 照片 | 上 图 ) ,由 加 州 大 学 劳伦斯 放射 实验 室 制 作 , 照相 
底片 由 一 个 称 为 " 飞 点 数字 仪 "的 装置 加 以 扫描 ,而 数字 化 信息 被 直接 送 入 一 台 计 算 机 , 它 
生产 出 一 份 原始 相片 | 下 图 ), 扫 撒 过 程 不 宕 要 操作 者 .机 器 由 磁带 上 之 指令 指挥 去 寻找 鲁 
要 事件 .其 他 的 计算 机 程序 进一步 分 析 数 据 以 提供 记录 于 相片 中 的 作用 的 一 个 描述 . 


而 内 部 是 什么 则 是 不 知道 的 ;或 者 仅 只 知道 它 以 某 种 方式 把 输入 和 输出 联结 起 来 . 结构 模型 强 
调 匣子 里 面 的 内 容 . 可 以 用 一 条 曲线 描写 通过 一 个 半导体 二 极 管 的 电流 ,作为 加 在 两 端 上 的 电 
压 的 函数 , 则 是 这 个 二 级 管 的 功能 模型 ,这 对 电子 线路 的 设计 者 非常 有 用 . 这 种 曲线 通常 是 这 样 
得 到 的 ,对 许多 装置 测量 出 实际 电流 和 电压 再 用 光滑 曲线 作 拟 合 . 一 个 对 应 的 结构 模型 则 要 通 
过 半导体 的 电荷 载 流 于 的 迁移 接触 的 几何 性 质 以 及 其 他 来 阐明 这 条 曲线 的 特征 形状 . 一 个 好 
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1 本 “用 计算 机 做 染 色 体 分 析 使 得 有 可 能 自动 检验 大 量 细胞 以 寻找 染色 体 异 常 .上 左 图 是 一 份 类 
类 染 名 体 的 显 被 照片 ,计算 机 用 一 些小 小 的 数字 作为 点 子 印 出 了 显 微 限 片 的 一 个 图 像 如 右 .左下 
图 十 王 个 单独 的 染色 体 的 放大 ,打印 输出 由 国立 生物 医学 研究 基金 会 的 一 台 称 为 FIDAC 的 扫 指 
装置 和 一 台 IBM T094 计算 机 完成 


的 结构 模型 典 并 地 有 比 功能 模 草 更 天 的 预报 能 力 . 在 二 级 管 这 个 情形 ; 它 将 预测 当 接 吕 的 几何 
性 质 或 者 半导体 中 的 杂质 改变 时 电压 电流 特性 的 变 北 . 

和 如果 这 个 畸 茵 子 打 开 了 ,灵感 ,运气 和 经 验 的 检验 能 将 一 个 动能 模 草 转变 为 一 个 结构 模型 
物理 学 多 有 这 种 成 功 的 例子 . 卢 克 莱 修 斯 (Lucretius) 和 道 东 顿 (John Dalton) 的 原子 论 都 是 纯粹 
功能 性 的 . 现代 的 原子 论 则 是 结构 性 的 ' 并 且 原 于 及 其 成 分 是 可 观测 的 , 燃 素 说 理论 虽然 在 功能 
上 成 功 到 某 种 程度 ,但 由 于 它 的 成 分 与 现实 之 间 缺 乏 对 应 而 被 废弃 虽然 物质 行为 的 热力 学 描写 
主要 是 功能 性 的 "而 统计 力学 的 描写 主要 则 是 结构 性 的 ,这 两 个 途 生 的 相 容 特使 得 两 者 相互 加 强 
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模拟 漂 布 泻 过 最 着 边 棱 并 且 小 入 小 池 中 ,这 站 计算 机 实验 由 
香农 (John P. Shannon) “在 党 斯 阿拉 莫斯科 学 实验 室 完成 , 它 是 借 
助 于 数 信 模 型 对 流体 的 动力 学 行为 作 的 一 般 研 究 中 的 一 部 分 ， 


现代 的 计算 机 是 一 个 非常 多 才 多 艺 而 又 方便 的 黑匣子 , 它 能 担任 许多 各 式 各 样 的 功能 的 和 
结构 的 角色 . 在 物理 科学 中 其 叙述 通常 都 是 用 数学 预先 写 好 了 的 ,计算 机 只 是 通过 它 的 程序 把 
这 种 令 述 搞活 了 ,而 这 是 数学 赋 于 它 的 作用 . 牛顿 把 天 体力 学 写成 手稿 ,而 他 用 到 的 微分 方程 则 
是 一 种 速记 . 勒 弗 利 埃 (Urbain Le Verrier) 和 亚当 斯 (John Coueh Adams) 则 根据 大 量 的 天 文 观 
测 作 了 详细 的 计算 来 丰 语 了 这 个 手稿 , 闵 勒 (Johann Galle) 和 查 利 斯 (James Challis) 则 将 他 们 的 
望远镜 指向 了 计算 说 的 应 该 指向 的 方向 ,从 而 发 现 了 行星 海王 星 ， 用 现代 的 行 话说 , 勒 弗 利 埃 和 
亚当 斯 分 别 在 牛顿 的 模型 上 对 海王 星 进 行 了 模拟 ,对 实验 与 模拟 的 结果 加 以 比较 使 人 们 更 加 相 
信和 这 个 模型 . 今天 计算 机 日 复 一 日 地 在 休斯敦 , 享 芯 维 利和 肯尼迪 角 扮演 着 卫星 和 轨道 . 不 过 ， 
决 不 会 把 勒 弗 利 埃 和 亚当 斯 或 者 一 台 计 算 机 与 天 体 及 其 轨道 混为一谈 . 但 是 我 们 将 会 看 到 ,在 


* 译注 :不 要 与 通讯 学 的 鼻祖 香农 混 为 一 人 . 后 者 是 Clatde E. Shannon. 
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与 语言 学 和 心理 学 的 模型 打交道 时 时 常会 遇 到 这 种 会 是 相当 常见 的 . 


蛋白 质 分 子 结构 的 确定 提供 了 一 个 精彩 的 例子 说 明 计算 机 如 何 得 出 一 个 理论 所 草 涵 的 内 
容 . 为 一 个 重 白质 分 子 找到 一 个 可 能 的 结构 只 走 完了 理解 这 个 分 子 的 部 分 道路 , 例如 ,会 出 现 这 
桂 的 癌 题 ,如 为 什么 一 个 蛋白 质 分 子 , 它 基本 上 只 是 一 串 氨 基 酸 单元 ,会 折 和 成 上 骨 德 鲁 (Ken- 
drew) 所 观测 到 的 缠 结 在 一 起 的 三 维 图 像 . 解释 它 时 所 援 络 的 基本 物理 假设 是 :这 一 串 分 子 的 链 
条 , 像 水 流下 山坡 一 样 ,会 折合 超 来 以 达到 一 个 最 低 的 能 量 水 平 . 为 得 出 这 个 假设 的 内 涵 , 给 了 
一 个 蛋白 里 链 的 一 个 初始 的 空间 构 形 ,你 可 以 设法 计算 链 的 所 有 结构 对 子 之 间 的 相互 作 有 由 . 其 
次 ,关于 所 有 可 能 的 构 形 才 对 应 于 这 些 相互 作用 的 能 量 的 极 小 值 . 然后 青 显示 所 得 的 分 子 图 形 ， 
不 幸 的 是 这 很 不 容易 做 到 的 ,因为 没有 合用 的 简单 公式 来 描写 这 种 相互 作用 ,并 且 在 现在 的 技 
术 下 , 稚 也 不 能 只 用 适当 的 工作 量 就 把 它 写 下 来 和 算出 来 . 唯一 可 能 的 办 法 是 用 焉 明 的 作法 对 
能 量 做 次 数 很 大 但 仍然 是 有 限 次 的 取样 . 一 台 不 要 人 管 的 计算 机 搜索 一 组 取样 找 它 的 最 小 值 ， 
这 样 ,计算 机 将 会 很 快 地 找到 某 个 局 部 极 小 值 , 但 不 是 整体 的 最 小 值 一 一 -就 像 一 个 人 掉 进 了 -一 
座 大 山上 的 一 个 凹 地 而 不 能 越过 围绕 他 的 山脊 所 以 看 不 到 更 深 的 出 谷 一 样 ， 

采用 新 的 "在线 ?分 时 系统 ,图 形 显示 技术 和 更 为 方便 的 程序 雍 言 ,能 够 实现 人 机 之 间 更 帝 
切 相互 作用 ,这 使 得 勒 温 萨 尔 和 他 的 合作 者 们 能 够 用 他 们 的 直观 和 理论 洞察 来 猜测 到 有 希望 的 
最 终 构 形 . 这 样 一 来 ,计算 机 就 容易 完成 关于 最 终 构 形 的 能 量 水 平 计算 的 细节 ,并 在 其 邻近 寻找 
整体 最 小 值 . 作为 操作 者 的 人 从 他 的 直观 的 有 利 地 位 指导 着 机 器 越过 周围 的 小 山 而 进 人 深谷 ， 
人 和 机 器 各 自 完 成 最 适合 于 他 或 它 的 工作 . 

更 为 令 人 兴奋 的 是 一 生理 论 上 知道 了 这 些 相互 作用 的 细节 ,就 能 够 计算 出 该 分 子 的 色 射线 
本 射 图 样 ,再 与 原始 的 观测 记录 加 以 比较 , 则 当 转 到 另外 的 方向 时 所 和 遇 到 的 含糊 而 留 下 的 有 关 
结构 上 的 疑点 也 可 以 去 掉 了 . 做 完了 这 一 循环 的 工作 ,不 仅 可 以 实现 分 子 结构 的 计算 ,而且 也 得 
到 了 足以 提供 分 子 相互 作 用 细节 的 理论 建构 

在 这 个 例子 中 计算 机 根据 基于 物理 和 化 学 的 理论 提供 的 手稿 清晰 地 模拟 出 这 个 分 子 , 计算 机 对 
示 出 的 这 个 分 子 的 结构 是 够 详细 ,这 时 ,如 果 陷 喻 地 把 计算 机 就 看 成 分 子 * 似 手 还 是 可 信 的 . 但 当 我 们 
进入 原子 结构 的 细节 时 ,这 个 隐喻 便 失 去 了 力量 ,而 解释 原子 行为 的 子 模型 此 时 仅仅 是 功能 性 的 ， 

在 上 述 俩 子 中 所 展示 的 理论 与 实验 之 对 抗 , 其 引 人 注 目 . 直 截 了 当 和 清晰 明白 决 非 孤 立 的 
现象. 类 似 的 技术 正 出 现在 化 学 中 (参见 大 克 尔 (Don L. Bunker) 的 “化 学 中 的 计算 机 实验 ",( 科 
学 美国 人 》,1964 年 7 月 号 ), 在 流体 力学 中 (参见 哈 尔 办 (Francis 百 , Harlow) 和 福田 姆 (Jacohb 
E. Fromm) 的 “流体 力学 中 的 计算 机 实验 ”;《 科 学 美国 人 》,1965 年 3 月 号 ) 以 及 其 他 科学 分 支 也 
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是 如 此 . 值得 注意 的 是 正如 邦 克 和 尔 已 经 指出 的 ,用 这 种 方式 应 用 计算 机 , 决 不 是 把 科学 家 降低 为 
一 个 被 动 的 旁观 者 ,而 是 加 强 了 实验 科学 对 人 的 创造 性 的 需求 ,特别 当 硬 算 的 工作 量 大 到 甚至 
最 快 的 计算 机 也 无 能 为 力 时 ,更 是 如 此 . 人 的 判断 和 直觉 必须 被 注 和 人 于 每 一 阶段 以 引导 计算 机 
去 搜索 一 个 解答 . 要 想 获取 科学 上 的 好 名 声 , 辛 勤 的 常规 工作 用 处 将 越 来 越 少 ,因为 这 种 “牛马 
沾 “能 铝 商 化 成 为 一 个 计算 机 程序 . 留 下 来 涟 科学 家 资 献 的 就 是 创造 性 的 想像 力 . 在 这 个 意义 下 
科学 家 们 正如 其 他 人 人 一样 ,会 遭受 到 技术 性 失业 ， | 

在 “ 较 软 的 "正在 上 升 的 科学 诸如 心理 学 和 语言 学 中 , 背 关 将 米 计算 栅 既 作为 工具 又 作为 操 
作者 的 前 景 所 引起 的 兴奋 和 思考 其 至 较 物 理科 学 更 为 强烈 ,虽然 有 分 量 的 成 就 至 今 仍 很 少 . 

从 现代 计算 机 诞生 之 日 起 就 引起 了 关于 * 巨 脑 ”的 神话 的 产生 ,这 既是 由 于 这 样 的 明显 事实 
印 它们 能 计算 ,又 是 由 于 有 关 它 们 能 力 的 活跃 的 猜想 ,例如 说 它 会 将 一 种 语言 翻译 成 另 一 种 , 它 
会 下 象棋 ,会 谱 乐 曲 ,会 证 明定 理 等 等 . 而 这 些 活 动 历来 都 被 看 成 人 所 特有 的 而 不 为 其 他 物种 并 
且 特 别 不 为 机 器 所 具有 . 这 特别 有 力 地 引起 了 这 个 神话 . 这 个 神话 (例如 ,在 《 纽 约 客 》(New 
Yorker) 和 杂志 的 宴 林 中 表示 出 的 ?现在 已 经 作为 人 所 熟知 的 有 关 计 算 机 的 想像 而 扎 下 了 深 根 . 

这 个 神话 部 分 地 来 自 有 关 功 能 模型 的 件 质 的 一 种 全 然 的 误解 . 在 1950 年 代 初 ,当时 关于 计算 
机 能 和 否 思维 的 猜测 正 是 最 时 融 的 :英国 数学 家 图 灵 (A. M. Turing ) 提 出 下 面 的 实验 作为 检验 . 设想 
一 个 实验 者 用 电 传 打字 机 与 两 个 房间 (或 黑匣子 ) 通 讯 ,一 间 房 里 有 一 个 人 ,而 另 一 问 房 蜂 有 -- 合 
计算 机 . 如 果 在 与 每 一 个 房间 都 交换 了 一 个 适当 的 序列 的 信息 后 ,该 实验 者 不 能 说 出 哪 间 房 里 是 
人 而 哪 闻 房 里 是 那 台 机 器, 该 机 器 就 可 以 说 是 会 思维 的 . 由 于 情况 是 对 称 的 ,人 们 可 以 同样 地 下 结 
论说 人 会 于 计算 机 的 事 . 不 论 是 哪 种 说 法 ,如 此 的 一 个 实验 充其量 证 明了 在 这 两 个 黑车 子 之 间 有 
或 多 或 少 有 限 的 功能 上 的 相似 性 ,因为 这 个 实验 的 设计 显然 不 是 为 本 换 露 其 结构 细节 , 既然 着 到 只 
是 有 功能 上 的 相似 ,说 计算 机 是 人 的 一 个 模型 或 者 是 人 的 一 个 竞争 者 既 失 去 了 神秘 性 ,也 失去 了 豚 引 
力 ;今天 只 有 越 来 越 小 的 一 批 疯子 才 相 信 这 个 论点 的 最 粗浅 的 说 法 ' 但 它 仍 保留 存 公 众 的 意识 中 . 

珀 在 有 人 以 一 种 更 为 细致 巧妙 的 方式 继续 试图 使 得 计算 机 系统 能 够 较 少 依赖 预先 设 定 的 
许 细 的 指令 就 能 较 好 地 解决 问题 ,并 且 具 有 时 些 类 似 于 人 的 独立 性 和 智能 . 这 种 系统 如 果 它 们 
实现 了 的话. 如 果 要 入 它 征 否 已 经 有 某 种 类 似 于 人 脑 一 样 的 结构 ,就 好 比 癌 一 个 飞行 器 是 否 像 
妆 一 样 在 和 扇 动 它 的 翅膀 ， 这 个 人 工 智 能 的 问题 是 明 斯 基 (Maryin Minsky) (科学 美国 人 》, 1966 
年 9 月 导 ) 所 描写 的 思辩 性 的 研究 主题 . 一 旦 误 用 功能 性 相似 的 乌云 被 抄 开 ,用 计算 机 来 模拟 结 
构 性 的 模型 这 个 有 现实 性 的 前 入 仍然 会 存在 . 


数学 进 人 语言 学 或 心理 学 至 今 还 相对 地 做 得 很 少 ' 理 然 现 在 已 有 某 些 较为 漂亮 的 语言 学 的 
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数学 理论 . 这 些 理论 的 范围 一 般 被 限制 于 句法 ( 即 研究 一 个 句子 中 的 字 之 间 的 顺序 和 形式 关 
系 ). 因为 它们 建立 在 逻辑 学 和 代数 学 的 基础 上 ,而 不 是 建立 在 今日 较为 人 熟知 的 微 积分 基础 
上 . 这 些 理论 至 今 还 不 太 适 合 于 数学 家 和 自然 科学 家 已 经 很 习惯 的 符号 计算 . 在 这 种 理论 基础 
上 的 “计算 ”, 一 般 说 来 必须 由 计算 机 来 完成 . 实际 土 ,这 些 理论 中 ,有 一 些 原来 只 是 计算 机 程序 ; 
其 余 的 则 今天 仍然 是 并 且 可 能 将 来 也 继续 是 计算 机 程序 , 在 这 种 情形 下 程序 语言 就 是 科学 语 
言 ;程序 则 是 其 原始 的 并 且 是 仅 有 的 文本 ,而 不 是 从 数学 翻译 过 来 的 . 

很 量 就 有 人 断言 计算 机 能 婴 译 语言 ,其 实 这 是 被 大 大 夸大 了 ;甚至 今天 还 没有 一 本 完成 的 
翻译 本 能 够 没有 人 的 干预 而 仅 由 机 器 完成 ,虽然 机 器 帮助 翻译 是 技术 上 可 行 的 . 然而 ,在 应 用 计 
算 机 于 处 理 语言 ,包括 本 国语 言 和 程序 语言 ,已 经 取得 了 相当 的 进展 . 这 个 活动 的 理论 背景 是 被 
称 为 短语 结构 语法 和 钊 译 语法 的 屠 类 语法 . 这 些 语法 将 句子 描写 如 下 ;句子 是 从 一 个 初始 的 符 
号 (比如 S, 代 表 和 句子) 开始 的 ,然后 应 用 重 写 规则 ,接着 青 应 用 变换 规则 (假设 此 语法 是 一 种 恋 换 
语法 ) 这 样 生成 的 . 举 个 例子 , 重 写 规则 可 以 是 S-~SuPr, 其 中 Su 可 以 想 成 是 代表 主语 ,而 Pr 代 
表 谓 语 , 当 应 用 于 初始 符号 S 时 得 到 一 个 符号 串 SuPr. 再 添上 几 个 规则 ;Su_>*“ 约 翰 ” 和 Pr_>* 胜 
觉 ,我 们 可 以 将 这 个 符号 串 变 成 句子 “约翰 睡觉 ” 然后 ,应 用 变换 就 可 以 例如 将 主动 句子 “约翰 
跟踪 那 姑娘 ? 变 成 被 动 句 子 * 那 姑娘 被 约翰 中 踪 .， 

在 苦 诺 (Susurmau Kuno) 和 我 本 大 的 指导 下 在 哈佛 有 一 个 研究 小 组 已 经 在 过 去 的 几 年 中 开 
发 了 一 种 技术 , 它 可 以 将 这 个 生成 过 程 倒转 来 ,从 文本 中 出 现 的 一 个 句子 ,得 到 它 的 结构 的 描 
写 :或 者 等 价 地 ,得 到 它 用 语法 规则 产生 的 描写 . 考虑 这 样 一 个 简单 的 句子 “Time flies jike an ar- 
row( 时 光 飞 浙 如 箭 )”. 为 了 找 出 这 个 句子 的 哪 一 部 分 是 主语 , 哪 一 部 分 是 谓语 等 等 ,个 典型 的 
程序 首先 在 一 个 字典 中 查 出 每 个 字 .“flies” 这 个 字 查 出 来 既 可 以 一 个 复数 名 词 ,表示 一 种 烦 死人 
的 家 中 的 昆虫 ,中 文 叫做 苍蝇 ,或 者 是 一 个 动词 (中 文 的 " 飞 ”) 的 单数 第 三 人 称 , 即 表示 主语 所 代 
表 的 东西 在 穿 过 空气 移动 . 

在 一 个 特定 的 上 下 文中 ,一 个 字 的 特别 功能 只 有 检验 这 个 字 如 何 与 这 个 句子 中 的 其 他 字 相 
关联 ,才能 发 现 ,因此 严重 的 问题 是 :在 许多 可 能 的 功能 组 全 中 ,要 确定 哪些 个 确实 合 在 一 起 ,成 
为 一 个 合理 的 句子 结构 . 这 个 问题 基本 上 是 这 样 解决 的 ;试验 所 有 的 可 能 人 性 ,抛弃 那些 不 适合 
的 ,虽然 可 以 应 用 由 理论 和 直 党 启发 出 来 的 强 有 力 的 检验 将 整个 一 类 可 能 性 一 举 淘汰 ,使 得 这 
个 过 程 可 以 进 人 实用 领域 ， 

如 朵 有 一 种 非常 精确 的 语法 自称 能 够 描写 英 诸 , 则 它 必 须要 能 为 “Time flies like an arrow’” 
找到 一 个 结构 , 它 要 能 看 出 "time”( 时 间 ) 是 主语 ,“flies” 是 动词 而 “like an arrow”( 如 箭 ) 是 一 个 
副词 短语 用 来 修饰 动词 ,然而 ,“time” 也 可 以 充当 定语 ,如 用 在 “time bomb( 定 时 炸弹 )” 中 ,同时 
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“flies” 当 然 能 够 充当 一 个 名 词 , 骨 将 "like” 解 释 为 ~ 个 动 间 ( 喜 欢 ) ,这 样 也 可 以 得 到 一 个 结构 , 尼 
将 变 得 好 备 . 但 只 有 当 人 们 想起 来 有 一 类 被 称 为 time flies” 的 飞 蜗 ,才能 懂得 这 个 结构 :它们 
《 即 称 为 time flies 的 那 种 飞 蜡 ) 止 好 喜 次 Uike) 一 支 竺 (Can arrow) ,它们 可 能 把 第 当成 一 块 肉 了 . 
男 外 “time" 也 辣 忆 作为 一 -个 动词 的 神 使 语气 昌 ” 开 动 (赛跑 用 的 ) 停 表 ”, “开始 计时 ”, 同 时 "flies” 
作为 一 个 和 名词 ,这样 也 得 到 一 个 结构 , 它 的 意思 是 作为 对 基 人 干 命 令 , 命 令 他 掏 出 他 的 停 表 并 且 
很 快 地 或 者 像 箭 一 样 快 地 为 飞 帆 计 时 性 快 按 停 表 计 时 , 飞 帆 来 了 ” ) 

稍微 想 一 想 便 能 想 出 对 这 个 讲法 作 -… 些 小 的 修改 就 足以 排除 这 类 树 甸 子 . 不 幸 的 是 这 样 一 
来 ,失去 的 又 会 太 多 . 其 至 可 能 达到 这 样 的 地 步 ;结构 都 是 合理 的 ,而 句子 都 是 无 意义 的 , 归根 结 
底 ,并 没有 一 类 飞 蝇 被 称 作 *time flies”, 但 这 可 能 只 是 自然 界 的 一 件 偶然 前 事 ,甚或 是 恰好 偶然 
没有 把 一 种 飞 蝇 叫 做 time flies. 更 糖 的 是 ,任何 一 种 办 法 在 排除 并 不 存在 的 time flies 的 同时 也 
可能 排除 ”Fruit flies like a banana”( 果 由 喜欢 一 支 香 莫 ) 的 完全 相同 的 然而 却 是 合理 的 结构 ， 

更 使 人 感到 糊涂 的 是 ,后 面 这 个 句子 本 身 是 由 一 个 反常 的 结构 给 出 的 ,这 个 结构 在 “Time 
flies…… "(时 光 飞 逝 如 箭 ) 的 情况 下 是 有 意思 的 ,但 用 在 这 里 则 是 无 意义 的 ,因为 我 们 很 清楚 水 果 
一 般 说 不 会 飞 ,并 且 即 使 它 会 飞 ,也 只 会 飞 得 像 杭 树种 子 随 风 飞 ,而 不 像 香 巷 

仪 仅 用 句法 理论 不 会 进 .- 步 有 所 帮助 . 要 想 从 “Time fiies like an arrow” 的 句法 所 许可 的 三 
种 结构 中 选取 出 管 案 来 ,必须 求助 于 语义 学 ,这 是 讲 的 有 关 和 句子 是 什么 意思 的 学 问 , 可 惜 语义 学 
本 身 就 是 一 个 太 膀 腌 的 观念 . 目前 已 知 的 技术 都 不 能 够 有 效 地 处 理 这 种 类 型 的 语义 学 问题 . 这 
个 领域 的 研究 仍 在 继续 ,希望 通过 某 种 形式 的 人 机 联系 既 能 够 得 到 实际 结果 ,又 能 对 自然 语言 
的 深刻 奥秘 有 进一步 洞察 . 我 们 不 知道 人 们 是 如 何 懂 得 语言 的 ;而 我 们 的 机 器 过 程 仅 仪 用 超 平 
寻常 的 笨重 的 方式 做 小 孩子 的 事 . 


和 人 造 程 序 滞 言 的 前 途 则 比较 光明 , 因为 这 些 东 西 凡 乎 可 以 随心 所 欲 地 来 定义 ,一 般 来 说 可 
能 减少 含糊 性 ,并 将 语义 学 系统 化 到 足以 用 于 实际 的 目的 ,虽然 仍然 有 大 量 挑战 性 的 理论 问题 . 
计算 机 还 在 不 断 成 长 , 它 仍然 承受 着 从 早期 的 夸大 的 断言 而 今天 还 在 流行 着 的 ;在 理论 中 把 功 
能 与 结构 混为一谈 之 言 . 心理 学 和 人 工 智能 的 研究 都 涉及 到 智能 行为 ;但 男 一 方面 ,它们 并 不 是 
相 联 系 的 ,最 多 也 不 过 是 那 一 个 隐喻 的 力量 来 自 计算 机 可 以 作为 党 规 的 语言 数据 处 理 的 工具 . 
博 间 索引 现在 很 容易 由 机 器 完成 ,它们 为 人 文学 和 社会 科学 的 学 者 提供 宗教 的 和 世俗 的 教材 的 
关键 字 的 位 置 和 段落 用 表 来 显示 出 来 . 

心理 学 家 已 经 用 了 程序 语 育 来 写 人 类 行为 的 各 种 各 样 的 结构 模型 的 文本 . 这 些 都 不 再 比 海 
土星 的 或 者 血红 素 的 手稿 更 为 神秘 . 心理 学 的 模型 区 别 于 物质 志 界 的 模型 只 在 于 它们 的 主题 和 
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它们 的 原始 语言 不 同 .有关 这 些 模型 正确 性 的 令 人 信服 的 实验 确证 仍然 缺乏 ,然而 一 个 学 科 的 
领域 可 以 激励 男 一 个 学 科 . 四 

实际 上 今日 企图 用 计算 机 为 人 类 行为 建 模 的 有 价值 的 产物 是 语言 而 不 是 文本 手稿 有 好 儿 
种 语言 ,其 中 著名 的 麦卡锡 (JohnuMcCarthy) 的 LISP, 已 经 证 实 对 于 符号 运算 的 一- 般 研究 是 很 有 
价值 的 工具 . 自然 语言 数据 处 理 的 研究 ,定理 证 明 ,代数 造 算 和 图 形 显示 很 大 程度 上 都 钝 借 这 种 
潍 言 , 然而 ,计算 机 作为 工具 很 快 地 在 心理 实验 室 里 为 自身 找到 了 条 武之 地 , 它 的 各 种 常规 应 用 
有 行政 管理 ,在 研究 人 类 或 者 动物 主观 的 认 知 和 学 习 测试 中 的 监测 和 评价 


则 学 事业 在 原 册 上 和 在 实际 中 都 不 这 如 多 地 小 及 孝 和 事业 ,未 别 在 大 学 的 水 平 上 是 如此 
虽然 上 面 只 就 研究 工作 方面 来 把 计算 机 扒 述 为 工具 和 帮 为 操作 者 的 ,着 来 同样 可 应 用 于 教学 . 
因为 联机 分 时 系统 仍 是 试验 性 的 测 且 很 蜡 贵 ， 特别 是 带 有 图 形 显 示 设备 ,它们 在 教学 中 的 应 用 
在 某 种 程度 上 落后 于 它们 在 研究 中 的 应 用 . . 

在 苏 帕 斯 (Patrick Surppes) 的 一 篇 文章 中 描述 了 计算 机 在 小 学 和 中 学 教育 的 前 最 (科学 美 
国人 》,1966 年 9 月 号 ). 我 自己 最 近 关 于 创造 性 思维 中 技术 帮助 之 潜在 价值 的 发 现 则 着 重 于 大 
学 生 或 研究 生 , 以 及 从 在 教室 中 学 习 向 在职 业 实践 中 学 习 的 转变 . 

为 了 将 工作 量 限 制 在 遗 当 的 范围 ,导致 了 学 生 在 实验 塞 里 只 做 过 于 简化 和 瑞 浅 的 实验 . 其 
中 各 种 重要 现象 的 观测 和 菩 明 的 解 秋 是 实验 练习 的 首要 自 标 ,应 用 一 台 选 明 计算 机 将 减少 不 必 
要 的 繁重 劳作 ,甚至 能 够 完成 真 案 的 实验 的 判断 和 解释 . 

透明 计算 机 也 可 以 充当 一 种 动画 黑板 , 这 不 等 于 说 粉笔 、 影片 和 书本 会 要 消失 ， 计算 机 只 是 
为 教师 的 装备 中 增添 了 另 一 个 有 效力 的 和 多 才干 的 工具 . 事实 上 , 当 必 须 重 复 和 琢磨 时 ,计算 机 
自身 可 以 制作 影片 或 者 录像 . 我 们 都 已 看 到 ,影片 的 放映 是 不 能 中 断 或 改变 的 ,而 记录 下 来 的 计 
算 机 过 程 则 容易 在 回答 学 生 问 题 时 停 下 来 ;于 是 讲课 者 能 够 选择 或 者 比较 随便 地 直接 使 用 计算 
机 ,或 者 使 用 普通 的 黑板 ,而 把 预先 录 下 的 过 程 暂时 停 下 来 . 

最 好 的 是 ,现在 再 也 没有 必要 区 分 教室 里 用 的 工具 和 学 生 做 家 庭 作 业 时 用 的 工具 了 了 ,不 必 区 
分 实验 室 里 和 的 计算 以 及 个 人 的 研究 项 目 了 . 这 样 一 来 ,从 教室 到 生活 的 转变 可 以 变 得 较为 顺利 些 . 
因为 计算 机 尚未 成 为 如 人 们 所 希望 那样 既 很 方便 又 很 便宜 ,从 而 仍 面临 着 许多 技术 和 财政 的 间 
题 . 在 任何 情况 下 ,对 教育 的 弊病 是 找 不 到 万 应 灵 药 的 ,只 能 做 到 提供 一 个 较 大 的 选择 范围 

我 们 以 在 哈佛 的 教室 里 使 用 一 个 由 加 州 大 学 圣 塔 巴巴 拉 CShn Babara) 分 校 的 卡 勒 (Glen 
Culler) 开 发 的 键盘 显示 系统 的 实验 应 用 为 例 , 既 能 说 明 前 景 也 说 明 问 题 所 在 , 由 于 静态 的 印 届 
的 画面 不 能 充分 地 撒 绘 出 动态 的 显示 效果 ,问题 可 能 比 前 景 更 加 显明 , 所 选取 的 主题 是 数学 性 
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此 图 阐释 了 作者 在 哈佛 大 学 教室 中 使 用 加 州 大 学 圣 塔 巴巴 拉 (Santa Babara) 分 校 
的 盯 勒 {Glen Culler) 发展 的 键盘 显示 系统 所 作 的 实验 应 用 .众所周知 ,任何 周期 函数 (在 
此 倒 为 左上 之 方 波 ) 可 用 收效 于 该 陆 数 的 调和 振动 项 的 级 数 去 和 逼近 . 卡 勒 的 装置 能 够 快 
速 而 直观 地 揭露 这 个 逼近 的 性 质 . 除 左上 之 外 其 余 的 曲线 显示 级 数 的 部 分 和 当 项 数据 加 
时 的 效果 . 方 波 的 角 附 近 的 尖 突 是 由 靠近 间断 点 的 不 一 致 收 襄 性 所 引起 . 


质 的 ,而 讲解 这 种 问题 采用 目前 的 设备 很 适合 . 传统 做 法 是 把 这 类 主题 丢 给 后 续 课 程 去 讲 , 我 
们 的 目标 是 开发 一 种 自然 的 和 清晰 的 表示 主题 的 方法 ,开发 比 通 常 的 方法 更 深刻 的 方法 ,并 且 


* 和 详 注 :这 里 指 的 是 傅立叶 级 数 的 不 一 致 收敛 性 问题 . 在 我 国 现在 的 数学 系 中 ,几乎 是 一 律 不 讲 这 个 
问题 . 
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用 计算 机 作 名 法 分 析 ,对 句子 “Time flies like an afrow 得 到 三 种 不 同 的 结构 解释 ,它们 在 这 里 

旦 计算 机 印 出 星 示 于 左 ,同时 用 传统 的 句子 结构 分 析 的 图 示 法 呈 示 于 右 .第 一 个 结构 其 中 *time* 征 

动词 "flies" 的 主语 而 "like an arrow" 是 一 个 副 间 短 语 修饰 动词 {分 析 1, Analysis Number 1). 然而 ， 

“time" 也 能 充当 定语 ,如 在 “time bomb 中 ,同时 "fles" 当然 也 能 作为 一 个 名 词 . 连同 将 "like" 解释 为 

动词 ,这 便 得 到 另 一 个 结构 { 分 析 2,Analysis Number “24 但 是 ,只 有 当 人 们 会 设想 有 一 类 飞 蝇 , 被 称 

为 “time fies 才能 懂 这 句 话 ,这 种 飞 蝇 正好 喜欢 一 支 箭 ,可 能 是 把 箭 当 作 一 顿 饭 吃 .此 外 ， "time* 作 

为 一 个 祈 使 动词 同时 "files" 作 为 名 词 还 能 得 到 一 个 结构 [分析 3，Analysis Nurmber 31, 它 的 意思 是 

节令 某 人 掏 出 他 的 停 表 来 很 快 地 或 像 箭 一 样 [ 迅 如 飞 矢 地 ) 为 飞 量 计 时 ,没有 现成 的 计算 机 技术 能 
吏 有 效 地 处 理 这 种 类 型 的 语义 学 问题 ,但 是 这 个 领域 中 的 研究 尚 在 继续 . 


激发 学 生 在 解决 问题 中 的 直觉 和 机 智 ， 这 个 目标 不 是 取消 理论 和 严格 性 而 只 去 作 乏 味 的 计算 ， 
而 第 恢复 理论 与 计算 之 间 的 密切 联系 , 它 刻画 了 在 19 世纪 后 期 严格 性 到 来 之 前 的 数学 的 正道 ， 
但 是 后 来 偏离 了 它 ,而 形成 近来 已 成 时 脆 的 把 纯粹 与 应 用 数学 分 裂 开 来 的 状态 . 

众所周知 , 任 一 周期 西数 能 够 用 每 项 均 为 调和 振动 的 收 化 于 该 应 数 的 级 数 肖 泊 卡 蒜 的 佼 
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器 可 以 快捷 地 直观 地 揭露 这 个 逼近 的 本 质 . 例如 ,考虑 第 606 页 左上 图 中 的 方 波 . 相应 的 由 计算 
机 产生 的 曲线 显 志 弘 数 部 分 和 当 项 数 增加 时 之 效果 . 方 波 的 角 附 近 的 尖 突 是 由 于 在 间断 处 的 不 
一 致 收敛 性 所 引起 . 对 于 纯粹 数学 家 ,这 里 的 证 明 可 以 激励 他 们 对 不 一 致 收 敏 性 作 和 齐 严 格 的 处 
理 .“ 对 于 于 程 师 而 育 这 个 现象 只 需 用 显示 通 近 分 量 的 办 法 就 可 以 从 直观 上 和 弄 清楚 为 什么 尖 突 
会 产 牛 . 原则 上 教师 或 者 一 位 有 兴趣 的 学 生 都 能 独立 地 跟着 做 成 这 种 示范 表演 ,可 以 模拟 一 个 
线性 电路 元 件 , 如 一 个 电阻 或 者 一 个 简单 的 放大 器 ,对 于 一 个 刘波 上 ,对 它 的 各 个 分 量 上 或 者 对 
它们 的 和 ,起 什么 样 的 效果 . 

现在 任何 并 存 的 形式 代数 运算 都 要 用 铅笔 或 者 粉笔 . 最 新 的 有 关机 器 协助 代数 运算 的 进展 
引起 了 令 人 兴奋 的 可 能 性 ,机 器 将 最 终 会 帮 有 惑 既 做 符号 的 又 做 数值 的 运算 ,并且 容易 地 在 这 两 
种 状态 表示 之 间 转 换 . 同时 在 两 种 状态 下 工作 或 者 以 任何 方式 把 严格 性 和 直觉 结合 起 来 ,将 会 
并 刻 地 同样 影响 着 纯粹 数学 家 和 应 用 数学 家 的 思想 ， 


其 他 类 型 的 教学 实验 能 够 用 在 计算 机 中 构 作 一 个 适当 的 结构 模型 来 处 理 . 你 可 以 假设 某 种 
结构 并 且 检 验 其 行为 ,如 同 经 常 在 管理 对 策 中 所 做 的 那样 ,或 者 你 可 以 仅仅 处 理 可 观测 的 行为 ， 
而 把 模型 的 决定 留 敌 为 理论 构建 中 的 一 个 练习 . 在 某 一 领域 中 , 当 人 们 经 过 研究 而 开发 出 一 种 
范式 以 后 ,这 些 范式 就 能 够 同样 应 用 于 那个 领域 的 教学 . 例如 ,实验 教 一 门 外 国 语 将 会 使 人 感到 
兴趣 ,只 要 对 于 这 个 请 言 我 在 前 面 描述 过 的 变换 语法 已 经 能 在 一 台 计 算 机 上 实现， 

同样 有 兴趣 的 是 推测 在 线 计 算 机 作为 工具 对 学 习 和 问题 解答 的 心理 学 研究 的 应 用 . 在 这 个 
领域 里 作 实 验 曾经 是 困难 的 , 伤 脑筋 的 并 且 是 不 现实 的 . 当 交 互 作用 计算 机 可 以 充当 间 题 解答 
的 工具 时 , 它 也 很 容易 适用 于 记录 解决 问题 的 行为 的 信息 . 这 里 问题 仍然 不 在 于 数据 的 收集 ,而 
是 设计 合适 的 实验 ,因为 在 一 台 计 算 机 的 控制 台 上 ,一 个 小 时 的 解答 问题 会 议 就 能 够 汇集 很 大 
量 的 一 堆 数 据 . 

简 言 之 ,正如 望远镜 和 显微镜 延 促 了 人 类 的 视觉 那样 ,计算 机 能 够 因 廷 伸 了 人 类 的 推理 和 
二 驱 而 深刻 地 影响 着 科学 . 我 猜想 这 个 延伸 的 最 终 影响 将 会 像 发 明 书写 的 影响 一 样 的 深远 . 这 
种 影响 更 终 会 得 到 真理 或 是 得 到 廖 误 ,更 多 地 取决 于 使 用 者 而 非 工具 本 身 . 


* 译注 :这 就 是 所 谓 吉 布 斯 CGibbs) 现 象 . 早 在 19 世纪 末 , 发 现 光 速 不 变 的 实验 物理 学 家 迈克 尔 孙 就 
想 制 造 一 台 仪器 把 方 波 分 解 为 谐 波 的 送 加 ,如 606 页 播 图 那样 (其 实用 示 波 回 就 可 以 做 到 ) ,但 是 他 十 分 
苗 恼 为 什么 方 波 的 角 上 总 有 一 个 尖 突 , 1899 年 著名 统计 物理 学 家 光 布 斯 致 信 给 他 ,说 明 这 是 一 般 的 现 
象 . 在 详尽 的 数学 分 析 教 材 中 会 讲 到 它 . 现在 则 采用 Java 小 程序 (applet) 可 以 作 一 个 动 下 让 学 生 去 看 , 这 
比 天 一 全 示波器 便宜 多 了 . 40 年 前 本 文 作者 的 预测 在 今天 发 达 国家 大 学 中 学 教室 中 已 经 实现 1 
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克昌 斯 多 弗 。 斯 特 拉 切 (Christopher Strachey),1966 年 半月 号 


“ 行 成 于 思 ”, 这 是 一 个 大 大 错误 的 老生 常 谈 . 然而 许多 互相 抄 费 的 书 以 及 著名 人 秽 

发 表 的 讲演 , 却 老 是 重复 它 .真实 情况 恰恰 相反 . 文明 的 进步 , 正 是 由 于 我 们 能 侣 “ 行 ? 而 

不 必 “ 思 ”其 后 果 的 重要 行动 越 来 越 多 .思想 的 运用 ,好 像 一 场 战斗 中 骑兵 的 冲锋 -一 一 数 
日 很 是 有 限 ,它们 需要 精力 充沛 的 马匹 ,而 且 必 须 只 在 决定 性 的 而 刻 才 冲 上 去 . 

一 一 -怀特 海 (Alfred North Whitehead) 


与 全、 篇 文章 讲 的 是 怎样 让 一 台 计 算 机 来 做 你 想 它 做 的 事 , 以 及 为 什么 它 花 的 时 间 凡 平 总 是 
比 你 希望 的 长 些 . 下 面 不 是 一 个 有 半 编 程 的 现状 的 详细 报告 ,而 有 是 企图 展示 如 何 着手 

写 一 个 程序 . 号 一 个 程序 的 过 程 主要 是 直觉 的 而 不 是 形式 的 ;因此 我 们 将 更 多 地 涉及 
作为 编程 的 基础 的 指导 原则 ,而 不 去 讲 把 程序 交 给 机 器 时 表示 它 所 用 的 特殊 语言 . 

我 们 将 从 一 个 编程 问题 的 特别 例子 开始 , 它 无 疑 是 不 平凡 的 但 是 也 足够 简单 ,所 以 不 需要 
任何 有 关 编 程 的 预备 知识 即 可 理解 .我 选择 了 一 个 非 正统 的 方法 处 理 这 个 问题 ,这 是 一 个 对 许 
多 专业 程序 员 来 说 看 上 去 有 些 奇怪 的 方法 . 这 种 方法 使 我 们 能 处 理 一 个 用 其 他 方法 太 难 说 明 的 
例子 ， 

我 们 的 间 题 是 为 计算 机 编 玩 国际 象棋 的 程序 . 我 们 怎么 来 着 手 9 这 个 问题 有 两 个 主要 方 
面 . 为 装备 计算 机 使 之 确 能 处 理 这 种 博弈 ,我 们 必须 找到 一 个 办 法 把 棋盘 和 棋局 表示 于 其 中 ,并 
且 给 计算 机 配备 一 个 程序 ,以 识别 哪些 走 着 合法 并 完成 它们 , 这 是 一 个 编程 问题 . 其 次 ,我 们 必 
须 提 供 机 器 一 个 方法 来 从 允许 的 走 着 中 挑选 一 个 适当 的 走 着 . 这 主要 是 博弈 问题 . 国际 商业 机 
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器 公司 CD3M) 的 萨 继 尔 人 Arthur 1. Samuel) 曾 经 广泛 地 研究 过 博 灾 并 取得 重要 成 就 (参见 明 斯 
基 的 "人 工 智能 "科学 美国 人 》,1966 年 9 月 号 ), 不 过 这 里 因为 我 们 讨论 纺 程 而 不 是 封 付 ,我 们 
将 只 限于 -个 简单 的 - 般 策 略 而 不 涉及 大 部 分 细节 . 


通常 的 编号 程 计 的 方法 , 特 甚 对 于 一 个 复杂 的 问题 ,其 过 程 分 为 两 个 步骤 . 头 一 个 步骤 称 为 
系统 分 析 . 它 包 括 分 析 任 务 以 精确 地 决 许 需要 去 做 什么 ,以 及 采纳 一 个 全 面 计 划 , 一 旦 和 欲 完成 的 
工作 的 一 般 岗 要 已 经 决定 ,第 二 个 步 又 就 是 用 对 于 计算 机 适用 的 方式 写 下 所 要 求 的 操作 . 这 包 
括 很 大 量 的 较为 详细 的 决策 (例如 信息 如 何 表 示 在 机 器 中 ,以 及 其 表示 如 何 贮 存 ). 程序 的 详细 
形式 将 依赖 于 所 用 的 特定 的 计算 机 . 

这 网 个 步骤 的 命名 曾 发 牛 混乱 , 某 些 程序 员 把 术语 “编程 * 保 留 给 第 二 步骤 :而 另外 一 些 则 
称 第 一 步骤 为 “编程 "而 称 第 二 步骤 为 “编码 "; 还 有 一 些 对 整个 过 程 即 第 一 第 二 两 个 步骤 合 称 为 
“编程 ”. 我 个 人 的 意见 认为 系统 分 析 和 编程 的 区 别 不 是 很 有 用 的 . 如 果 系 统 分 析 已 经 用 比 现在 
用 的 稍微 严格 一 点 的 语 育 做 好 ,写成 了 程序 纲要 , 则 用 机 峰 语 言 来 编写 详细 程序 的 全部 余下 的 
过 程 ,应 该 能 够 移交 给 计算 机 自己 水 做 . 

让 我 们 进 到 计算 机 同一 个 对 手下 象棋 的 编程 问题 . 我 们 将 如 何 天 示 这 个 游戏 的 相关 特点 ， 
以 及 哪 一 类 的 操作 我 位 希望 能 够 执行 9 一 个 好 的 行事 方法 是 先 确 定 一 些 操作 ,让 这 些 操作 去 决 
定 你 需要 在 机 器 中 表示 的 是 什么 . 在 这 种 情形 我 们 显然 要 求 先 把 棋局 和 走 着 以 及 与 它们 相关 联 
的 价值 表示 出 来 ， 

我 们 运用 了 一 个 功能 性 记号 以 达到 计算 机 要 求 的 那 种 精度 ,并 且 始 终 避 免 陷 人 不 成 熟 的 细 
节 . 我 们 设 卫 为 一 个 棋局 并 约定 还 有 PP 中 不 仅 包 括 棋盘 上 的 棋子 数目 和 位 置 ,而 且 还 有 许多 其 
他 的 重要 事实 ,诸如 哪 位 棋 手 下 一 步 走 械 . 局 面 的 价值 可 以 表 作 一 个 函数 PositionVatue(P). 任 
何 一 次 走 着 ( 记 作 M) 的 价值 显然 依赖 于 在 走 这 一 着 时 的 棋局 ;因此 我 们 必须 标 出 棋局 而 写 出 庄 
数 MovcValue(CAM ,P)， 接 下 来 ,为 了 能 够 看 到 前 景 和 检验 走 着 的 后 果 , 计 算 机 需要 第 三 个 函数 ， 
MakeMove(CAf,P) ,其 中 记 为 下 这 一 着 时 的 权 局 . 这 个 函数 的 结果 是 该 走 着 产生 的 新 棋局 . 最 
后 ,程序 需要 第 四 个 函数 以 求 得 从 一 个 给 定 的 棋局 出 发 能 够 走 的 所 有 的 合法 的 走 着 ;1Legal- 
MovesFromt 了 ). 这 个 函数 的 结果 是 一 个 走 着 表 ， 

这 四 个 阔 数 连同 两 种 对 象 (P 和 MD) 足以 详细 说 明 我 们 象棋 程序 的 核心 . 在 一 盘 象 棋 对 局 中 
有 两 个 模 手 (在 我 们 的 情形 就 是 机 器 及 其 对 于 ) ,而 若 一 个 棋局 对 某 一 方 是 好 的 则 对 另 一 方 是 不 
好 的 . 因此 我 们 必须 把 我 们 关于 一 个 棋局 的 价值 的 观念 型 得 较为 精确 ,我 们 规定 PositionValue 
(P) 给 出 了 该 棋局 已 对 于 以 后 必须 走 下 一 着 的 棋 手 , 棋局 已 的 价值 .我 们 似乎 可 以 根 设 棋局 P 
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羡 
CPL 


let Exp[x] = value of 
§ letl,rs=110 
tr Ss NN, rl St 
repeat unti < < 
result iss 厅 


b 


ALGOL 


real procadure Exp (x); 
ya 引 ue «real x 
begin reaf lerm, Dowsr sum,n， 
lenn = DOWE = = 1 
SYM = 
for sum = sum + term while da >w ~12 do 
tafm; = % x lerm)power, 
ppwaer = power 十 1; 
Q = abs (terrysumj end; 
Exp; = 5Um; 


Cc 
FORTRAN IV 


FUNCTIGN EXP (X) 
ERM=] 


IF (ABS (TERMISUM) GT WE ~ f2 GO TO 1 
EXP= SUM 


编写 一 个 计算 机 程 遍 的 正统 途径 释 明 在 上 图 中 . 这 个 例子 中 的 问题 是 比较 简单 的 :用 级 数 和 
X+ 庆 六 | 十 和 局 | 对 的 和 求 得 函数 8 直到 那些 可 忽 栈 的 项 为 止 .编写 一 个 程序 来 解 这 样 一 个 
站 古 的 过 程 通常 分 作 两 个 步 又 第 一 步骤 ,有 时 称 为 系统 分 析 , 包 括 分 析 该 任务 以 确 坊 决 定 需 要 这 
成 什么 以 及 采纳 一 个 一 找 子 计划 ;入 一 步骤 被 表示 为 左边 的 框图 第 二 步骤 ,有 一 些 程序 员 称 为 纺 
得 ,而 另 一 些 程序 员 才 为 绩 码 ;各 括 用 适合 于 该 计算 机 的 形式 ,编写 那些 需要 的 操作 . 者 图 把 所 研究 
的 问题 用 三 种 不 同 的 篇 程 语 言 表 出 .框图 的 姜 形 块 中 存 有 一 个 “判定 函数 " .在 TERM 这 个 字 的 前 后 
两 竖 杠 表示 "其 绝对 值 " ,而 且 符 号 安 是 说 "|TERM| “与 "SUM" 比较 可 以 急 栈 . 在 CPL( 组 合 编程 语 
言 ) 中 ,表示 式 “value of 控制 着 紧 跟 在 后 的 那个 语句 ; "repeat 控 制 着 紧 接 在 前 的 语句 ,符号 $ 和 有 
充当 一 对 语句 括号 . 在 CPL 和 ALGOL 两 者 中 算 子 ": = "代表 赋值 : 将 算 子 右边 的 量 取 值 并 间 时 将 
此 值 赋 给 左边 的 变量 , 在 FORTRAN 中 ;符号 * 是 一 个 乘法 记号 ， 
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象棋 盘 上 的 棋局 可 在 计算 机 中 用 两 
种 不 同 办 法 表 出 ,为 描写 一 个 特定 申 棋 
局 ,你 可 以 或 是 指出 在 每 一 个 方 格 中 有 什 
么 1a) ,或 是 指出 那些 还 在 走 的 棋子 位 玫 
何 处 { 人 1).C 中 是 一 个 等 价 的 办 法 ,已 只 需 
用 几 个 二 讲 制 数 .对 每 一 个 方 格 要 指定 三 
个 二 进 制 数 ,一 个 表示 黑 痊 或 王 在 其 中 ， 
男 一 个 表示 和 白 卒 或 王 在 其 中 ,而 第 三 个 位 
一 种 颜色 的 王 在 其 中 ， 


在 一 个 棋盘 上 的 走 厦 可 以 用 普通 棋 
盘 的 数字 方案 表示 仁 ), 但 这 不 方便 ,因为 
有 两 种 方 格 (在 不 同 的 行 土 交错 ) ,它们 需 
要 不 同 的 规则 ,1BM 的 萨 舱 泵 想 出 一 个 巧 
妙 的 方法 来 避免 这 个 困难 ,他 用 不 同 的 行 
与 列 来 扩大 棋盘 并 且 将 方 格 重新 编号 ,这 
样 产 生 了 一 个 方案 ,其 中 可 能 的 走 着 对 实 
际 用 到 的 那 部 分 棋盘 中 所 有 方 格 都 类 似 
[b), 上 图 中 呈 示 的 棋局 用 这 个 新 的 记号 
方案 表 出 在 5 中 .原来 的 棋盘 中 所 有 空格 
均 几 1 来 表示 


“ 国 “ 国 二 图 | ， 
5 国 `* 国 ” nn 黑 认 在 11.20,21 


加 阳 


" 国 * 己 国电 | 白 革 在 19,22,30.32 
9 图 留 黑 王 在 29 


“图 “加” 国 
= 国 = 国 :本 = 
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可 能 走 着 
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的 价值 对 于 另 一 位 模 手 而 言 是 这 个 值 的 负数 ; 即 是 说 ,如果 一 个 棋局 面 的 价值 对 于 一 售 棋 手 是 
v; 其 对 另 一 位 横 手 之 值 将 昆 一 v (这 个 假设 用 对 策 论 的 术语 来 说 ,国际 象棋 是 一 个 零 和 对 局 )， 

其 次 ,我们 能 够 定义 对 于 走 了 一 者 的 棋 手 ,该 着 的 价值 为 所 得 棋局 对 于 他 的 价值 假设 从 楼 
局 P 走 了 着 M 的 结果 是 棋局 P'. 记 住 现在 轮 到 他 的 对 手 从 P' 赴 着 了 ,我 们 可 以 看 出 走 着 M 对 
于 走 了 该 着 的 棋 手 的 价值 将 是 一 PositionValue(P“). 办 此 用 我 们 的 记号 我 们 可 以 定义 个 走 着 
的 价值 如 下 :MoveValueCAM ,P) 一 一 TositionYValueLMakeMovefCM,P)]. 这 个 形式 诗句 能 够 重 述 
为 了 面 的 说 法 :你 走 的 一 者 对 于 你 自己 的 价值 ,等 于 所 得 棋局 对 于 你 的 对 手 的 价值 的 反 号 数 、 

我 们 将 如 何 求 得 一 个 棋局 的 价值 ” 对 局 的 基本 过 程 是 探查 出 你 的 所 有 可 能 走 着 和 对 手 的 
所 有 应 着 至 某 个 深度 ,然后 对 所 得 各 棋局 冉 以 价值 . 我 们 称 这 些 为 “最 终 " 棋 局 并 且说 它们 的 价 
篇 由 少数 TerminalValue(P) 所 产生 . 这 个 函数 对 -个 模 局 做 出 直接 的 评估 (可 能 用 尚 存 模子 数 ， 
它们 的 机 动 性 ,对 棋盘 中 央 的 支配 以 及 其 他 等 因素 来 表示 ) 前 不 管 任何 进一步 的 前 景 我 们 现在 
能 说 ,如 时 PP 是 一 个 最 终 棋局 ,其 价值 就 是 TerminalValus(P) ,但 如 果 它 不 是 一 个 最 终 棋 局 , 它 
的 价值 起 从 它 可 能 做 出 的 最 好 的 合理 走 着 的 价值 . 注意 一 个 棋局 是 否 是 最 终 棋 局 的 问题 可 能 未 
仅 取 决 于 棋局 本 身 而 且 也 依赖 于 已 经 看 到 的 前 景深 度 4 如何. 为 机 器 脆 望 前 景 能 有 多 远 ,设置 
一 个 限度 是 必要 的 . 

我 们 已 经 写 出 的 定义 事实 上 是 循环 的 ( 例 如 , Position Value 的 十 叉 用 到 了 MoveValue 并 有 是 
及 过 来 也 是 ), 而 这 些 函 数 都 称 为 递归 的 ,因为 每 一 个 都 用 其 余 的 来 定义 这 种 循环 性 不 是 不 条 
的 ; 实 态 上 , 它 使 得 可 从 事情 的 中 间 做 起 , 构 作 一 批 函 数 ,在 一 开始 其 目的 只 是 被 直观 地 理解 , 然 
后 定义 它们 中 的 每 一 个 时 ,用 到 其 余 的 . 这 个 递 几 的 或 者 分 级 的 制作 程序 的 方法 是 掌握 复杂 的 
运算 最 简单 的 方法 ,因为 这 个 方法 允许 将 它们 分 解 为 较 小 的 单元 而 能 够 分 别 予以 考虑 

我 们 现在 已 经 构 作 了 一 个 一 般 的 博弈 方案 而 既 无 需 决 定 其 策略 细节 也 无 需 决 定 游戏 本 生 
之 第 构 , 我 们 能 够 用 决定 模 局 和 走 着 的 表示 法 以 及 定义 四 个 函数 来 完成 我 们 的 程序 的 轮廓. 疾 
沼 LegalMovesFrom(P) 和 函数 MakeMove(M ,PP) 连 同 P 和 MM 将 确定 该 游戏 的 本 质 ,而 画 数 
Terminal(P,d) 和 TerminalValue(P) 一 齐 确 定 了 策略 . 

在 计算 机 中 选择 表示 对 象 的 办 法 是 一 门 艺术 , 面 且 我 们 几乎 没有 系统 的 方法 来 决定 最 好 的 
办 法 . 主要 的 要 求 是 该 表示 应 当 尽 可 能 地 简洁 并 且 也 尽 可 能 地 容易 操作 

为 表示 在 一 个 棋盘 上 不 同 的 棋局 ,我 们 有 两 个 不 同 的 可 能 做 法 为 描写 一 个 特别 的 棋局 ,我 
下 于 够 或 者 详细 列举 棋盘 上 32 个 合用 的 方 烙 的 每 一 个 是 否 被 占领 ,并 且 如 果 被 占领 ,是 被 什么 
呈 领 的 ,或 者 我 们 能 够 只 给 出 仍然 在 走 的 模子 . 从 寻找 合理 的 走 着 的 观点 看 ,这 丙种 中 的 第 下 
是 较为 方便 的 ,因为 它 较 易于 发 现 哪些 方 格 未 被 占领 ( 见 612 页 上 图 )， 
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了 吃 着 树 画 出 了 是 走 一 着 模 可 
以 吃 的 子 . 设 最 初 模子 在 8, 而 辽 子 
的 闪 则 类 似 中 国 象 棋 中 的 “ 象 " [不 
著 谍 塞 眼 ) ;因此 它 可 以 吃 16 上 的 
对 方 的 子 且 占 领 16, 以 后 则 有 三 种 
走 法 ,分别 上 古 领 6,24 与 26, 一 直到 
32 就 再 没有 用 的 了 ,因为 余下 的 只 
有 回头 路 24. 这 时 就 说 该 着 已 走 完 
了 ,每 一 着 最 多 只 有 9 个 最 终 的 吃 
着 ,如 图 所 示 “ 吃 着 "也 和 总 的 博 
弈 一 样 可 以 用 "递归 函数 "来 定义 ， 
“递归 函数 " 即 用 其 他 函数 循环 地 
定义 的 函数 ,617 页 上 把 这 个 情况 
与 总 的 象棋 程序 合并 起 来 了 .“ 
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作者 的 象棋 程序 的 等 级 结构 的 ,这 一 点 在 这 个 图 示 中 表达 得 很 清楚 .因为 一 个 人 心里 能 

一 次 记 住 的 问题 的 规模 和 复杂 性 是 有 限 的 ,看 来 处 理 大 规模 和 复杂 问题 的 最 好 办 法 是 将 适当 

| 规模 的 操作 作为 分 开 的 单元 来 处 理 , 然 后 将 它们 分 等 级 地 组 合 起 来 .逻辑 函数 "ChosenPosi- 

tior "可 由 两 修 另 外 的 淆 数 "LegalPositionFrom" 和 "BestPosition" 来 循环 地 定 交 .函数 "LegalPo- 

| sitionFrom" 是 讲 在 对 局 中 的 给 定 着 上 在 棋盘 上 寻求 合法 局 面 的 问题 ;所 有 这 些 从 "LegalPosi- 

| tionFrom "分 支出 来 的 函数 处 埋 这 个 问题 的 不 同 的 方面 .例如 ,讨论 吃 着 的 这 个 主要 分 支 是 用 

| 深 色 印 的 . 函数 "BestPosition" 和 从 它 分 支出 来 的 所 有 函数 则 讨论 由 "LegalPositionFrom" 提 殿 
的 表 由 选择 最 佳 局 和 面 的 问题 ， 


| 当 我 们 进而 详细 考虑 走 着 的 表示 时 ,我 们 发 现在 普通 的 棋 角 上方 格 的 编号 用 起 来 不 方便 ， 
因为 有 两 类 方 格 ( 在 不 同 的 行 上 交错 ) 它 们 需要 不 同 的 规则 , 萨 织 尔 想 出 一 个 巧妙 的 方法 以 避免 

| 这 个 转 难 - 在 棋盘 上 增加 不 同 的 行 和 列 并 把 方 格 重新 编导 ,他 产生 一 个 方案 ,在 其 中 可 对 于 棋 坊 
革 实 际 对 到 的 部 分 的 所 有 方略 ,所 有 可 能 的 走 着 都 类 似 ( 见 612 页 下 图 ). 

| 所 有 可能 的 走 着 (未 被 吃 掉 的 子 ) 分 成 四 种 类 型 ,每 一 种 都 可 表 成 一 个 字 ( 由 45 比特 组 成 
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它 能 标 出 其 类 型 中 任 一 走 着 , 在 我 们 已 经 用 到 的 记号 的 框架 的 范 二 内 ,为 表示 吃 着 和 小 卒 升 级 
为 土 也 是 简单 的 事 . 


全 面 详 细 地 讨论 一 个 实用 的 象棋 程序 起 出 了 本 文 的 范围 . 然而 ,编写 这 样 一 个 程序 的 过 程 
的 主要 轮廓 现在 应 当 清 楚 了 . 第 一 步 是 得 出 有 关 如 何 解决 这 个 问题 的 一 个 模糊 观念 . 第 二 步 是 
列举 实现 这 个 最 初 计划 所 需 的 操作 ,把 这 些 操 作 在 其 上 作用 的 对 象 命名 ,这 样 可 以 将 它 形 式 化. 
第 二 步 是 灌 清 这 些 对 象 的 定义 并 对 它们 中 芍 每 一 个 都 设置 一 个 表示 . 这 些 表示 应 当 首先 由 作用 
于 这 些 对 象 上 的 操作 所 确定 . 一旦 这 些 表 示 已 经 被 决定 ,分 支 操作 能 够 用 它们 更 为 精确 地 定义 ， 
于 是 你 能 够 加 细 这 个 过 程 ,改正 可 能 在 表示 中 显露 的 错误 和 缺陷 ,并 生 相 应 地 校正 这 些 操 作 . 

在 这 个 阶段 ,该 程序 的 大 部 分 楼 用 的 脑力 工作 看 来 都 已 完成 了 . 我 们 已 经 精确 地 列举 了 我 
们 希望 计算 机 去 做 什么 . 剩 下 是 将 程序 巩 变 为 计算 机 指令 ,这 应 当 仅 仅 是 常规 的 了 然而 不 幸 ， 
事情 并 不 能 这 样 进行 下 去 ,并 且 任何 一 位 没有 运用 计算 机 经 验 的 人 ,可 能 会 很 不 高 兴 , 令 他 感到 
你 奇 的 是 仍然 需要 付出 大 量 的 时 间 和 劳力 . 

育 先 ,计算 机 不 能 直接 接受 相当 复杂 难 仪 的 指令 ,而 我 们 很 愿意 给 它 的 又 恰 是 如 此 . 几乎 可 
以 肯定 ,我 们 将 用 到 的 操作 对 于 任何 一 台 计 算 机 都 是 过 多 了 . 为 了 避免 机 器 无 能 直接 去 做 我 们 
所 名望 它 做 的 ,我 们 可 以 把 我 们 的 程序 用 一 个 标准 编程 语言 写 出 来 ,并 且 让 该 机 器 将 这 个 程序 
翻译 成 它 自己 的 简单 得 多 的 代码 ， 这 做 乎 是 计算 机 的 一 个 精彩 用 法 , 即 让 它 为 我 们 完成 苦力 活 ， 
也 是 很 不 幸 , 这 仍 不 能 摆脱 烦 重 劳动 . 我 们 必须 去 做 大 量 的 显然 无 关联 的 ,然而 是 为 此 目的 而 专 
门 安排 的 工作 ,来 迫使 程序 成 为 适合 于 现行 的 编程 语言 的 形式 . 

现在 已 有 担当 一 批 这 类 编程 语言 :FORTRAN,ALGOL 和 MAD 主 要 用 于 科学 问题 );JO- 
YiAL( 军 用 );COBOL;SIMSC RIPT;LISP; PII; CPL 等 等 为 指出 语言 的 不 同 格式 ,我 们 给 出 
三 个 样本 :用 CPL,ALGOL 以 及 FORTRAN 分 别 写 出 一 个 简单 程序 以 求 函 数 er( 见 611 贡 播 
图 ). 

六 约 九 年 以 前 这 种 类 型 的 编程 语言 的 出 现 大 大 丰富 了 编程 技艺 ， 在 那 以 前 一 个 全 有 5 000 
条 指令 的 程序 就 被 认为 县 很 大 了 ,并 且 只 有 那些 最 有 经 验 或 者 亦 干 的 程序 员 才 会 二 尝试 今天 
一 个 人 能 够 处 理 大 约 10 倍 大 的 程序 ;一 队 人 的 合作 能 够 生产 出 再 大 五 至 十 倍 的 程序 . 

新 编程 诸 言 中 最 为 重要 的 是 FORTRAN; 直到 最 近 ;合计 已 经 作出 的 科学 和 工程 程序 超过 
百 分 之 九 十 是 用 它 来 写 出 的 . 在 过去 的 几 年 逐 产 弄 清楚 了 , 现 有 的 编程 语言 没有 完美 讯 缺 的 ,而 
FORTRAN 的 巨大 成 就 在 于 它 的 相对 的 而 不 是 绝对 的 优点 . 其 他 的 编程 语言 诸如 ALGOL 和 
IISP 已 经 显示 出 它们 有 比较 容易 的 办 法 在 计算 机 上 处 理 某 些 问 题 
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七 图 的 左 询 给 出 了 完全 的 象棋 程序 .程序 中 使 用 的 语言 是 CPL 的 一 个 非 正式 而 有 某 些 扩 
展 的 版 本 . 列举 在 这 个 特殊 程序 中 的 逻辑 函数 的 名 称 ("ChosenPosition" 及 其 他 } 的 选取 ,是 罗 
了 使 它们 控制 的 操作 能 看 得 出 来 . 在 这 个 程序 中 用 到 的 基本 的 或 推广 的 函数 以 及 特别 的 数据 
结构 的 览 表 列 在 右 栏 中 . 程序 中 略 去 的 主要 东西 是 输入 和 输出 的 安排 ,以 及 定义 游戏 策略 的 
函数 {Terminai{ P, dj 和 TerminalValuef P,d}). 这 个 程序 尚未 在 一 台 机 器 上 调试 过 ,因此 根据 
本 文中 的 看 法 , 它 可 能 仍然 包含 着 某 些 错 溃 ;有 兴趣 的 读者 可 以 去 把 它们 挝 出 来 _ 一 般 记 号 
Condition ~A,B" 是 一 个 条 件 表 示 式 ,如 果 条 件 被 满足 ,{ 即 如 果 它 正 兢 ) 则 其 值 是 A ,否则 是 
日 .涉及 吃 着 的 部 分 用 溢 色 印 出 . 


618 VY .数学 的 意义 


问 到 我 们 的 象棋 程序 ;我 已 经 用 CPL( 它 表示 “组 合 编程 语言 ”) 的 一 个 非 正 式 而 且 有 些 扩展 
的 版 本 写 下 了 完整 的 程序 ( 某 些 细节 除外 包括 输入 和 输出 的 布置 ), 这 个 符 导 形式 的 程序 连同 用 
到 的 术 诸 表 和 它们 的 定义 , 见 上 页 . 这 个 程序 决 不 是 最 终 的 形式 ; 它 还 没 在 一 个 机 器 上 运行 过 ， 
因此 根据 下 面 所 表示 的 观点 , 它 可 能 包含 着 某 些 错误 , 有 兴趣 的 读者 可 以 去 把 它们 找 出 来 . 


在 计算 机 编程 的 早期 ,就 说 十 五 年 前 吧 ,数学 家 习惯 于 认为 只 要 充分 小 心 他 们 就 能 写 出 证 
确 的 程序 来 .后 来 使 他 们 大 为 吃惊 的 和 烦 信和 的 是 ,情况 并 非 如 此 ,而 程序 极 少 例外 都 含 荐 大 量 的 
错误 . 发 现 有 错误 , 找 出 错误 的 位 置 并 且 改 正 错误 的 过 程 是 非常 困难 的 ,经 常 要 花费 比 当初 写 程 
序 长 得 多 的 时 间 并 且 还 要 耗 用 大 量 的 机 器 时 间 . 

虽然 编程 技术 从 早期 至 今 已 经 有 很 大 改进 ,发 现 和 改正 程序 中 的 错误 的 过 程 _ 个 形象 
但 不 太 文雅 的 说 法 是 “ 提 虫 "debugging) 一 一 仍然 是 一 个 最 困难 , 令 人 烦 乱 的 并 且 使 人 不 满意 的 
工作 . 过 上 这 种 情况 的 主要 影响 是 心理 上 的 . 虽然 我 们 都 很 喜欢 说 一 个 老生 常 谈 ;犯错 误 万 人 之 
各 情 , 但 多 数 人 都 希望 当 我 们 自己 去 做 的 时 候 , 也 许 运气 会 好 些 . 然而 泄气 的 是 机 器 开 诚 布 公 地 
并 且 无 可 争辩 地 显示 ,即使 是 我 们 去 尝试 ,我 们 所 犯 的 错误 事实 上 正 同 其 他 入 一 样 的 多 . 如 果 你 
不 能 从 这 个 打击 中 恢复 你 的 自尊 ,你 就 不 能 当 一 个 程序 员 . 

事实 上 ,人 的 本 性 并 非 完美 无 缺 的 , 并 且 相 信 将 来 会 完美 无 缺 也 是 不 现实 的 . 要 使 一 个 程序 
正确 ,唯一 合理 的 办 法 看 来 是 : 先 假设 它 包含 关 错误 ,然后 一 步 _ 步 来 发 现 并 纠正 它们 这 个 态 
度 ,任何 一 位 接触 过 设计 某 个 大 规模 操作 的 人 都 是 热 习 的 ,但 是 对 大 多 数 没 干 过 的 入 来 说 则 是 
完全 生 玖 的 . 

我 认为 麻烦 的 是 ,大 多 教育 过 程 投 入 了 很 高 的 费用 ,为 的 是 第 一 次 就 能 得 出 正确 答案 如 果 
你 对 一 个 考试 题 给 了 错误 管 案 ,你 丢 了 分 而 这 就 完蛋 了 . 如 条 你 在 写 你 的 程序 中 犯 了 一 个 错 
误 同样 ,在 教室 外 的 实际 生活 中 的 其 他 情况 下 犯 了 -- 个 错误 一 一 这 无 论 如 何不 是 一 场 灾 
难 .不 过 ,你 应 当 找 出 你 的 错误 并 改正 它 . 可 能 如 果 大 学 教学 上 也 更 多 地 采取 这 个 态度 ,事情 会 
更 好 些 ， 


二 我 们 开始 掌握 一 台 计算 机 并 且 试图 实际 运行 一 个 程序 ,或 者 检验 它 ,或 者 为 获得 某 些 韦 
用 的 结果 ,我 们 的 确 开 始 会 遇 到 挫折 . 尽管 机 器 的 速度 快 得 不 得 了 :通常 你 还 得 苍 岂 小 时 有 时 要 
几 大 才能 实际 得 到 那 怕 是 最 短 的 程序 的 管 案 . 等 竺 时 间 这 样 长 ,再 加 之 计算 机 及 其 编程 语言 以 
个 汇编 请 言 常常 没有 什么 用 ,从 面 经 过 一 整 天 的 等 待 结束 ,你 得 到 的 仅 有 信息 可 能 就 是 “你 的 
程序 还 是 错 的 ”. 因此 很 容易 理解 为 什么 有 那么 多 的 人 有 这 样 一 个 印象 ;使 用 一 合计 算 和 或者- 
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个 系统 ,与 其 说 它 是 合作 关系 不 如 说 是 在 和 它 打仗 . 

这 种 吉 性 情势 产生 的 原因 是 每 个 人 都 希望 尽 可 能 长 久 地 完全 占有 计算 机 ,而 它 是 -- 台 非常 
昂贵 的 机 器 . 在 计算 机 之 外 的 常常 雇 了 一 大 批 操 作 人 员 的 机 构 应 当 对 几乎 所 有 的 “周转 时 间 ” 以 
及 相当 大 的 一 个 比例 的 挫折 人 负责 , 分 时 系统 的 引进 将 会 消除 这 种 烦恼 ,但 要 付出 代价 ;操作 程序 
的 规模 和 复 茶 镍 会 大 为 增加 (参见 法 诺 (Fano) 和 柯 尔 巴 托 CCorbata ) 的 “计算 机 上 的 分 时 ”,《 科 
学 美国 人 》,1966 年 9 月 导 ). 

为 使 一 个 程序 可 以 实际 运行 ,很 大 一 部 分 工作 能 够 由 计算 机 本 身 来 完成 . 诸如 将 编程 语言 
翻译 成 详细 的 机 器 代码 ,分 配 计算 机 内 的 存 贮 空 间 ,保存 记录 以 有 助 于 诊断 程序 错误 ,组 织 来 自 
不 网 的 用 户 的 简短 任务 的 一 个 系列 的 安排 和 计算 以 及 类 似 的 秘 种 操作 都 是 一 种 高 级 文秘 工作 ， 
而 计算 机 能 够 掌握 得 很 好 ,因此 要 求 机 器 来 完成 它 是 很 合理 的 . 

使 机 器 能 实现 这 些 操作 的 程序 是 极为 重要 的 . 大 多 数 计算 机 用 户 与 它们 的 接触 远 多 于 与 计 
算 机 本 身 的 接触 ,由 于 这 个 缘故 ,操作 程序 被 人 们 称 为 软件 系统 (相对 于 此 计算 机 本 身 则 大 们 称 
为 硬件 ). 实际 上 一 个 系统 的 实现 依赖 其 软件 的 程度 与 其 硬件 一 样 ,并 且 软 件 系 统 的 设计 和 撰写 
正在 迅速 地 成 为 计算 机 广 家 们 的 一 个 主要 问题 . 整 组 的 这 种 程序 , 称 为 软件 包 , 厂 家 生产 和 调试 
它们 的 成 本 和 生产 机 器 本 身 很 容易 是 一 样 的 天 . 结果 就 出 现 很 强 的 压力 ; 足 可 能 不 让 改变 编程 
语言 也 不 让 改变 操作 系统 ,尽管 它们 在 许多 方 而 是 严重 地 不 适应 的 . 

为 什么 从 一 个 程序 的 构想 到 它 由 机 器 的 实现 的 道路 是 如 此 之 长 和 令 人 厌倦 的 ?为 什么 今 
天 操作 系统 一 软件 一 一 是 如 此 昂贵 和 令 人 不 满意 ? 难道 可 能 我 们 正在 接近 人 类 编制 复杂 的 
程序 的 极限 ,而 现在 的 软件 危机 ,的 确 是 由 于 企图 挑战 人 类 能 力 之 外 而 产生 的 结果 ? 任何 经 营 
大 计算 机 系统 的 人 今天 都 清楚 ,整个 事情 在 其 自身 复杂 性 的 重负 之 下 是 如 何 接近 于 骨 演 ， 

“无 疑问 的 是 在 当前 技术 条 件 下 我 们 已 接近 于 到 达 我 们 编程 的 极限 了 . 然而 难道 我 们 不 能 改 
进 技术 吗 ? 我 们 在 本 文中 已 经 考虑 过 的 象棋 例子 给 出 了 强 殉 的 镑 示 ,编程 语言 的 简化 做 法 和 改 
进 将 会 使 事情 变 得 窜 易 得 多 . 如 果 一 个 合适 的 编程 语言 已 经 存在 ,显然 人 应 当 可 能 用 上 面 概述 
的 办 法 来 编写 整个 象棋 程 序 ,而 将 几乎 所 有 其 他 步 又 留 给 计算 机 去 实现 . 事实 上 ,自前 这 已 闫 不 
才能 名 完 成 了 ,并且 构 作 一 个 可 能 的 语言 大 概 不 太 困难 . 

来 着 手 做 一 个 大 而 复杂 的 程序 唯一 合适 的 办 法 是 用 等 级 方法 , 因为 在 -- 段 时 间 里 ,我 们 的 
头脑 能 掌握 的 问题 的 规模 和 复杂 程度 是 有 限度 的 ,看 来 扩展 我 们 的 能 力 的 最 好 的 办 法 是 将 相对 
大 而 县 复杂 的 各 个 操作 化 为 单个 的 单元 来 处 理 , 然 后 把 它们 按 等 级 组 全 起来, 现在 的 编程 语言 
部 只 是 口头 上 说 说 这 个 观念 ,而 并 不 多 许 真 正 无 限制 地 实现 分 等 级 - ”程序 员 必 须 同时 考虑 的 
仅 有 两 三 个 水 平 的 操作 (诸如 “局 部 "和 “整体 7). 那些 允许 真正 分 等 级 处 理 一 个 问题 的 语言 仅 有 
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有 限 的 能 力 来 处 理 表 示 . 

今日 的 计算 机 本 身 ; 对 于 使 用 是 分 等 级 地 (或 递归 地 7 编写 程序 是 一 块 绊 潮 石 , 内 为 计算 机 
不 通 应 于 这 类 编程 ,这 样 一 个 程序 的 运行 比 用 通常 办 法 编写 和 译 码 的 程序 慢 得 多 . 然而 ,我 相信 
这 类 编程 的 优点 远 还 超过 它 可 能 需要 更 多 的 机 器 时 间 这 一 缺点 , 优点 是 如 此 之 大 ,我 相信 分 秆 
级 方法 终究 会 被 广泛 接受 , 无 论 如 何 , 任 何 机 响 的 主要 目的 是 减少 人 类 的 麻烦 ;因此 ,把 人 所 做 
的 工作 更 多 地 交 给 机 器 ,我 们 不 必 为 此 不 适当 地 过 分 不 安 . 此 外 ,有 很 好 的 理由 期 望 有 可 能 设计 
出 更 加 自然 和 有 效 地 处 理 深 亲 分 等 级 的 程序 的 计算 机 . 这 些 机 器 将 可 能 比 现在 的 稍微 复杂 些 ， 
但 是 成 本 上 的 差别 会 是 很 合算 的 . 


作为 本 文 的 结束 ,我 现在 谈 谈 编程 语言 . 在 我 看 来 这 是 最 困难 的 ,然而 也 是 最 有 兴趣 的 和 非 
常 值得 的 问题 ,这 就 是 要 为 构 作 程序 的 分 等 级 系统 而 英 立 一 个 坚实 的 数学 基础 ,并 且 发 展 一 个 
算法 来 操作 它们 . 

困难 基本 上 来 自 这 样 一 个 事实 ,编程 向 我 们 提出 某 些 新 的 问题 ,它们 在 任何 其 他 数学 分 支 
中 都 设 有 出 现 过 ,或 鞋 少 并 不 重要 . 这 个 数学 问题 有 两 个 方面 , 头 一 个 是 如 何 显 式 地 并 且 详 细 地 
处 理 复杂 约 结构 (包括 数据 表示 ), 同 时 要 使 该 结构 不 仅 作为 一 个 整体 而 且 其 分 友 部 分 也 必须 是 
命 了 名 的 面 且 有 着 为 它们 指定 之 值 . 困难 的 第 二 方面 是 为 编程 中 应 用 祈 使 语气 ( 即 命令 语气 ) 引 
八 一 旦 变量 ,但 是 数学 ,一 般 来 说 ,并 不 能 识别 在 此 意义 下 的 变量 的 存在 性 , 即 是 说 , 值 在 一 段 时 
间 之 内 会 变化 的 变量 . 数学 在 其 传统 分 支 中 只 处 理 静 止 的 状态 . 其 至 涉及 极限 方法 的 微 积分 用 
级 数 来 处 理 课题 时 也 只 算 到 岗 定 的 项 为 止 . 一 般 说 来 数学 家 称 为 变量 的 东西 或 者 是 其 值 尚 不 部 
道 的 常数 ,或 者 是 不 存在 的 量 ( 诸 如 “无 人 ”) ,引信 它们 是 为 了 还 辑 语 法 的 需要 . 为 一 方面 ,在 编 
程 中 我 们 正 是 用 到 一 个 过 程 的 性 质 来 处 理 随时 间 变 化 的 变量 ;一 个 程序 的 本 质 就 是 调度 这 些 变 
化 ， 

一 位 有 经 验 的 程序 员 读 到 本 文 时 会 对 下 述 事实 感到 震惊 ,在 讲 象 棋 程序 时 我 没有 用 到 命 
令 ,特别 是 该 程序 不 含有 赋值 语句 (为 名 称 和 对 象 赋值 的 语句) 这 样 做 的 缘由 是 仅 当 不 出 现 冉 
值 语句 时 我 们 才 知 道 如 何 去 把 递归 地 定义 的 函数 组 合成 等 级 结构 . 如 时 赋值 语句 也 包括 在 内 ， 
则 至 今 仍 无 满意 的 办 法 来 完成 同样 的 事情 . 

我 上 面 讨论 这 的 数学 问题 的 研究 现在 已 经 开始 了 了. 从 一 开始 就 很 清楚 ,我 们 打算 开发 的 这 
个 领域 几乎 完全 是 新 的 :没有 现成 的 方针 ,而 在 数学 研究 的 大 多 数 其 他 领域 里 则 是 有 的 同样 明 
显 的 是 ,第 一 位 的 和 最 困难 的 任务 是 弄 清楚 在 编程 的 上 下 文中 用 诸如 “名 称 ” 和 “价值 ”等 术语 究 
况 是 秆 么 意 恩 . 主要 的 麻烦 是 赋 利 的 引 人 ( 伴 随 着 情况 的 改变 值 也 要 改变 ) 使 这 些 术语 的 意义 ， 
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从 通常 在 数 学 中 应 用 它们 的 观点 看 来 ,是 含糊 不 清 的 ,因此 ,似乎 可 能 为 了 坚实 地 把 所 这 种 情形 
我 们 需要 产生 一 些 新 的 概念 

在 编程 语言 领域 中 现在 正在 完成 的 许多 理论 村 作 是 涉及 语言 语法 的 . 本 质 上 这 意味 着 这 项 
研究 涉及 的 不 是 这 个 语言 在 说 什么 而 是 它 如 何 说 . 这 个 途径 似乎 为 新 概念 的 形成 设置 了 几乎 不 
可 克服 的 位 碍 一 一 至 少 是 在 涉及 语言 的 意义 时 是 这 样 . 我 相信 ,对 于 程序 员 来 说 ,取得 成 功 的 道 
路 是 沿 着 研究 意义 而 不 是 研究 诺 法 的 道路 而 展现 . 我 们 将 主要 是 通过 研究 意义 来 发 展 建构 等 级 
系统 所 要 求 的 概念. : 


和 业 S. 
控制 论 


诺 怕 特 ， 维 纳 (Norbert Wiener),1948 年 ]1 月 号 


信 起 来 ,其 一 是 以 人 类 为 背景 而 泛称 之 为 思维 ,其 二 是 在 工程 中 所 谓 的 控制 与 通讯 . 换 言 
之 ,控制 论 努 力 寻 求 拥 动机 与 人 类 神经 系统 功能 的 共同 点 ,并 且 建 立 一 个 包含 机 器 与 
有 生命 的 有 机 体 中 的 控制 与 通讯 这 整个 领域 的 理论 . 
大 家 都 知道 ,人 脑 最 复杂 的 活动 和 一 个 简单 的 加 法 机 的 运作 ,二 者 在 一 个 很 广阔 的 领域 中 
是 互相 重 辣 的 . 比较 精巧 犁 现代 计算 机 都 能 进行 记忆 ,联想 ,选择 还 能 进行 脑 的 许多 其 他 的 功 
能 , 说 实话 ,专家 们 已 经 使 这 类 机 器 精巧 到 这 样 的 地 步 ,甚至 可 以 说 人 脑 的 行为 很 像 机 器 . 越 来 
越 复杂 的 机 制 的 建立 已 经 使 我 们 更 接近 于 了 解 人 脑 本 身 是 怎样 运作 的 . 
控制 论 即 cybernetic 一 词 借 自 希 腊 文 kybernetes, 意 为 舵手 . 这 字 通 过 其 在 控 丁 文中 的 衍生 
词 gubernator 变 成 为 govenor 一 词 ; 它 在 机 械 学 中 意 为 调 速 器 等 等 ,在 很 长 一 段 时 间 里 是 指 一 
种 类 型 的 控制 机 制 ,这 是 苏格兰 物理 学 家 麦克 斯 书 80 年 前 一 个 卓越 研究 的 标题 , 麦克 斯 志和 控 
制 论 研 究 者 选用 这 个 词 打算 摘 述 的 基本 概念 都 是 反馈 机 制 ,而 它 最 好 不 过 地 可 以 用 船 的 舵 机 为 
代表 .下 面 的 重子 可 以 把 它 的 意思 说 清楚 . 
假设 我 瓜 起 一 支 铅 笔 ,为 此 我 要 让 某 些 肌肉 运动 .只 有 解剖 专家 才 知 道 究 况 是 哪些 肌肉 ,而 
其 至 是 他 也 很 难 做 到 自觉 地 按 自己 的 意愿 依次 收缩 每 一 条 有 关 的 肌肉 . 其 实 我 们 想 要 做 的 并 非 
运动 个 别 的 肌肉 ,而 是 拾 起 铅笔 . 一旦 我 们 决定 了 要 做 这 件 事 , 手 车 和 手 的 运动 将 是 这 样 进行 
的 ,使 得 离开 铅 笔 被 我 们 拾 起 来 的 差距 一 步 步 缩小 , 这 一 部 分 动作 并 非 完全 自 党 的 . 
要 这 样 完成 一 个 动作 ,必须 向 神经 系统 作 报告 ,不论 是 自觉 还 是 不 自觉 的 ,使 它 知道 在 每 个 


1 ern en 了 定义 科学 中 的 一 个 新 领域 . 它 在 同一 个 条 目下 把 两 种 研究 组 合 
个 
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时 刻 离 拾 起 铅笔 还 差 多 少 . 这 个 报告 可 以 是 视觉 的 ,至 少 部 分 的 是 ,但 它 更 一 般 地 是 运动 感觉 
的 ,或 者 用 流行 的 说 法 ,是 本 体感 受 的 . 如 果 没 有 本 体感 受 的 感觉 ,而 又 不 能 用 视觉 或 别 的 什么 
来 代替 ,我们 就 不 能 完成 拾 铅笔 的 动作 ,我们 就 处 于 一 种 称 为 运动 失调 的 状态 . 另 一 方面 ,过 分 
的 反馈 可 能 也 是 同样 严重 的 障碍 . 这 时 , 舰 肉 超过 了 标的 ,然后 发 生 一 种 不 能 控制 的 颐 动 . 这 种 
情况 常 与 小 脑 受 伤 有 关 , 称 为 目的 震 辣 . 

于 是 在 这 里 神经 系统 的 工作 和 某 些 机 器 的 工作 有 明显 的 平行 性 . 反馈 原理 在 神经 生理 学 中 
引进 了 一 个 重要 的 新 概念 . 中 枢 神 经 系统 不 再 只 是 一 个 自足 的 器 官 , 它 只 是 从 感官 站 至 讯号 ,再 
传递 到 肌肉 . 相反 地 , 它 的 某 些 最 为 特征 的 活动 只 能 用 一 个 环形 的 过 程 来 解释 , 即 由 神经 系统 传 
到 般 肉 后 ,再 通过 感官 传 回 神经 系统 , 在 把 对 象 作为 一 个 整体 的 研究 中 ,这 个 发 现 似乎 标志 了 前 
进 一 大 步 . 

控制 论 所 代表 的 新 方法 一 一 即 一 种 统一 的 研究 , 既 非 严格 生物 学 的 ,又 非 严 格物 理学 的 ,而 
是 二 者 的 综合 一 一 已 经 有 证 据 表 归 在 解决 工程 和 生理 学 的 许多 问题 上 ,还 很 可 能 在 精神 病 治 疗 
上 有 用 ， 

这 个 工作 是 作者 和 罗 森 布 吕 特 (Arthuro Rosenblueth) (当时 他 在 哈佛 医学 院 , 现 在 在 墨 西 
王国 立 心 胜 病 学 研究 所 ) 几 年 合作 的 -一 项 研究 计划 的 成 果 . 罗 森 布 各 特 博士 是 一 位 生理 学 家 ;我 
则 是 一 个 数学 家 . 多 年 来 罗 森 布 吕 特 博士 和 我 共有 一 个 信和 念 ,科学 的 生长 中 最 富有 成 果 的 领域 
训 是 在 不 同 的 已 发 展 领域 之 间 被 人 忽视 的 无 人 地 带 . 罗 森 布 昌 特 博士 常 坚 持 ,真正 开发 科学 地 
图 上 这 些 空 电 地 区 只 有 依靠 科学 家 的 小 组 ,其 每 个 成 员 都 专 于 一行 ,但 对 他 的 同伴 们 的 领域 要 
有 彻底 可 靠 的 知识 ， 

我 们 的 合作 始 于 一 项 战 时 的 任务 .我 和 一 位 同伴 比 格 罗 (Julian H. Bigelow) 受 命 研 究 一 项 
高 射 炮 用 的 火力 控制 装置 , 它 要 能 跟踪 飞机 的 曲线 航程 并 预测 其 位 置 . 我 们 很 快 得 出 结论 ,这 个 
问题 的 任何 解决 方案 都 大 大 依 束 于 反馈 原理 ,因为 它 不 仅 是 仪器 问题 ,而 且 涉 及 大 炮 和 飞机 的 
操作 人 员 . 我 们 带 着 一 个 关于 神经 系统 中 的 震 额 的 具体 问题 来 找 罗 森 布 日 特 博士 ,他 的 回答 中 
讲 到 目的 震 皮 这 个 词 ,肯定 了 我 们 关于 反馈 在 有 意识 活动 中 的 重要 性 的 假设 . 

这 次 讨论 提示 的 一 些 思想 引导 我 们 共同 做 一 些 实验 ,其 中 之 一 是 研究 猫 的 肌肉 的 反馈 . 我 
们 研究 的 范围 逐渐 扩大 ,同时 ,来 自 极 不 相同 领域 中 的 科学 家 也 参加 进来 了 . 其 中 有 数学 家 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 的 汉 。 诺 依 曼 (John von Neumann) 和 MIT 的 匹 效 (Walter Pitts) ;生理 学 家 宣 
多 法 尼 亚 大 学 的 麦 卡 洗 (CWarren Meculloch) 和 洛克 徘 勒 研究 所 的 德 。 诺 (Lorente de No) ;世故 
的 心理 学 家 MIT 的 葬 文 (Kurt Levin) ; 人 类 学 家 贝 特 孙 (Gregory Bateson) 和 米 德 (Magaret 
Mead) :经济 学 家 普林斯顿 高 等 研究 所 的 摩根 斯 特 恩 (Oskar Morgenstein) ， 还 有 来 自 心理 学 , 社 
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会 学 .工程 .解剖 学 .神经 生理 学 .物理 学 等 等 领域 的 其 他 专家 . 

控制 论 的 研究 可 能 会 在 许多 领域 中 都 有 富有 成 果 的 应 用 :从 假 胶 的 控制 机 械 到 工业 的 几乎 
完全 的 目 动 化 .但 在 我 们 看 来 , 它 还 会 包含 广 阅 得 多 的 思想 领域 , 如 果 说 17 世纪 和 18 世纪 前 期 
是 钟 的 时 代 ,18 世纪 后 期 和 19 世纪 是 燕 汽 机 的 时 伐 ,那么 现代 就 是 通讯 和 控制 的 时 代 . 在 电机 
工程 中 有 一 个 分 划 , 即 把 强 电 技 术 和 弱电 技术 分 开 ; 正 是 这 种 划分 把 才 过 去 的 时 代 与 我 们 生活 
于 其 中 的 时 代 分 开 了 . 通讯 工程 与 动力 工程 的 分 别 在 于 ,前 者 主要 注意 的 不 是 能 量 的 节约 而 是 
讯号 的 准确 人 复制. 

从 狄 达 洛 斯 以来, 存 技术 发 展 的 各 个 阶段 中 ,技师 制造 一 个 东西 , 它 是 能 作 一 些 事 的 有 生 
命 物体 的 模仿 ,这 个 想法 一 直 困 扰 着 人 们 . 在 巫 术 的 时 代 就 有 高 兰 (Golem) 这 种 奇特 那 恶 的 想 
法 :这 是 一 个 泥人 . 布拉格 的 犹太 教士 向 它 吹 气 , 赋 给 它 生 命 . 在 牛顿 的 时 代 , 自 动机 就 是 上 发 条 
的 八音盒 , 19 世纪 的 自动 机 就 是 大 名 上 意 占 的 蒸汽 机 ,但 它 用 的 是 可 以 燃烧 的 燃料 ,而 不 如 入 的 肌 
肉 用 的 是 葡萄 糖 . 我 们 时 代 的 自动 机 则 能 用 光电 池 开 门 ， 能 把 高 射 炮 指向 雷达 波 东 找到 生机 的 
地 方 ,或 者 能 算出 微分 方程 的 解 ， 

在 19 世纪 占 统治 地 位 的 科学 观 的 影响 下 ,关于 人 体 的 工程 自 然 地 被 看 成 是 动力 工程 的 分 
文 . 甚至 今天 ,在 具有 经 典 观点 的 保守 生理 学 家 中 这 仍 是 统治 的 观点 . 但 是 现在 我 们 往 步 看 到 ， 
人 体 远 非 一 个 保守 系统 ,他 的 能 力 受 到 的 限制 远 远 少 于 过 去 我 们 所 相信 的 . 我 们 开始 看 到 ,如 像 
神经 元 一 一 我 们 的 身体 的 神经 复合 体 的 单元 一 一 这 样 重要 的 元 素 ,工作 的 条 件 与 真空 管 的 工作 
条 件 非 常 相像 ;它们 所 消耗 的 相对 小 的 功率 是 由 人 体循环 从 外 面 供给 的 ,为 了 描述 它们 的 功能 ， 
最 要 紧 的 指标 并 不 是 耗 能 的 多 少 . 

总 之 ,关于 自动 机 一 一 不 论 是 金属 的 还 是 血 岗 的 一 一 新 研究 是 通讯 工程 的 一 部 分 ,其 主要 
的 思想 是 信息 ,是 干扰 的 量 , 努 “ 咯 声 ”{ 这 是 从 电话 工程 中 借用 的 }, 是 需要 传递 的 信息 之 量 , 还 
有 编码 技术 等 等 . 

这 个 观点 显然 会 有 影响 许多 科学 分 支 的 意义 , 现在 考虑 控制 论 对 于 心智 的 失调 的 应 用 , 认 
识 到 人 脑 与 计算 机 有 许多 共同 之 处 会 对 精神 病理 学 甚至 精神 病 治疗 提供 新 的 可 用 的 途径 . 

这 项 研究 可 以 从 似 为 最 简单 的 问题 开始 ,这 问题 就 是 ;人 脑 怎样 避免 完全 错乱 ,或 由 于 脑 的 
茶 些 部 分 出 问题 而 行动 完全 失调 . 关于 计算 机 ,类 似 的 问题 有 实际 的 重要 性 ,因为 在 这 里 一 连 捉 
动作 会 延续 几 小 时 到 几 天 ;而 每 一 个 动作 只 有 几 分 之 一 微 秘 . 计算 运算 之 链 可 以 涉及 几 十 亿 个 


¥ 译注 , 犹 达 洛斯 (Daedalus) 是 希腊 神话 中 的 巧 瞎 ,建筑 师 和 路 刻 家 他 曾 为 克 里 特 国王 建 了 一 个 迷 
官 . 
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不 只 是 一 个 接收 和 传递 信 


从 控制 论 角度 看 来 
号 的 自足 的 系统 , 它 是 一 个 回路 ， 当 某 些 脉 冲 进 入 肌肉 并 且 通 


过 感觉 嚣 官 再 进入 神经 系统 时 ,反馈 原理 就 起 作用 ， 


? 


神经 系统 
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单独 的 步 又 . 在 这 种 情况 下 , 决 不 可 忽略 至 少 一 个 运算 会 出 错 的 机 会 ,尽管 现代 电子 仪器 的 可 靠 
性 已 超过 了 最 乐观 的 期 望 . 
用 手 或 台式 计算 机 作 计 算 时 ,通常 的 作法 是 检查 计算 的 每 
一 步 ,一 旦 发 现 错误 ,就 从 第 一 次 发 现 错误 处 向 前 倒 推 ,这 样 来 
确定 错误 何在 . 如 果 要 对 于 一 个 高 速 计算 机 这 样 作 , 检 查 之 快 必 
须 与 原 机 器 的 速度 相 一 致 ,否则 机 器 的 有 效 速 度 的 量 级 将 下 降 
到 与 较 慢 的 检查 过 程 相 一 致 
一 个 好 得 多 的 检查 方法 ,也 是 现在 实际 上 在 用 的 方法 ,是 把 
每 一 个 运算 同时 交 给 两 个 或 三 个 机 制 . 如 果 使 用 了 两 个 这 样 的 
机 制 , 则 所 得 的 结果 会 自动 地 被 互相 详 加 比较 :如 有 差异 ,就 会 
把 全 部 数据 送 人 永久 的 存储 器 中 ,就 会 停机 ,并 对 操作 者 发 出 讯 
号 说 明 出 了 问题 , 操作 者 就 会 比较 计算 的 结果 ,并 以 之 为 引导 找 
出 有 毛病 的 零 部 件 ,可 能 是 一 个 真空 管 烧 了 而 需要 换 一 个 . 如 果 
在 每 个 阶段 都 使 用 三 个 分 开 的 机 制 , 则 实际 上 ,三 个 机 制 中 总 会 
医 汽 机 的 调 速 器 是 反馈 。 有 两 个 给 出 相同 的 结果 ;这 个 相同 的 结果 就 是 解答 . 这 时 就 会 有 
的 一 个 例子 ,反馈 是 控制 论 ”一 个 登录 的 机 制 , 接 受 多 数 机 制 所 作 的 报告 而 不 必 停 机 . 然而 这 
最 重要 的 基本 概念 之 一 时 会 有 一 个 讯号 说 明 在 何 处 怎样 有 一 个 少数 的 报告 与 多 数 机 制 
的 报告 不 同 . 如 果 在 一 出 现 差异 时 就 发 出 讯号 . 则 它 所 指出 的 错 


误 的 位 置 可 以 是 很 精确 的 . 

可 以 想像 到 ,而 且 不 是 不 可 能 的 ,这 一 过 程 在 神经 系统 中 至 少 有 两 个 要 点 会 出 现 . 其 一 是 很 
难 设 想 , 一 个 重要 信息 会 全 托付 给 一 个 神经 元 来 传递 ;其 二 是 ,一 个 重要 的 动作 会 只 交 给 一 个 神 
经 机 制 去 执行 . 人 脑 , 大 概 也 和 计算 机 一 样 , 是 按照 卡 罗 尔 * 在 (捕猎 蛇 复 》(CThe Hunting of 
=nark“”) 一 书 中 详细 解释 过 的 著名 原则 的 某 种 形式 来 行事 的 ,这 原则 就 是 :* 我 告诉 过 你 三 次 的 ， 
就 是 真 的 , ” 

可 用 来 传递 信息 的 不 同 通道 ,其 行程 都 是 由 一 端 通 向 另 一 端 ,而 不 互相 交叉 也 不 大 可 能 . 可 


一 一 一 


+ 详 注 :刘易斯 卡 罗 尔 (Lewis Carroll)， 即 数学 家 和 逻辑 学 家 道奇 森 (Charles Lutwidge Dodg- 
son) 以 阿坝 斯 漫游 奇 境 记 六 Alice in Wonderland) 的 作者 . 这 本 十 分 著 多 的 童话 书 中 充满 了 以 文字 游戏 、 
语义 双关 等 形式 表现 的 逻辑 上 的 道理 . 他 的 其 他 著作 无 不 如 此 . 卡 罗 尔 是 他 写 这 种 童话 书 时 用 的 笔名 . 

"译注 ;Snark 是 一 种 并 不 存在 的 鱼 ,大 概 是 把 snake( 蛇 ) 与 shark( 葵 鱼 ) 合 并 成 一 个 新 字 而 成 ,因为 
刘易斯 " 卡 罗 尔 很 喜欢 于 这 种 事 ， 
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能 得 多 的 情况 是 : 当 一 个 信息 到 达 神 经 系统 的 某 一 层次 时 , 它 从 这 一 点 再 进 到 下 一 点 ,有 好 几 个 
通道 可 供 选择 , 神经 系统 有 些 部 分 ,特别 是 脑 的 皮质 ,这 种 信息 的 交换 很 受 限制 ,其 至 没有 , 但 是 
这 个 原理 还 是 成 立 的 ,特别 是 在 皮质 的 不 太 专 业 化 的 区 域 , 即 为 联想 和 所 谓 高 级 精神 功能 服务 
的 区 域 , 这 个 原理 最 清楚 不 过 地 成 立 ， 

运 今 为 止 ,我 们 一 直 在 考虑 正常 功能 中 的 差错 ,它们 只 在 广义 意义 下 是 病态 的 . 现在 我 们 来 
讨论 更 明显 是 病态 的 情况 .精神 病理 学 多 少 使 医生 们 本 能 的 唯物 主义 失望 ,他 们 把 有 这 样 一 种 
信念 , 即 每 一 种 症状 都 一 定 伴随 着 某 个 特定 的 有 关 组 织 的 真实 的 损伤 ,确实 的 ,特定 的 脑 损 从 ， 
例如 外 伤 ,肿瘤 ,栓塞 等 等 会 伴随 有 精神 方面 的 病症 ,而 某 些 精神 疾病 ,如 不 全 麻痹 ,是 一 般 驱 体 
疾病 的 后 遗 症 , 并 在 蚁 组 织 上 有 病变 ,但 是 却 没有 办 法 从 脑 的 病变 来 加 认 册 严格 的 克 物 巾 林 
(kraepelin) 型 精神 分 裂 症 患者 ,或 是 躁 部 狂 精神 病 患者 ,或 是 亡 想 狂 病 患者 ,我 们 把 这 些 疾病 说 
成 是 功能 性 的 . 

考虑 计算 机 能 使 我 们 对 功能 性 疾病 和 器 官 性 疾病 的 区 别 看 
得 更 清楚 , 并 不 是 计算 机 的 空 无 一 物 的 物理 结构 相应 于 人 脑 一 一 
至 少 是 成 大 的 脑 一 一 与 人 脑 相 应 的 是 计算 机 结构 再 加 上 在 运算 
开始 时 给 它 的 指令 + 以 及 原来 就 存储 于 其 中 的 ,和 在 运算 过 程 中 
从 外 界 获得 的 附加 的 信息 . 这 种 信息 以 某 种 物理 形式 一 一 即 以 记 
所 的 形式 贮存 起 来 \ 但 其 中 一 部 分 是 以 流动 的 记忆 的 形式 贮存 
的 * 当 机 器 关闭 或 人 脑 死亡 ,这 种 记忆 的 物理 基础 就 消失 了 , 另 -- 
部 分 则 以 长 期 记忆 的 形式 贮存 ,其 贮存 方式 我 们 现在 只 能 猜想 ， 
但 可 能 是 这 样 一 种 形式 ;其 物理 基础 在 死亡 时 才 消 逝 . 

因此 ,把 功能 性 的 疾病 基本 上 看 作 是 脑 在 活动 状态 下 保持 的 
流动 记忆 的 疾病 ,以 及 神经 突 触 的 长 期 的 透 过 率 的 毛病 ,这 没有 
什么 可 奇怪 的 ; 甚至 如 不 全 麻痹 这 种 更 严重 的 疾病 ,也 主要 不 是 十 分 相似 的 情况 下 实现 其 功 
由 于 有 关 的 组 织 受到 损伤 和 突 触 辐 值 的 变化 而 产生 其 大 部 分 后 能 的 , 它 由 外 部 获取 能 由， 

条 ,引起 它们 的 更 多 基 由 于 这 种 初级 的 损伤 所 必然 引起 的 信息 伟 
递 的 次 生 的 扰乱 ,余下 的 神经 系统 的 过 度 人 负荷 ,以 及 信息 的 另 寻 通道 . 

在 一 个 包含 大 量 神经 元 的 系统 中 流动 的 过 程 很 难 长 时 间 保 持 稳定 ,或 者 这 种 过 程 在 进行 
申 深 步 消 散 终于 消失 ,例如 那 种 对 似 有 实 无 的 事情 的 记忆 就 是 这 样 ,或 者 这 种 过 程 会 涉及 这 个 
系统 中 越 来 越 多 的 神经 元 ,以 至 在 神经 元 库 中 占据 的 部 分 过 大 . 这 就 是 我 们 能 够 看 到 的 ,在 焦虑 
性 精神 病 中 的 恶性 忧虑 . 这 种 情况 可 能 简单 地 就 是 因为 患 病 者 缺少 空间 一 一 即 缺 少 充分 的 神经 


神经 细胞 是 在 与 真空 管 
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元 来 进行 正常 的 思维 . 在 这 种 情况 下 . 脑 中 来 受 影响 的 神经 元 的 活动 比较 少 ,所 以 它们 更 容易 被 
逐渐 扩张 的 过 程 所 牵涉 . 此 外 ,长 期 记忆 也 越 来 越 深 地 被 卷 进来 ,原来 在 流动 记 亿 的 水 平 上 开始 
的 病态 过 程 ,就 会 在 长 期 记忆 的 水 平 上 以 更 难 对 付 的 形式 表现 . 这 样 ,原来 比较 微小 偶然 的 稳定 
性 的 破坏 ,可 能 积累 为 对 正常 精神 生活 具有 完全 破坏 性 的 过 程 ， 

在 机 械 的 和 电子 的 计算 机 器 中 ,与 此 多 少 相 似 的 病态 过 程 
和 用。 也 是 人 们 知道 的 , 一 个 齿轮 的 齿 可 能 在 这 种 情况 下 滑动 了 .而 与 

有 。 之 相 中 合 的 别 的 齿 不 能 再 与 它 回 到 正常 的 哨 合 关系 ,高 速 电子 
计算 机 械 也 可 能 进入 死 循 环 而 无 法 停机 . 

在 机 器 的 情况 下 怎样 处 理 这 种 事故 呢 ? 我 们 首先 就 会 设法 
把 机 器 中 的 信息 清洗 掉 , 希 望 当 它 用 别 的 数据 重新 启动 时 ,这 个 
困难 不 再 出 现 . 如 果 这 也 失败 了 ,清洗 的 机 制 达 不 到 出 现 困难 的 
地 方 .我 们 就 会 播 一 下 这 个 机 器 ,而 如 果 是 用 电 的 机 械 , 则 输 进 
加农 关 一 个 异常 强 的 电 脉 冲 ,都 是 希望 把 这 个 达 不 到 的 地 方 震 到 这 样 

Dt、 一 个 位 置 上 ,使 其 活动 的 虚假 的 循环 能 被 打 断 , 如 果 这 个 再 不 
电话 总 机 如 果 负 有 过 ” 行 ,我 们 可 以 把 机 器 的 有 毛病 的 部 分 拆 掉 , 很 可 能 留 下 的 部 分 就 
大 , 哉 会 接 掉 ; 急 像 对 于 人 所 。 已 好 够 用 了 
私 生 的 情况 在 脑 的 情况 下 ,除了 死亡 以 外 ,再 没有 别 的 正常 的 过 程 能 够 
清洗 掉 其 中 一 切 过 去 的 印象 . 在 非 致命 的 正常 过 程 中 , 诅 眠 最 接近 于 对 脑 的 清洗 . 我 们 最 经 常 不 
过 地 看 到 ,睡眠 是 处 理 复制 的 忧郁 与 混乱 的 思维 最 好 的 方法 ! 然而 ,睡眠 并 不 能 清除 挤 更 深层 
的 记忆 ,在 恶性 的 忧虑 状态 下 也 不 能 有 充足 的 睡眠 . 

这 样 ,我 们 只 有 求助 于 更 剧烈 的 干预 记忆 循环 的 手段 了 , 这 些 手段 中 最 剧烈 的 就 是 对 脑 进 
行 外 科 手 术 , 而 对 患者 留 下 永久 性 的 破坏 , 伤 残 和 能 力 的 削弱 ,因为 哺乳 类 的 中 枢 神 经 系统 似乎 
是 没有 再生 能 力 的 . 现在 实用 的 主要 的 外 科 干 预 的 手术 叫做 前 额 叶 切除 术 , 它 就 是 把 脑 的 皮质 
的 前 额 叶 切除 或 与 其 余部 分 隔绝 开 来 . 这 种 手术 现在 相当 流行 ,而 与 对 总 者 比较 容易 护理 不 无 
关系 . (我 顺便 说 一 名 ,把 他 们 杀 死 ,护理 就 更 容易 了 ). 前 额 叶 切 除 术 对 于 恶性 忧虑 似乎 确 有 效 
果 , 但 这 不 是 使 患者 更 接近 于 真正 解决 问题 ,而 是 毁坏 他 能 够 优 旧 的 能 力 ,用 其 他 职业 的 说 法 ， 
这 就 叫做 良心 , 它 是 对 流动 记忆 一 一 即 把 不 复 存在 的 状况 保存 在 心中 的 能 力 一 的 损坏 - 

各 种 形式 的 休克 疗法 一 一 用 电 ,用 胰岛 素 , 用 五 甲 烯 四 氨 唑 -是 对 付 类 似 情况 的 不 那 委 
激烈 的 方法 ; 它们 并 不 损伤 脑 组 织 ,至 少 是 不 打算 损害 脑 组 织 , 但 是 它们 对 于 记忆 有 肯定 的 破坏 
效果 . 因为 休克 疗法 只 影响 新 近 才 出 现 毛病 的 记忆 ,而 这 种 记忆 保存 的 价值 又 不 大 ,所 以 值得 扒 
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荐 它 来 代替 前 额 叶 切 除 术 ,但 有 时 , 它 也 会 对 长 期 记忆 和 人 格 都 产生 有 害 的 后 果 . 它 现在 仍然 是 
用 作 一 种 剧烈 的 干预 精神 上 的 恶性 和 社 环 的 未 能 完全 理解 ,完全 控制 的 手段 ， 

对 于 比较 重 的 长 期 的 精神 病 患 者 ,长 期 记忆 也 和 流动 记忆 同样 受到 严重 损害 . 我 们 似乎 还 
没有 药物 的 或 外 科 手 术 的 办 法 来 有 选择 地 干预 长 期 记忆 , 这 里 就 
是 精神 分 析 和 和 其 他 精神 疗法 介 人 之 处 了 . 

人 不论 精神 分 析 是 用 于 其 正 案 的 弗 洛 依 德 {Freud) 意 义 , 还 是 
用 于 后 来 的 荣 格 (jung) 或 阿 德 勒 (Adler) 意 义 ,其 或 完全 不 是 严 
格 的 精神 分 析 的 精神 疗法 ,这 些 治疗 都 是 基于 以 下 的 原则 , 即 意 
念 中 存 迪 的 信息 ,达到 它们 的 难 易 层 次 是 不 同 的 , 它 的 效果 和 能 
够 达到 贮存 信息 的 层 砍 , 深 受 情绪 方面 的 经 验 之 制约 ;而 不 是 总 
能 够 用 内 省 来 发 扬 的 -精神 分 析 家 的 技巧 就 是 一 系列 发 掘 并 解释 
这 种 隐藏 着 的 记忆 的 方法 ,并 使 病人 相信 和 就 是 有 这 样 的 记忆 , 然 
后 * 即 使 不 能 改变 这 种 记忆 的 内 容 , 至 少 也 要 改变 它们 所 带 有 情 
绪 的 色调 ,使 之 较 少 危害 ， 

所 有 这 一 切 都 是 与 控制 论 的 观点 完全 一 致 的 , 我 们 的 理论 或 
许 也 能 说 明 ,何以 在 有 的 场合 应 该 联合 使 用 休克 疗法 与 精神 六 
法 4 对 于 神经 系统 的 恶性 的 反响 联合 使 用 物理 疗法 与 药物 疗法 ， 
再 对 长 期 记忆 的 损 声 用 心理 疗法 ,使 休克 疗法 打 断 了 的 恶性 循环 
重新 回归 自然. 

我 们 已 经 讲 到 神经 系统 的 传输 问题 . 许多 著作 都 已 注意 到 各 
种 生物 体 的 大 小 都 有 一 定 限 度 , 超 过 了 , 它 就 不 能 发 挥 功 能 . 例如 
尾 虫 的 大 小 决 定 于 由 通气 孔 把 空气 用 直接 扩散 法 送 到 呼吸 器 官 
的 管道 的 长 度 , 要 求 这 种 方法 能 起 作用 ; 陆 上 动物 不 能 大 得 使 由 
己 的 腿 或 着 地 的 部 分 被 自己 的 重量 奈 垮 ,如 此 等 等 . 在 工程 结构 中 也 能 看 到 类 似 的 情况 . 摩天 楼 
的 大 小 受 这 样 一 件 事 的 限制 , 当 它 超过 一 定 高 度 时 ,高 层 用 的 电梯 的 空间 就 会 占用 下 层 截 面 过 
多 . 如 果 游 度 超 过 一 个 限度 ,最 好 的 匡 索 桥 也 会 因 自 重 而 二 卉 . 与 此 相似 ,一 个 电话 局 的 大 小 也 
是 受到 限制 的 . 

在 电话 系统 中 ,一 个 重要 的 限制 因素 是 用 户 无 法 叫 通电 话 的 次 数 所 占 的 比例 如 有 90 站 的 
机 会 接 通电 话 , 对 于 一 个 企业 能 合理 方便 地 进行 经 营 , 是 够 好 的 了 . 75M 的 成 功率 会 使 人 烦恼 
但 是 还 能 使 一 个 企业 马马虎虎 办 得 下 去 ;如 果 有 一 半 电 话 打 不 通 ,用 户 就 会 要 求 把 电话 拆 走 但 
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是 这 只 是 整体 的 数字 . 如 果 一 个 电话 要 经 过 儿 段 转 接 ,每 一 段 失败 的 概率 相等 而 互相 独立 , 要 想 
在 最 终 有 高 的 成 功 概率 , 则 每 一 段 的 成 功 概率 必须 高 于 最 终 的 概率 . 这 样 , 在 经 过 五 段 后 还 有 
75% 的 接 通 机 会 , 则 每 一 段 成 功 的 机 会 必须 在 95% 左右 , 段 数 越 多 ,而 每 一 次 单独 的 接线 失败 率 
超过 了 一 个 临界 水 平 , 则 这 种 电话 服务 就 很 快 地 变 得 极 差 ,而 如 离 这 个 临界 的 失败 水 平 还 颇 差 
一 点 ,电话 服务 就 会 极 好 . 这 样 ,分 成 好 多 段 , 旦 设计 得 具有 一 定 失败 水 平 的 电话 转 接 服 务 ,在 传 
输 信息 的 数量 还 未 到 临界 点 边缘 以 前 ,不 会 有 任何 失败 的 迹象 ,但 到 了 这 一 点 就 会 小 台 , 出 现 灾 
难 性 的 信息 堵塞 . 

所 以 ,在 所 有 动物 中 ,人 具有 发 展 得 最 好 的 神经 系统 ,这 系统 所 包含 的 有 效 和 运作 的 神经 元 链 
条 可 能 最 长 ,很 可 能 人 是 在 很 接近 于 过 度 负荷 的 状态 下 有 效 地 完成 复杂 类 型 的 行为 的 , 一 日 超 
负荷 ,他 就 会 在 严重 的 灾难 性 的 状况 下 骨 演 . 这 种 超 负荷 可 能 以 几 种 不 同方 式 发 生 ;或 者 是 需要 
传输 的 信息 量 过 多 ,或 者 是 传递 的 信道 被 物理 地 减少 了 ,或 者 是 不 良 的 输送 系统 占用 了 过 多 的 
信道 ,这 种 不 良 的 输送 系统 例如 可 以 是 过 多 的 流动 记忆 积累 到 病态 忧虑 的 程度 . 在 所 有 这 些 情 
况 下 ,一 卫 达 到 某 一 点 , 当 正 常 的 传输 分 配 不 到 足够 的 空间 时 一 可 能 很 窒 然 地 一 -就 会 有 其 
种 形式 的 精神 错乱 ,以 至 疯狂 ， 

这 痛 先 会 影响 涉及 的 神经 元 链条 最 长 的 机 能 和 动作 . 有 相当 多 的 各 种 证 据 表 明 , 这 恰好 就 
是 按 我 们 通常 的 评价 标准 被 认为 是 最 高 级 的 过 程 . 

如 果 把 人 脑 与 低级 哺乳 动物 的 脑 作 比 较 , 就 会 发 现 人 脑 袜 皱 得 更 多 , 厌 质 的 相对 厚度 很 相 
近 , 但 是 分 布 在 复杂 得 多 的 脑 回 和 脑 沟 系 统 中 . 其 后 时 是 使 灰质 的 量 增加 而 白质 的 量 减 少 . 在 一 
个 脑 加 里 ,白质 的 减少 主要 是 由 于 纤维 的 长 度 减 少 而 不 是 数目 减少 ,因为 在 一 个 折 迁 的 相对 着 
的 两 面 之 间 , 比 之 在 同样 面积 的 表面 光滑 的 曲面 上 ,距离 要 小 . 另 一 方面 ,在 不 同 折 选 的 联接 线 
上 ,由 于 脑 的 折 选 ,必须 经 过 的 距离 就 增加 了 . 

所 以 ,人 脑 在 使 用 近 有 紫 离 联接 线 的 事情 上 似乎 比较 有 效 , 而 在 使 用 远 距 高 干线 的 事情 况 下 
号 不 闭 么 有 效 了 . 这 表明 ,在 发 生 信息 堵塞 时 ,涉及 到 脑 的 几 个 相距 较 远 的 区 域 的 过 程 ,会 先 受 
其 害 . 就 是 说 , 凡 一 过 程 涉及 几 个 中 框 ,涉及 许多 不 同 运动 过 程 ,以 及 相当 多 个 互相 连接 的 区 域 ， 
这 个 过 程 在 发 生 精 神 错乱 时 就 最 不 稳定 . 这 些 过 程 正 是 我 们 通常 分 类 为 较 高 级 的 过 程 ,这 样 就 
证 实 了 我 们 的 理论 ,而 且 经 验 也 表明 确 是 如 此 ,在 精神 错乱 时 ,高 级 过 程 最 先 恶化 . 

使 用 左手 或 右手 以 及 脑 半球 优势 的 现象 也 给 出 一 些 有 趣 的 思考 . 众所周知 ,惯用 右上 肢 是 与 
惯用 左 脑 相关 的 , 左 肢 则 与 右 脑 相关 . 占 优势 的 脑 半球 在 高 级 大 脑 功 能 上 占 更 多 的 份额 , 对 于 成 
八 : 不 局 优势 的 脑 半球 受到 广泛 损伤 的 后 果 , 比 之 优势 脑 半球 受到 类 似 损伤 的 后 果 要 轻 一些 巴 
斯 德 (Louis Pasteur) 曾 患 右 侧 脑溢血 ,使 他 有 了 中 上 度 的 半身 不 遂 . 他 死 后 ;检查 他 的 脑 ,发 现 其 右 
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序列 榨 制 


IBM 所 造 的 选择 性 序列 电子 计算 机 的 框图 ,给 出 了 另 一 个 控制 论 的 比较 .机 器 的 
物理 构造 与 脑 并 不 相似 ， 构造 加 上 程序 以 及 贮存 的 信息 才 与 脑 相似 ， 这 机 器 用 电子 线 
路 和 继 电 吏 线路 作 临 时 存储 ,而 用 佐 孔 卡片 作 永 欠 存 储 
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侧 损害 是 如 此 严重 ,所 以 人 们 说 在 他 的 脑溢血 后 “他 只 有 半 个 脑子 ”. 然而 ,他 的 一 些 最 好 的 工作 
却 是 在 脑 伤 后 完成 的 . 一 个 惯用 右 胶 的 人 ,如 果 左 脑 受 到 这 样 的 损害 , 几乎 必然 是 致命 的 ; 至少 
会 使 患者 成 为 如 同 动物 一 样 ， 

人 在 出 生 时 的 半年 间 , 若 其 优势 半 脑 球 受 到 广泛 损害 ,就 会 妃 使 通常 为 次 级 的 脑 半球 起 优 
势 作用 ,所 以 比 之 长 大 以 后 再 受到 损害 要 更 接近 于 正常 人 , 这 与 婴儿 在 初生 的 几 周 间 其 神经 系 
统 的 巨大 可 塑性 是 相符 合 的 . 若 没 有 严重 的 损害 ,对 很 年 幼 的 孩子 ,使 用 左右 胶 的 习惯 也 可 能 有 
大 的 可 塑性 .然而 ,在 离 人 学 还 很 远 的 年 纪 , 他 候 用 某 一 侧 肢体 以 及 大 脑 的 优势 邯 已 终生 确定 . 
许多 人 确实 通过 教育 的 方法 ,改变 了 他 们 的 孩子 惯用 某 一 侧 肢体 ,但 是 当然 改变 不 了 脑 半 球 优 
势 的 生理 基础 , 这 些 硬性 改变 了 脑 半 球 优 势 的 孩子 时 常 后 来 口吃 ,在 语言 和 读 写 上 还 会 出 现 其 
他 缺陷 . 

我 们 现在 看 到 了 这 种 现象 的 至 少 一 种 可 能 的 解释 . 随 着 对 于 不 惯用 的 手 的 教育 ,对 于 次 级 
脑 半 球 处 理 有 技巧 的 活动 如 写字 的 那 一 部 分 也 有 部 分 的 教育 . 因为 这 些 动作 的 运行 与 阅读 , 语 
言 以 及 其 他 与 优势 脑 半球 密 不 可 分 的 活动 ,有 最 密切 的 可 能 联系 ,这 些 过 程 所 涉及 的 神经 元 链 
条 ,必然 从 一 个 半球 通 向 另 一 半球 ,而 在 进行 复杂 活动 时 ;还 必须 一 而 再 地 来 来 夫 类 .但 是 如 入 
脑 那 样 大 的 两 个 脑 半 球 之 间 的 直接 的 联结 线 数量 极 少 ,因而 用 处 很 小 . 所 以 ,两 脑 半 球 之 间 的 传 
输 必 然 是 还 回 地 通过 脑 干 连接 , 对 于 这 种 通道 我 们 几乎 一 无 所 知 ,但 它们 必然 是 很 长 的 ,只 是 名 
强 可 用 ,县 易 受 阻塞 . 其 结果 是 ,与 语言 和 书写 相关 的 过 程 易 遭 到 信息 堵塞 ,而 口吃 的 发 生 也 就 
再 自然 不 过 了 ， 

人 脑 似乎 太 大 了 ,所 以 难以 有 效 地 用 上 所 有 存在 的 种 种 功能 . 对 于 猫 , 优 势 脑 半球 损害 的 后 
果 , 比 之 人 相对 地 较 少 ,无论 如 何 ,两 个 脑 半 球 功能 的 划分 ,对 于 猫 要 更 均匀 一 些 , 对 于 人 , 脑 的 
大 小 和 复杂 性 带 来 的 好 处 ,部 分 地 被 这 一 事实 抵消 了 :这 一 器 官 在 同一 时 刻 能 有 效 地 使 用 的 部 
分 也 较 小 . 

这 样 来 思索 一 下 是 很 有 趣 的 :我 们 可 能 正面 对 着 自然 界 的 一 个 限制 ,器 官 的 高 度 分 工会 减 
低 效 能 的 水 平 ,而 最 终 再 以 导致 物种 的 灭绝 . 人 类 的 脑子 可 能 沿 着 这 条 破坏 性 专门 分 工 的 道路 
已 经 走 得 这 样 远 ,正如 最 后 一 对 titanothere( 一 种 已 经 灭绝 只 有 化 石 的 哺乳 动物 ) 的 大 鼻 角 一 样 


寺 . 
看 作 机 器 的 人 


如 朝 。G， 肯 可 尼 (John G. 玫 emneny)] ,1955 年 4 月 辣 


次 更 加 隐 于 定义 的 泥 深 .什么 是 机 器 ? 什么 叫 " 更 强 ”? 如 果 机 器 的 定义 足够 广泛 ,什么 东西 
都 是 机 器 ;如 果 我 们 对 “ 散 强 ”的 理解 就 是 “我 们 是 人 ”就 是 更 强 , 那 么 机 器 显然 不 如 我 们 强 . 

本 文中 我 们 将 把 问题 放 在 一 个 比较 局 限 的 范围 里, 我 们 要 问 ; 现 在 或 者 将 来 ,机 器 在 哪些 事 
情 上 能 做 得 和 人 一 样 好 ,甚至 更 好 ? 我 们 不 打算 考虑 机 器 能 不 能 写 十 四 行 诗 , 会 不 会 谈 恋爱 , 我 
们 也 不 会 在 一 件 明 显 的 事实 土 浪费 时 间 ,就 筋 内 而 言 ,机 器 远 胜 于 人 .我 们 要 把 人 作为 一 个 思维 
机 器 来 讨论 , 不 久 以 新 ,数学 家 ,计算 机 的 设计 者 , 妆 ， 庶 依 曼 (John von Neumann) 在 普林斯顿 
大 学 作 了 一 系列 讲演 ,详细 她 比较 了 人 脑 和 机 碟 脑 ,下文 很 大 部 分 是 基于 这 个 讨论 . 

人 们 常 向 我 们 提出 种 种 乌托邦 :所 有 繁重 的 工作 都 由 机 器 来 作 ,我们 只 需 按 一 下 按钮 .这 陡 
来 像 天 党 里 的 懒 梦 ,但 事实 上 人 比 这 还 懒 . 一 向 他 提出 这 种 乌托邦 他 马上 就 要 问 :* 我 不 能 造 个 
机 器 代 我 按 吗 ?其 实 早 在 18 世纪 ,他 就 开始 造 这 种 机 器 了 . 燕 汽 机 上 的 旋 球 调 速 器 以 及 热电 侦 
都 是 初等 的 思维 机 器 . 它们 能 控制 钢铁 筋肉 的 机 器 ,而 自己 所 耗 的 能 量 却 小 得 可 以 不 计 , 维 纳 
(Norbert Wiener) 曾 把 它们 与 人 的 神经 系统 来 作 比 较 ， 

想 一 下 门 的 演进 , 它 在 最 初 必 是 滚 来 挡住 洞穴 人 口 的 吾 头 . 它 提 供 了 极 佳 的 保护 ,但 文 必然 
使 得 进出 洞 究 的 行动 颇 为 困难 . 慢 慢 地 ,人 找到 了 更 好 的 防卫 自己 的 手段 ,他 就 把 门 做 成 更 轻 ， 
更 容易 开关 的 门 ,时 至今 日 开门 名 副 其 实地 成 了 儿童 游戏 .但 甚至 这 还 不 能 满足 我 们 . 宾 旋 法 尼 
亚 铁 路 公司 在 它 的 组 约 客 站 土 安装 了 电眼 ,这 可 使 成 百 万 的 铁路 旅客 高 兴 了 ， 人 只 要 遮 断 了 联 
结 两 个 光 所 “眼睛 ”的 不 可 见 的 讯号 ,小 小 的 思维 机 器 马 生 就 把 门 打开 . 这 个 控制 装置 只 需要 少 


人 人 war 近年 来 常 辩论 这 个 问题 ,可 十 激情 多 于 精确 性 . 比 之 绝 大 多 数 的 论争 ,这 一 
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得 本 以 不 计 的 能 量 , 却 高 度 有 效 , 比 任何 看 门 者 都 快 得 多 . 

电话 局 的 中 央 控 制 台 又 是 一 个 思维 机 器 ,特别 是 如 果 安 装 了 拨号 系统 是 如 此 ,信息 被 过 速 
有 效 地 送 到 成 百 个 终端 .而 只 消耗 很 少 的 电 为 .这 只 是 那 种 思维 机 器 之 一 ,没有 闭 种 思维 机 器 ， 
坝 代 年 丘 大概 就 维持 不 下 去 了 了 . 

最 后 还 有 一 种 福 囊 , 几 是 提 到 思维 机 峰 束 会 想到 它 : 丙 速 计算 机 . 电眼 和 电话 交换 机 只 能 解 
际 我 们 的 体力 学 动 ,而 计算 机 可 以 取代 好 几 人 人 的 脑 . 


缓慢 的 脑 


让 节 约 能 量 而 言 , 人 脑 仍 远 远 领先 于 它 的 机 械 对 手 . 由 几 十 亿 个 细胞 构成 的 整个 人 脑 的 运 
行 功率 低 于 100 瓦 . 甚至 用 当前 最 有 效 的 脑 细 胞 代 备 物 :晶体 管 来 做 的 机 器 , 若 它 所 会 的 细 
胞 数 与 脑 细 胞 数 晶 相同 , 则 需 功 案 1 亿 瓦 .所 以 人 脑 至 少 领先 百 万 倍 .但 是 汉 ，。 诺 依 曼 曾 经 计算 
过 ,从 理论 上 说 ,机 械 脑 细胞 在 使 用 能 量 上 可 以 比 现在 的 实在 的 脑 细 胞 效率 高 一 百 亿 倍 . 所 以 ， 
没有 任何 技术 上 的 理由 说 ,机 械 脑 就 不 能 比 它 的 人 脑 对 手 成 为 更 有 效率 的 耗 能 者 . 说 到 底 , 就 是 
最 近 才 发 明 的 晶体 管 , 它 只 需要 百 分 之 一 瓦 ,就 已 把 机 器 的 效率 提高 了 一 百倍 ;从 这 一 点 来 看 ， 
一 日 力 这 个 因子 没有 什么 可 怕 . 

虽然 蛮 耗 能 上 ,我 们 人 还 领先 ,在 速度 方面 则 远 远 落 后 . 使 用 神经 每 秒 钟 不 能 超过 100 次 ， 
而 开关 真空 管 每 秒 一 站 万 次 也 很 容易 , 它 还 可 以 工作 得 更 快 ,但 在 目前 这 对 于 加 速 机 械 脑 没有 
什么 贡献 . 每 个 机 器 的 速度 不 能 快 于 它 的 最 慢 的 部 件 ,所 以 必须 要 估计 机 器 的 不 同 的 部 件 . 

计算 机 的 设计 考 面 临 着 四 个 不 局 的 问题 :实际 的 计算 ,逻辑 控制 ,存储 以 及 数据 的 输入 和 
党 案 的 和 输出: 计算 的 速度 ,本 是 机 械 计算 机 如 人 台式 计算 机 的 瓶颈 ,已 可 由 真空 管 来 对 何 . 逻辑 控 
制 , 即 在 计算 的 每 一 步 告诉 机 器 下 一 步 做 什么 ,这 本 是 第 二 个 瓶颈 . 早期 的 IBM 穿孔 卡片 机 用 中 
央 控 制 板 上 的 一 种 线路 来 指挥 计算 的 顺序 ,这 样 把 这 个 任务 从 入 手中 接 过 去 了 . 如 果 机 器 只 需 
作 一 个 类 型 的 计算 ,这 本 来 就 完全 没有 问题 了 . 但 如 果 顺 序 要 经 常 变 , 则 用 控制 板 上 的 布线 就 太 
麻烦 了 .机 器 必须 有 内 部 的 黎 辑 控制 才能 提高 速度 . 这 个 问题 上 最 大 的 一 步 , 大 概 是 由 普林斯顿 
高 等 研究 所 制造 的 MANIAC 跨 出 去 的 ， 改变 这 个 机 器 的 指令 可 以 像 它 计 算 一 样 快 ,所 以 它 的 运 
行 可 以 快 到 真空 管 容许 的 程度 ， 

入 下 的 问题 是 加 快 存储 和 信息 的 输入 和 输出 . 这 两 个 问题 是 密切 相关 的 . 仓储 越 大 ,向 机 器 
答 人 信息 的 次 数 就 可 以 越 少 , 但 是 机 器 在 护 受 指令 之 间 需 作 大 最 计算 ,这 个 事实 本 身 就 会 把 它 
的 仓储 塞 满 而 使 它 变 慢 . 这 是 因为 会 人 误差 的 积累 使 得 必须 把 所 有 数字 都 计算 到 许多 位 机 奏 
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在 每 一 步 计 算 都 会 合 信 最 后 一 位 数 ;连续 计算 后 ,数字 就 越 来 越 不 精确 , 计算 再 继续 下 去 ,倒数 
第 二 位 就 会 受 影响 ,如 此 等 等 .可 以 证 明 , 在 100 次 计算 后 ,最 后 一 位 数 已 经 没有 价值 ;在 10 000 
次 计算 后 ,没有 价值 的 是 最 后 两 位 数 ; 存 1 000 000 次 计算 后 是 最 后 三 位 数 , 在 新 型 大 计算 机 中 ， 
答案 动力 就 是 需要 相位 有 效 数字 . 所 以 机 器 为 了 保持 精确 性 就 要 对 比 实际 有 效 数 字 更 多 的 位 数 
进行 演算 ;看 整个 计算 中 对 每 个 数 都 算 到 8 至 12 位 数 是 很 常见 的 . 如 果 机 器 用 二 进 制 而 不 县 十 
进 制 计算 ,情况 还 要 更 粳 些 ,内 为 用 二 进 制 表示 数 , 其 位 数 比 十 进 制 要 多 三 倍 . 

MANIAC 把 数 表 为 40 位 二 进 制 数 . 因为 要 对 这 么 多 位 的 数 作 运 算 , 甚 至 MANIAC 著名 的 
存储 也 只 能 保存 1 000 个 数 , MANIAC 用 磁带 机 和 磁 鼓 作为 “外 存 ” ,其 中 可 以 储存 更 多 信息 ,但 
从 磁带 或 磁 葡 读 出 信息 是 比 电子 计算 怪 得 多 的 运算 . 

尽管 还 受到 目前 的 限制 ,机 器 就 速度 言 比 人 脑 至 少 快 10 000 入, 通常 大 大 高 于 10 000 倍 . 
在 由 天 文学 或 弹道 学 提出 的 问题 上 ,它们 给 人 印象 最 深 .让 MANIAC 算出 行星 一 百 万 年 后 的 位 
置 ,简直 是 儿童 游戏 . 

然而 我 们 仍然 感到 有 许多 事 我 们 能 做 而 机 器 不 能 做 . 人 脑 细胞 数 超过 100 亿 , 而 机 器 只 有 
几 千 个 零件 . 甚至 用 晶体 管 ,尽管 已 能 超越 价格 和 机 器 大 小 的 问题 ,制造 上 的 困难 使 机 器 很 礁 者 
超过 一 百 万 个 的 零件 , 所 以 我 们 可 以 有 把 握 地 说 ,在 相当 一 段 未 来 时 间 里 ,入 脑 比 最 复杂 的 宙 杜 
还 要 复杂 一 万 售 . 众所周知 ,零件 个 数 增加 10 倍 , 就 有 质 的 差别 . 举例 来 说 ,如 果 我 们 用 一 个 元 
件 就 能 完成 加 法 和 乘法 ,把 不 多 几 件 这 样 的 元 件 用 逻辑 控制 机 制 组 合 起 来 ,就 能 作 减 法 .除法 、 
乘 方 , 搬 值 和 许多 别 的 与 加 法 乘法 定性 地 不 同 的 运算 . 


复杂 的 记忆 


人 的 更 高 度 的 复杂 性 表现 在 他 的 引入 注意 的 记忆 . MANIAC 的 存储 和 人 的 记忆 相 比 又 如 
何 ? 为 简单 计 , 我 们 用 “比特 ”( 即 一 位 二 进 制 数 ) 来 度量 存储 的 信息 . 一 个 真空 管 可 以 存储 一 位 
一 进 制 数 ( 接 通 时 为 1, 断 开 时 为 0). 乘法 表 用 真空 管 的 语言 表述 ,要 1 500 比特 , MANIAC 的 存 
储 有 40 000 比特 ,不 是 40 000 个 分 开 的 真空 管 ,而 是 40 个 特殊 的 图 像 管 上 的 亮点 ( 亮 或 暗 ) ,每 
个 图 像 管 可 存储 1 000 个 亮点 . 人 的 记忆 有 多 大 则 估计 备 异 . 但 保守 地 说 , 脑 至 少 可 以 记忆 
1 000 个 复杂 如 乘法 表 那 样 的 东西 (一 百 五 十 万 比特 ) ,一 个 合理 的 猜测 是 其 容量 接近 1 亿 比 
特 一 一 如 果 每 20 秒 提取 1 比特 , 则 要 入 的 一 生 才 能 取 完 . 所 以 我 们 的 记忆 超过 MANIAC 的 存 
情 至 少 1 000 倍 ， 


差别 挫 在 于 复杂 性 吗 ? 人 否 , 事 实在 于 机 器 还 没有 模仿 人 了 脑 贮 存 与 恢复 信息 的 方法 . 举例 来 
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说 ,如 果 我 们 试图 把 MANIAC 的 存储 增加 一 个 相当 的 数量 ,很 快 就 会 发 现 几 乎 无 法 提取 信息 . 
我 们 会 需要 一 个 复杂 的 编码 系统 使 机 顺 能 找到 某 一 个 信息 项 目 , 编 码 又 要 进一步 占用 存储 ,并 
且 使 有 逻辑 控制 也 更 复杂 . 只 有 在 对 人 脑 提 取信 息 的 惊人 能 力 有 更 好 的 了 解 以 后 ,才能 除了 有 限 


的 存储 以 外 再 多 给 机 器 一 点 什么 . 


逻辑 机 


我 们 现在 来 考虑 一 个 不 可 避免 的 问题 :机 器 会 “思想 ? 吗 ? 我 们 从 MIT 的 匹 兹 (Walter 


-一 一 一 一 一 一 一 -3 消化 上 路径 《虚线 ) 
一 一 一 一 一 一 > 禁止 路 径 ( 实 线 ) 


-一 ~ 一 由 .> 活化 脉冲 ( 汇 色 ) 


一 一 时  _> 奉 止 奈 冲 ( 深 色 ) 


一 -号 -三 昌 -> 恒定 脉冲 


脑 机 器 的 简单 线路 将 在 这 一 串 
图 解 中 给 出 .活化 脉冲 和 禁止 脉冲 
是 相同 的 ,但 各 有 不 同 的 路 径 . 


一 王 _ 
O* 

-> 
因 ， -一 一 一 > 


Pitts) 和 胡 卡 洛 CWarren S McCulloch}) 提 出 的 神经 系统 的 
简单 模型 开始 . 它 的 基本 单元 是 神经 元 一 一 即 能 够 发 出 能 
量 脉冲 的 细胞 . 一 个 细胞 的 激活 可 以 活化 或 禁止 下 一 个 细 
胞 . 假设 神经 元 的 工作 是 循环 的 . 这 符合 我 们 现 有 的 知识 ; 
一 个 神经 元 激活 以 后 必 有 一 段 时 间 不 活化 . 为 了 简化 模 
型 ,假设 各 个 神经 元 的 循环 是 同步 的 , 即 假设 在 某 一 时 期 
中 活化 的 神经 元 都 同时 激活 . 想 要 一 个 神经 元 在 某 一 循环 
中 激活 , 它 必 须 满足 两 个 条 件 : 即 在 前 一 循环 中 (1) 被 活 
化 . (2) 不 被 禁止 . 例如 设 一 个 神经 元 连接 着 另外 两 个 神经 
元 :一 个 是 活化 的 , 另 一 个 是 禁止 的 ,如 果 在 一 个 循环 中 前 
一 个 激活 了 而 后 一 个 没有 , 则 在 下 一 循环 中 此 神经 元 会 被 
激活 , 否则 它 在 这 一 循环 中 就 不 会 活化 


组 胞 { 圆 茹 在 活化 后 将 被 洲 活 {上 图 ). 但 或 "线路 需要 两 个 路 径 ， 若 一 脉冲 从 一 个 路 径 到 


共同 时 被 禁止 {下 图 ) , 则 不 会 激活 . 


达 [ 上 图 )， 或 "由 另 一 路 径 到 达 , 此 细 脉 均 会 激活 ， 
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“ 非 " 线 路 把 两 个 恒定 的 活化 脉冲 结合 起 延迟 线路 是 基于 这 样 一 个 事实 , 即 基 本 的 细胞 在 一 
来 .这 样 ,这 个 细胞 总 是 激活 的 (上 ). 当 它 被 短 个 "循环 "中 接 爱 到 一 个 脉冲 , 则 在 下 一 个 循环 中 激活 . 


暂 地 禁止 (下 图 } ,就 会 发 出 " 非 " 的 信号 ， 如 图 安排 的 三 个 基本 的 细胞 中 ,脉冲 被 延迟 三 个 循环 . 


3 () 1 


“与 "线路 要 用 三 个 细胞 .第 一 个 {上 左 )] 只 有 活 北 脉冲 .第 二 个 (下 左 } 恒 有 一 个 活化 输入 和 一 
个 禁止 输入 .第 三 个 ! 右 } 是 通常 的 基本 细胞 . 图 上 第 一 个 细胞 接受 的 脉冲 并 不 使 第 三 个 继 胞 激 
活 . 第 三 个 细 移 只 有 当 第 一 个 细胞 “与 "第 二 个 细胞 在 同一 循环 中 激活 , 才 会 激活 ( 右 方 的 图 ). 


vy 3 . ; 
( ) 1 
一 一 > 
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记忆 线路 把 一 个 细胞 的 输出 再 馈 入 其 输入 中 .这 样 , 若 一 细胞 受到 活化 , 它 就 总 是 
激活 { 上 图 } ,这样 它 "记得 "自己 被 活化 , 若 它 在 后 来 任 一 时 刻 被 禁止 , 它 就 停止 活化 ， 
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从 这 个 基本 的 模式 可 以 建立 最 复杂 的 逻辑 机 . 我 们 可 以 得 出 一 个 组 合 , 当 与 之 相 联 的 神经 
元 激活 时 它 就 不 激活 (表示 “ 非 ”) ,或 者 做 出 一 个 组 合 , 当 与 之 相 联 的 两 个 神经 元 至 少 有 一 个 激 
定时 和 它 占 油 活 (表示 “或 "), 还 有 一 种 组 合 是 当 两 个 相 联 神经 元 都 激活 时 才 激 活 ( 表 示 “ 与 ”), 把 
它们 组 合 起 来 就 能 模拟 脑 的 许多 逻辑 运算 . 639 至 640 页 上 图 示 的 简单 安排 (计数 器 线路 ) 就 能 
计数 到 4, 而 且 容 易 看 到 怎样 推广 这 种 技术 . 

我 们 也 能 造 出 很 原始 的 记忆 , 即 是 一 个 系统 , 它 " 记 得 ”自己 曾经 活化 过 ,直到 给 它 “ 忘 记 ” 的 
指令 后 , 它 才 会 忘记 .但 者 要 尼 记 得 任何 复杂 的 东西 ,所 需要 的 神经 元 就 多 得 不 可 想像 -- 一 这 个 
事实 又 一 次 表明 人 的 记忆 和 机 器 的 存 圭 工 作 原理 是 不 相同 的 . 


图 灵机 


如 果 就 此 停 步 ,我 们 可 能 斯 言 ,在 存 销 和 复杂 性 上 的 实际 限制 会 永远 地 限制 机 器 的 巧妙 与 
爱 活 ,但 是 我 们 还 没有 把 全 部 可 能 性 探究 到 底 , 已 故 的 英国 图 灵 (A, M. Turing) 用 光辉 的 分 析 证 
明了 ,把 极 少 几 种 简单 运算 组 合 起 来 并 进行 是 够 多 次 ,就 能 完成 惊人 复杂 的 业绩 . 图 灵 的 机 器 可 
能 笠 拙 而 缓慢 ,但 它 对 于 机 器 能 做 些 什么 却 给 出 了 最 清楚 的 图 景 . 

图 灵机 可 以 想像 为 一 个 名 副 其 实地 用 铝 笔 和 纸 工作 的 机 械 计 算 器 . 它 所 用 的 纸 是 分 成 小 方 
格 的 长 条 ,而 它 依次 在 各 个 方 格 中 工作 , 当 它 遇 到 一 个 方 格 时 , 它 可 以 做 以 下 六 件 事 之 一 :(1) 写 
上 一 个 义 ;(2) 写 上 一 个 1; (3) 如 果 方 格 中 已 有 这 样 的 记号 就 把 它 擦 掉 ; (4) 把 纸 带 左 移 一 格 ， 
(5) 把 纸 带 右 移 一 格 ;C6) 停 机. 

图 灵机 本 质 上 是 一 个 数字 书写 器 . 它 把 数 写成 可 能 的 最 简单 的 形状 , 即 写 成 一 连 串 单位 , 这 
甚至 比 二 进 制 还 简单 . 例如 35 这 个 数 在 二 进 制 中 写成 100011, 而 在 图 灵机 上 则 在 35 个 相连 的 
方 格 中 写 上 1.X 只 是 一 个 标点 ,表示 一 个 数 从 哪里 开始 ,到 哪里 为 目 ， 

这 个 机 只 有 以 下 几 个 部 分 ,一 个 书写 或 涂抹 装置 ,一 个 扫描 器, 一 个 移动 纸 带 用 的 电动 机 ， 
一 个 号 码 盘 和 指针 ,还 有 一 个 作用 与 神经 元 类 似 的 元 件 . 例如 真空 答 做 的 轻 辑 控制 器 . 逻辑 控制 
骸 按 事先 准备 好 的 指令 表 运 作 , 确 定 机 器 在 确定 的 状态 下 应 做 些 什么 ， 状态 则 包含 两 个 元 素 : 肯 
扫描 器 来 “看 ”, 面 前 的 方 格 里 写 的 是 什么 ,还 有 号 码 盘 上 的 指针 指 的 是 什么 . 例如 ,指令 表 可 能 
说 :车 方 格 里 是 王 而 指针 指 着 号 码 盘 上 的 1, 则 机 器 将 区 抹 去 ,并 把 指针 移 向 2. 机 器 一 步 步 运 行 
时 , 修 辑 控制 器 就 向 它 发 出 这 样 的 指令 ,每 一 步 的 指令 既 依 车 号 码 盘 上 的 位 置 还 依靠 扫描 器 在 
名 而 前 的 方 烙 中 看 殉 的 是 什么 . 注意 ,号 码 盘 的 作用 就 是 一 个 原始 的 “记忆 ”, 因 为 它 在 每 二 步 的 
位 置 都 是 上 一 步 择 描 避 在 方程 中 看 见 的 东西 和 指针 在 上 一 步 的 位 置 的 后 果 所 以 它 把 机 器 的 经 
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计数 器 线路 可 以 “ 数 " 到 四 然后 激活 ,关于 这 一 系列 图 表 的 规定 和 636 页 上 的 图 表 相 同 ,但 
有 了 两 个 重要 的 例外 .其 一 是 ,在 前 几 页 的 图 上 都 是 画 的 在 两 个 或 更 多 的 狂 环 中 的 线路 ,而 在 本 
页 中 每 一 个 线路 都 总 的 是 一 个 循环 ,第 二 个 例外 则 是 , 当 一 个 细 网 激活 时 , 它 就 发 光 . 每 一 个 线 
路 的 输入 是 上 方 的 活化 运 道 . 其 输出 则 是 下 方 的 活化 通道 . 此 外 ,有 一 个 细胞 有 固定 不 变 的 活 
化 输入 { 左 方 }, 右 方 的 三 个 细胞 是 记忆 细胞 { 匈 637 页 最 下 方 的 图 ). 这 三 个 记忆 细胞 可 以 把 邻 
搂 的 堪 方 三 个 细胞 活化 .而 这 三 个 组 胞 又 可 被 其 更 堪 方 的 三 个 细胞 禁止 .在 前 由 个 循环 {A 
8B,C,D) 中 各 有 四 个 脉冲 输入 到 线路 中 来 .这 外 个 脉冲 在 相继 的 循环 中 的 位 置 各 用 小 的 数字 
标 出 .线路 在 第 九 个 循环 (站 中 ,已 " 数 " 下 了 四 个 脉冲 ,就 激活 一 次 .在 第 十 个 循环 中 (J 中 , 线 
路 回 到 了 其 原 有 的 状态 ,但 是 脉冲 仍然 在 记忆 细胞 中 流动 . 实际 的 计数 器 线路 中 还 要 安装 一 个 


斤 置 把 这 些 记 忆 清 除 掉 ， 
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验 从 一 步 传 到 下 一 

这 样 ， 困 遇 机 的 组 由 是 一 条 在 方 格 中 写 了 义 或 者 1 的 纸 带 , 一 个 有 阁 于 个 位 置 的 号 码 盐 
存储 ,一 个 逻辑 控制 髓 , 它 根据 自 己 在 方 格 中 所 见 以 及 存储 所 说 ,来 命令 机 器 做 什么 事 .下 面 的 
框图 就 是 一 个 很 简单 的 图 灵机 ,号 码 盘 上 只 有 5 个 位 置 . 因为 扫描 器 在 方 格 中 看 到 的 只 能 是 三 
种 东西 之 一 :空白 ,X 或 者 1, 所 以 机 器 只 有 18 种 状态 ,逻辑 控制 器 对 这 18 种 状态 各 准备 了 一 条 
指令 ( 钢 图 古 的 表 }. 这 个 机 器 是 设计 来 做 一 件 简 单 的 事 的 : 它 可 以 把 任意 两 个 数 相 加 ， 


图 更 机 如 图 是 设计 来 把 2 和 3 相 加 的 . 这 两 个 数 记 在 纸 带 上 ,每 一 个 数 
得 各 用 一 个 1 来 表示 . X 是 一 个 信号 ,表示 一 个 数 的 起 始 和 结束 . 右 方 的 表 
就 吓 左 图 中 的 逻辑 控制 框 . 表 中 的 横行 表示 仑 储 号 码 嚼 上 的 位 置 11,2 .3 .4， 
5 至 6) , 表 中 的 坚 行 则 表示 纸 带 上 的 记号 { 空 白 , x 或 1) .横竖 行 相交 处 则 是 
对 机 器 的 指令 , E 表示 抹 去 带 上 的 符号 ; x 表示 在 带 上 写 上 x ;DD 表示 在 带 
上 瑟 上 数码 Ti 月, 把 带 向 在 移 一 格 并 L, 左 移 一 格 ;S, 停 机;? 发 生 错 误 ;! 动 
作 完 成 ;1,2,3,4,5 或 6 表示 把 号 码 盘 转 到 该 位 置 . 例如 表 的 左上 角 D6 就 
表示 当 号 码 盘 位 置 于 1 而 纸 带 上 出 现 空 格 时 的 命令 ;这 命令 D6 就 是 在 该 空 
格 中 写 上 1 然后 将 号 码 盘 转 到 位 置 6. 现 在 让 机 器 从 图 上 所 显示 的 初始 位 置 
开始 运行 .第 一 步 号 码 舟 的 位 置 是 1, 而 纸 带 上 有 1. 命令 是 R1; 右 移 一 格 号 
码 盘 仍 停 在 1 处 ,第 二 步 的 情况 和 作出 的 反应 是 一 样 的 . 第 三 步 号 码 盘 仍 在 
1 ,但 带 上 出 现 了 x .命令 为 E2 : 兵 掉 x 并 将 号 码 盘 转 到 2. 这 样 ,机 器 将 在 第 
36 步 得 出 答案 5. 第 37 步 机 器 停机 并 给 出 ~- 个 信和 号! 表示 计算 完成 . 读者 
车 有 怀疑 而 且 愿 意 下 一 点 工夫 ,请 自己 追踪 一 下 全 过 程 、 
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设 要 把 2 和 3 相 加 . 这 两 个 数 各 邱 成 一 串 1, 尾 上 加 一 个 X, 设 开 始 时 号 码 盘 的 位 置 是 1, 并 从 数 3 
的 第 二 位 数 开始 ( 见 上 页 的 图 ), 表 中 的 指令 说 在 这 一 状态 下 应 “将 带 向 右 移 1 格 ,号 码 盘 位 置 仍 
是 1”. 这 个 运算 移 到 了 左边 一 个 方 格 , 其 中 仍 是 -个 1. 指令 仍然 是 “将 带 向 右 移 1 格 , 号 公报 位 
置 仍 是 “1", 现在 扫描 器 看 见 了 一 个 X. 当 指 针 仍 在 1 时 ,指令 是 " 抹 去 (X) ,号 码 盘 转 到 2”. 机 器 
现在 见 到 一 个 空格 ,指令 变 成 了 :“ 将 带 向 右 移 1 格 , 号 码 盘 位 置 仍 在 2. "这 样 , 机 器 最 终 写 出 两 
个 1, 其 右 方 则 是 3, 最 后 的 答案 是 5- 一 一 串 5 个 1 后 加 一 个 义 .运算 结束 后 ,用 一 个 惊叹 导 表 示 
停机 . 建议 读者 用 另外 两 个 数 按 上 面 的 方法 试 加 一 次 . 

这 样 作 加 法 当然 很 繁 宛 , 但 是 把 机 器 扩展 起 来 使 它 能 解决 下 面 的 门 题 ,* 将 所 看 到 的 数 乘 以 
2 , 若 其 左 方 第 开 个 数 小 于 150, 则 把 所 得 的 数 开 立 方 ”, 则 给 人 更 深刻 的 印象 了 . 增加 号 码 帮 上 的 
位 置 的 数目 ,并 扩大 指令 表 , 这 个 机 器 就 会 得 到 实现 最 复杂 任务 的 能 力 ,虽然 每 一 步 运算 都 极 简 
单 . 图 灵机 就 像 人 的 神经 系统 ,我 们 认为 神经 系统 有 一 个 位 置 极 多 的 对 码 盘 ,并 能 把 许多 简单 的 
动作 组 合 起 来 ,完成 人 所 能 做 的 为 数 极其 巨大 的 工作 . 

图 灵 给 他 的 机 器 以 无 限 的 存储 . 当然 ,号码 盘 上 的 位 置 为 数 有 限 ,但 他 允许 机 器 有 一 条 许 画 
方 都 无 限 长 的 带子 . 实际 上 带子 不 必 是 无 限 长 的 ,只 要 足够 长 能 完成 工作 就 行 了 , 我 们 可 以 在 紧 
急 状态 下 允许 再 加 长 带子 ,如果 有 必要 的 话 . 人 的 记忆 也 只 是 在 这 个 意义 下 是 无 限 的 ,我 们 总 可 
以 用 更 多 的 纸 来 作 记录 . 


万 能 机 


图 灵 关 于 万 能 机 的 思想 更 令 我 们 了 吃惊 ,还 不 说 许可 有 无 限 长 的 纸 带 已 经 令 人 了 肪 惊 了 . 我 们 
不 但 可 以 为 每 一 种 工作 制造 一 个 机 只, 还 本 以 设计 一 个 十 分 灵活 的 计算 机 ,能 够 完成 所 有 的 十 
作 ! 我 们 必须 想法 弄 慌 怎样 做 到 这 一 点 ,内 为 它 是 我 们 整个 问题 的 关键 . 

万 能 机 的 秘密 在 于 它 能 模仿 . 设 我 们 为 一 个 困难 任务 造 出 了 一 个 高 度 复杂 的 机 器 . 若 我 们 
对 力 能 机 描述 了 这 个 工作 以 及 这 个 特殊 的 机 器 , 它 就 会 想 怎样 来 完成 这 个 任务 . 它 的 办 法 很 简 
单 , 它 从 对 我 们 的 机 器 的 了 解 推算 出 我 们 的 机 器 在 每 一 步 会 怎样 做 . 当然 这 会 使 万 能 机 大 为 变 
慢 . 在 任意 两 步 之 间 , 它 都 要 作 很 长 的 论证 来 分 析 我 们 的 机 器 会 怎么 做 . 但 是 我 们 只 关心 它 能 否 
成 功 ,而 不 问 速度 ， 没有 疑问 的 是 :任何 逻辑 机 能 做 的 任何 一 件 事 , 单 是 一 个 万 能 机 都 能 够 做 

关键 问题 是 :怎样 用 一 种 语言 述 一 个 复杂 的 机 器 使 相当 简单 的 机 器 也 能 懂 ? 答案 是 设计 
一 种 简单 的 ,能 描述 任何 机 器 的 编码 (至 少 是 描述 任何 图 灵机 ), 你 要 这 样 设计 万 能 机 使 它 能 赠 
得 这 种 编码 . 要 理解 一 个 图 灵机 只 需要 了 解 它 的 指令 表 , 所 以 只 朗 对 指令 宕 有 -种 简单 的 编码 
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就 行 了 . 我 们 来 简 述 一 种 可 能 的 方法 ;把 每 一 个 可 以 想像 天 的 指令 表 都 用 一 个 整数 来 表示 . 当 
然 ,这 种 表 为 数 无 穷 , 但 是 整数 由 为 数 无 穷 一 一 整数 正 是 因此 才 在 数学 中 有 这 人 么 洛 用 途 . 

一 个 指令 表 必 有 了 呈 个 横行 ,每 行 有 三 条 命令 ,相应 于 方 格 中 是 空 魏 , 下 还 是 1, 第 一 步 是 把 
表 中 的 字母 除 掉 ( 青 看 一 下 641 页 的 下 右 图 中 的 表 ). 这 很 简单 ,只 要 把 玉 ,X,D,L,R 和 S 分 别 
用 1 到 6 表示 凤 可 ,于 是 我 们 举例 的 那 部 机 器 的 指令 表 第 一 行 的 三 个 命令 成 了 3 一 6,1 一 2， 
5 一 1, 第 二 步 ; 涂 去 冯 号 和 惊叹 导 . 例 如 分 别 用 1 和 2 表示 (因为 它们 都 只 与 SS 一 同 出 现 , 而 $ 又 
号 成 6, 所 以 不 伯 误 会 与 存储 位 置 1 和 2 相 混 ). 所 以 表 中 的 第 二 行 成 为 5 一 2,1 一 3,6 一 1. 第 三 
步 ,把 每 一 行 用 一 个 整数 来 表示 . 有 一 个 著名 的 简单 方法 做 到 这 ~- 点 , 即 把 这 些 数 都 看 作 素 数 之 
的 指数 ,再 得 出 一 个 乘积 即 可 完全 表示 这 列 数 . 最 后 一 步 ,把 整个 指令 表 用 同样 方法 作出 的 整数 
来 表示 . 对 我 们 这 个 表 的 编码 就 是 22* 8599 于 乘 以 3 的 相应 于 第 二 行 的 整数 之 ,一 直到 六 行 
乘 完 , 这 是 一 个 极 大 的 数 ,但 是 它 确实 趴 一 地 确定 了 我 们 的 指令 表 . 于 是 设计 一 个 能 把 这 个 大 数 
解码 而 惊 复原 来 指令 表 的 机 器 ,就 只 有 一 -项 一 直 往 下 做 的 机 械 的 工作 , 得 到 了 指令 表 以 后 ,万 能 
机 就 知道 它 所 模仿 的 机 器 在 任 一 情况 下 应 该 散 什 么 了 ， 

万 能 机 是 极其 像 人 的 . 它 开 始 时 只 有 很 有 限 的 能 力 , 然 后 通过 模拟 和 从 外 界 获 肥 信息 而 学 
得 越 来 越 多 . 我 们 觉得 人 脑 的 潜力 是 不 可 穷尽 的 , 但 是 车 我 们 与 外 界 隔 绝 还 会 是 这 样 四 ? 人 基 
没有 了 五 官 就 可 比拟 为 一 个 只 有 一 个 辐 定 带子 的 图 灵机 ,但 是 一 个 正常 的 人 就 是 一 个 万 能 机 . 
只 虹 有 足够 时 间 , 他 什么 都 能 学 会 向 

但 是 有 的 读者 会 觉得 ,我 们 届 最 于 图 灵 的 有 说 服 力 的 论据 也 太 快 了 . 毕竟 还 需要 一 个 人 加 
人 进来 给 万 能 机 -一 个 编码 , 既然 如 此 ,何不 一 来 就 把 问题 的 答案 给 机 器 呢 ? 图 灵 可 以 这 样 回 管 : 
万 能 机 不 需要 人 来 为 指令 表 编 码 ; 可 以 把 万 能 机 设计 得 自己 会 编码 ,正如 它 会 自 已 解码 一 样 . 

我 们 这 样 就 认可 了 这 机 器 有 万 能 的 地 位 ， 尽管 它 的 逻辑 控制 只 有 少 少 几 千 条 项 目 , 侯 和平 它 
基本 上 能 完成 一 切 我 们 会 做 的 解 题 工作 . 当然 ,一 件 我 们 一 小 时 就 能 做 完 的 事 , 它 可 能 要 做 上 十 
亿 年 , 它 能 够 向 之 学 习 的 “外 部 世界 ”只 能 限于 辆 灵机 , 比 我 们 的 外 部 世界 要 小 得 多 . 但 是 难道 不 
可 能 这 些 都 只 是 程度 之 差 吗 ? 我 们 作为 有 理性 的 存在 物 ,真正 在 基本 上 有 异 于 万 能 图 灵 码 ? 

对 此 ,通常 的 符 案 是 ,不论 机 器 能 做 什么 ,总 得 有 人 来 造 机 器 ， 谁 敢 说 ,机 器 能 复制 自己 而 且 
造 出 别 的 机 器 来 昵 ? 

汐 。 诺 依 曼 敢 . 事实 上 他 已 经 为 这 种 机 器 绘制 了 蓝图 . 


* 译注 : 取 相 继 的 前 六 个 素数 2 3 5 7 11,，13, 分别 以 3,6,1,2,5,1 为 指数 相 匀 凡 后 即 得 
2 35372113 一 2 991 509 440 920. 下 面 都 是 这 个 方法 . 


葵 殖 机 


复制 是 什么 意思 ? 如 果 我 们 说 繁殖 就 是 从 一 -无 所 有 之 中 创造 出 与 原来 对 象 模 一 样 的 东 
西 , 机 串 当 然 不 能 繁殖 ,但 是 人 也 做 不 到 这 一 点 . 如 果 繁 殖 不 能 违反 能 其 守信 原理 ,就 必须 要 有 有 
建造 的 材料 , 生命 的 繁殖 的 特征 就 在 于 ,生物 能 从 它 四 周 无 生命 的 物质 中 创造 出 一 个 新 生命 , 

如 果 我 们 都 同意 说 机 器 是 没有 生命 的 ,而 如 果 我 们 又 坚持 创造 生命 是 繁殖 的 本 质 特征 , 那 
我 们 就 是 在 狐 辩 :机 器 必 不 能 繁殖 . 因此 我 们 必须 重 述 这 个 问题 ,使 得 机 器 的 繁殖 不 会 是 逻辑 上 
不 可 能 的 事 . 必须 要 省 去 "生命 ”这 个 字 跟 . 我 们 要 问 ,机 器 能 不 能 用 环境 中 本 来 就 有 的 简单 的 零 
件 ,创造 出 和 它 一 样 的 新 机体. 

人 以 食物 为 原料 ,这 是 相当 高 度 组 织 的 化 学 品 , 所 以 我 们 甚至 不 能 说 从 完全 无 序 中 创造 出 
次 序 ,而 宁可 说 是 变 组织 较 简单 的 物质 为 更 复兴 的 物质 . 按照 这 样 , 我 们 必须 假设 周 遗 是 许 多 块 
比 机 颖 任 一 零件 都 简单 的 小 块 物质 . 假想 的 零件 清单 中 包括 一 卷 卷 的 纸 带 , 锅 笔 ,橡皮 ,真空 管 ， 
号 码 盘 ,光电 池 , 电 动机 , 轴 , 电 线 , 电 池 等 等 . 我 们 必须 使 机 器 有 能 力 把 这 些 东西 变 成 为 零件 ,再 
把 零件 组 成 一 个 新 机 器 . 

入 " 诺 依 曼 用 一 些 合理 的 假设 简化 了 问题 . 他 首先 看 到 一 定 归 让 机 器 能 走动 这 是 非 本 质 
的 . 他 字 可 要 有 一 种 机 制 送出 - - 些 脉 冲 , 用 租 控 把 周 周 的 东西 组 织 起 来 . 其 次 ,他 假设 空间 划分 
为 小 的 立方 体 , 而 机 器 的 每 一 个 零件 和 每 一 小 块 原料 都 各 占 一 个 立方 体 . 第 三 ,他 假设 这 个 过 程 
不 仅 在 空间 上 而 且 在 时 间 上 都 是 其 子 化 的 ; 即 是 说 我 们 有 一 些 循环 ,而 一 声 动 作 都 发 生 在 一 个 
循环 之 内 ,甚至 不 需要 有 一 维 空间 ;二 维 的 方 格 可 以 和 三 维 的 立方 体 一 样 起 作用 ， 

我 们 的 空间 是 很 大 的 (原则 上 是 无 限 大 的 )-: 张 ,而 分 成 小 正方 形 . 机 器 占据 了 由 很 多 小 工 
方形 组 成 的 连通 的 区 域 ,我 们 称 之 为 一 个 方块 .* 由 为 每 一 个 正方 形 代 表 机 器 的 一 个 零件 ,所 以 
机 器 占据 的 正方 形 的 个 数 就 是 它 的 复杂 性 的 一 种 度量 , 机 器 周 用 是 它 想 要 组 织 起 来 的 无 生气 的 
单元 . 机 器 想 要 做 到 这 一 点 就 必须 是 一 个 脑 和 一 个 筋肉 的 机 器 的 组 合 ,因为 它 示 仅 要 把 物质 组 
织 起 来 ,还 要 变换 它们 . 据 此 , 治 。 诺 依 曼 的 机 器 要 有 三 种 零件 . 它 要 有 类 似 于 我 们 讨论 过 的 神 
经 系统 中 的 那 种 神经 元 . 这 些 神 经 元 提供 逻辑 控制 ， 其 次 它 有 传递 细胞 ,把 信息 从 控制 中 心 送 
出 . 这些 细胞 要 有 一 个 人 口 ' 毅 过 个 接 受 脉 冲 ,还 要 有 一 个 出 口 ,把 脉冲 送 到 下 一 个 循环 . 一 串 
适当 联接 的 传递 细胞 构成 一 个 信道 以 传送 信息 . 此 外 ,机 器 要 肌肉 . 这 种 细胞 能 改变 周转 的 单 


* 译注 :这 和 句 话 是 译 者 所 加 的 . 否则 下 面 讲 到 方 决 就 不 好 慌 了 ， 
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元 ,或 者 拒 它们 从 组 织 程度 较 低 的 单元 变 为 昔 复 杂 的 单元 ,或 者 打破 它们 . 它们 带 来 的 变化 类 做 
于 在 人 体 中 由 筋肉 作用 和 化 学 作 有 几 引 起 的 变化 . 当然 .它们 主要 的 作用 当然 是 把 周 半 无 生气 的 
单元 变 成 一 个 机 器 零件 . 

和 在 神经 系统 中 一 样 , 运 作 总 是 分 步骤 进行 的 :每 个 细胞 现时 的 状态 都 是 由 上 一 个 循环 中 
它 和 它 相 邻 的 细胞 的 状态 决定 的 . 神经 元 和 传递 细胞 在 受到 适当 的 刺激 时 或 者 成 为 平静 的 ,或 
者 发 出 一 个 脉冲 . 肌肉 细胞 接受 神经 元 通过 传递 细胞 送 来 的 指令 , 它 的 反应 或 者 是 “ 杀 掉 ” 某 些 
不 需要 的 零件 (即使 之 无 生气 ) ,或 把 环境 中 某 些 无 生气 的 细胞 变 成 一 定 种 类 的 机 器 震 件 . 至 此 
为 止 , 机 器 的 构造 很 像 一 个 高 级 动物 . 它 的 神经 元 形成 中 枢 神 经 系统 ;传递 细胞 使 它们 与 各 器官 
连接 ;器官 在 接 到 指令 后 则 完成 特定 的 工作 ， 

指令 可 能 很 长 ,所 以 必须 在 一 定 意 义 下 是 对 外 部 的 . 汉 “。 诺 依 曼 机 器 有 一 个 "尾巴 ”, 其 中 划 
有 它 所 要 建造 的 机 器 的 蓝图 . 这 条 尾巴 是 很 长 的 ,装着 已 编码 的 指令 . 机 器 ,这 个 基本 的 方块 , 筑 
完成 两 类 功能 ; 它 服 从 来 自 尾 巴 的 指令 ,并 能 复制 尾巴 . 假设 尾巴 中 有 关于 基本 方块 的 描述 ,并 
已 编码 , 然后 这 个 方块 就 会 按 指令 造 一 个 和 它 一 样 的 方块 . 做 好 了 以 后 , 它 就 进一步 复制 自己 的 
尾巴 ,并 把 它 装 到 新 方块 上 去 . 这 样 它 就 复制 了 自己 . 

这 机 器 的 秘密 就 在 于 它 并 不 打算 复制 自己 . 冯 ， 庶 依 曼 设 计 了 一 种 机 器 , 它 能 按 图 祥 造 出 
任意 的 机 器 来 ,所 以 也 能 造 出 和 自己 一 样 的 机 器 . 然后 它 再 复制 那个 大 但 是 简单 的 ,其 中 藏 有 指 
令 的 尾巴 ,并 把 它 接 到 自己 的 后 代 上 ,这 就 很 容易 了 , 此 后 ,新 机 器 就 可 以 造 出 越 来 越 多 的 机 器 ， 
直到 或 者 原料 用 尽 ,或 者 互相 冲突 为 止 :一 甚至 这 种 冲突 也 还 是 模仿 着 设计 它 的 人 . 

令 人 了 吃 剧 的 是 这 种 机 器 所 需 零件 之 少 , 汉 。 诺 依 曼 的 蓝图 中 的 基本 的 方块 有 80X400 个 小 
方 格 ,再 加 一 条 长 为 150 000 个 小 方 格 的 尾巴 . 基本 的 方块 中 有 三 种 十 面 讲 过 的 零 忻 一 一 神经 
元 ,传递 细胞 和 肌肉 细胞 , 三 类 细胞 的 区 别 只 在 于 其 激发 态 和 连接 方式 不 同 . 尾巴 还 更 简单 : 它 
的 细胞 是 “ 开 " 的 或 是 “ 关 ” 的 ,这 样 就 有 了 编码 . 这 样 我 们 就 有 近 20 万 细胞 , 极 大 多 数 属 于 可 能 
中 最 简单 的 那 种 ,其 中 只 有 极 小 一 部 分 能 如 远 辑 控制 神经 元 一 样 复杂 , 不 论 怎样 度量 复杂 性 , 它 
和 人 相 比 ,不 知 简单 到 什么 地 步 ,然而 这 种 机 器 能 复制 自己 . 


遗传 的 尾巴 


把 机 器 与 人 的 机 悍 的 类 比 再 推 前 -一步 ,可 以 把 尾巴 与 染色 体 作 比较 . 我 们 的 机 器 总 为 新 机 
需 复 制 自己 的 尾巴 ,正如 同 母 体内 女儿 的 细胞 复制 了 双亲 的 染色 体 一 样 . 值得 注意 的 是 染色 体 
失语 了 身体 极 小 一 部 分 ,但 尾巴 却 比 整 个 机 器 的 基本 方块 更 大， 这 青 明 染色 体 对 特质 的 编码 惊 
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人 的 有 效 和 紧凑 . 但 是 我 们 要 公正 地 指出 ,染色 体 的 作用 比 尾巴 小 . 尾巴 中 有 基本 方块 的 完全 的 
描述 ,而 染色 体 的 描述 是 不 完全 的 :所 以 子女 与 父母 只 是 相像 而 不 是 精确 复 本 . 继续 将 。 诺 依 曼 
的 开创 性 的 工作 ,设计 一 个 机 器 它 能 取 一 个 不 完全 的 描述 , 造 出 一 个 与 自己 相似 到 合理 程度 的 
机 器 ,这 是 极为 有 趣 的 ， 

这 种 机 器 能 不 能 经 历 一 种 进化 过 程 ” 可 以 设计 这 样 一 个 尾 世 , 使 得 在 每 一 个 循环 之 中 者 发 
生 几 个 随机 变化 ( 即 把 编码 中 的 * 开 " 变 为 * 关 ”,“ 关 " 变 为 “ 开 ”), 这 些 就 像 是 突变 ;如 果 机 器 还 能 
生育 后 代 ; 它 也 会 把 这 些 变化 传递 下 去 . 还 可 以 进一步 安排 以 限制 原料 的 供应 ,于 是 机 器 将 为 生 


冯 “' 诺 依 曼 的 机 吕 在 理论 上 是 能 够 复制 自己 的 :上 面 是 它 的 概念 上 的 单元 的 一 个 高 
度 简化 的 图 示 . 最 深 色 的 方 格 是 " 脑 " 的 “神经 细胞 ", 最 浅 色 的 方 格 是 "肌肉 细胞 ". 次 浅 的 
是 传递 细胞 ,加 上 和 斜 线 的 方 格 则 是 "尾巴 " ,其 上 载 有 对 机 器 的 指令 . 双 斜 线 的 方 格 中 有 信 
号 " 开 ", 单 笠 线 的 则 有 信号 " 关 ". 空白 方 格 则 是 环境 单元 ,机 器 就 在 其 中 运作 .箭头 表示 
指令 是 来 自 尾巴 ,“ 脑 " 则 以 这 些 指令 为 基础 指示 一 个 肌肉 细胞 作用 于 其 环境 , 机 器 向 左 
方 伸 出 了 一 个 "感觉 器 ". 
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存 空间 而 范 争 ,直到 彼此 互相 残杀 . 

当然 ,本 文 所 讲 的 机 器 ,了 就 我 所 知 , 没 有 一 个 是 真正 造 让 来 了 的 ,但 是 它们 都 是 可 以 制造 的 ， 
我 们 已 经 系统 地 考虑 了 人 能 够 做 些 什 么 ,其 中 叉 有 多 少 是 机 器 可 以 仿照 去 做 的 . 我 们 已 经 发 现 ， 
人 脑 的 优 各 在 于 它 有 更 大 的 复杂 性, 人 的 记忆 效率 也 更 高 .但 是 这 是 本 质 的 区 别 呢 , 还 是 随 技术 
的 进 比 下 以 殉 服 昵 ? 本 文 打 算 说 明 , 并 没有 次 定性 的 证 据 可 以 证 明 在 人 和 机 器 之 各 有 根 本 的 鸿 
沟 . 对 于 每 一 种 人 的 活动 ,都 能 想像 一 种 栅 融 方面 的 对 应 活动 . 

我 们 自然 还 没有 回答 估 是否 比 机 希 强 这 个 问题 . 读者 需要 自己 来 回答 这 个 问题 . 
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第 一 部 分 ”数学 的 本 性 


1. 数学 的 创新 


作者 ” 哈 尔 英 斯 (Paul R. Halmos), 密 菊 根 大 学 数学 教授 , 生 于 布达佩斯 ,童年 即 移居 芝 加 
哥 . 1934 年 毕业 于 依 利 诺 依 大 学 ,年 18. 第 二 年 因 考 上 哲学 硕士 (M. A, )} 失 败 , 被 授予 数学 硕 十 
(CM. 5S. ) 学 位 ,成 了 数学 家 . 后 来 他 又 在 依 利 诺 依 得 了 数学 的 Ph, D. ;其 后 他 看 普林斯顿 高 等 研 
究 所 任 汉 ，。 诺 依 曼 助教 二 年 . 在 MIT 辐射 实验 室 十 作 一 年 后 ,1946 年 去 芝加哥 大 学 任教 授 , 直 
到 1961 年 回 密 歌 根 大 学 为 止 . 他 得 到 的 荣誉 有 古 根 汉 奖 学 金 (Guggenheim Fellowship) 以 及 数 
学 作品 的 Chauvenet 些 . 
参考 文献 
AN ESSAY ON THE PSYCHOLOGY OF INVENTION IN THE MATHEMATICAL 
FIELD. Jacques Hadamard, Princeton University Press, 1945. 
WHAT IS MATHEMATICS? AN ELEMENTARY APPROACH TO IDEAS AND METH- 
ODS, Richard Courant and Herbert Robbins. Oxford University Press, 1941, 


2. 数学 的 创造 


作者 ”纽曼 (James R. Newman) 为 庆 加 莱 的 论文 “数学 的 创造 ”的 编者 ,并 写 了 引 育 ， 是 f 科学 
美国 人 ;编辑 部 成 员 ， 后 为 其 图 书 部 编者 , 直至 1966 年 去 鹤 为 止 . 他 于 1929 年 毕业 于 哥伦比亚 大 
学 法 学 院 , 后 来 对 数学 与 科学 有 了 爱好 . 他 执业 于 法 律 界 ， 二 战 期 间 担任 多 项 政府 职务 , 战 后 为 
参议 院 原子 能 委员 会 顾问 ,并 协助 起 草 了 原子 能 法 案 . 他 于 1946 年 和 1947 年 得 到 十 根 汉 奖 学 
金 .他 写 的 书包 括 *Science and Sensibility”,"What is Science EHR" Wortld of Mathematics”. 


3. 现代 志 界 中 的 数学 
作者 ” 柯 裔 (Richard Courant) ;纽约 大 学 数学 荣誉 教授 , 柯 调 于 1888 年 生 于 波兰 卢布 林 尼 


rp 


和 
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将 (ublinitz) , 受 教 于 布 累 斯 劳 ({Breslau) 大 学 、 苏 歼 傣 (Zurich) 大 学 和 哥 庭 根 (G6ttingen) 大 学 ， 
1910 年 于 最 后 一 所 大 学 获 Ph. D. 学 位 . 他 任教 于 哥 庭 根 大 学 和 闵 斯 特 (Miinster) 大 学 直至 1920 
年 ,后 任 哥 庭 根 大 学 数学 教授 和 数学 研究 所 所 长 . 1932 年 他 离开 哥 庭 根 并 短期 在 加 里 福 尼 亚 大 
字 、 普 栖 斯 顿 人 学 和 剑 恬 大 学 访问 . 1934 年 任 纽约 大 学 教授 ,并 于 1936 年 任 该 校 数 学 系 主任 和 
数学 科学 研究 所 所 长 . 他 担任 这 些 职务 共 25 年 直到 1958 年 退休 为 止 . 他 写 了 六 本 书 ,包括 

“Methods of Mathematical Physics” (与 D, Hilbert 合 著 ) 以 及 “Whar is Mathematics ?” (与 

H. Robbins 合 著 )， 
参考 文献 

ELEMENTARY MATHEMATICS FROM AN ADVANCED STANDPOINT, Felix Klein., 
The Macmillan Company, 1939. 

THE ENJOYMENT OF MATHEMATICS, SELECTIONS FROM MATHEMATICS FOR 
TITHE AMATEUR. Hans Rademacher and Otto Toeplitz, Princeton University Press, 
1957, 

MATHEMATICS AND THE IMAGINATION Edward Kasner and James R. Newman. Simon 
and Schuster, 1963. . 

MATHEMATICS IN WESTERN CULTURE Morris Kline, Oxford University Press, 1953. 

ICIENCE AND HYPOTHESIS. Henri Poincare Dover Publications, Inc, , 1952. 

SYMMETRY. Hermann Weyl, Princeton University Press, 1952. 


第 一 部 分 “补充 文献 


Hardy, G, H. A Marthematician’s Apology. Cambridge University Press, 1967. 
Poincaré, Henri, The Value of Science. Dover Publications, 1958. LReprint]， 
Poincaré, Henri. Science and Method. Dover Publications, 1952. | Reprint. ] 
Poimcaré, Henri, Luast Thoughts. Dover Publications, 1963., LReprint. ] 

Polya, George, Maihematica! Discovery, 2 vols. John Wiley and Sons, 1962—1965, 


Polya, George. Mathematics and Piausible Reasoning, 2 vols. Princeton University Press, 
1954d, 
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第 二 部 分 传 记 


4. 笛 卡 儿 
作者 ” 克 龙 比 (A.C. Crombie) 在 牛津 大 学 教科 学 史 和 科学 哲学 . 他 的 书 有 “Medieval and 


Fariy Modern Science™ BR" Robert Grusseteste and the Origin of Erperimental Science: 

1100--……1700”. 他 与 过 多 篇 论文 , 原 为 "British Journal for the Philosophy of Science "编辑 , 他 

是 华盛顿 大 学 访问 教授 以 及 普林斯顿 大 学 Shreve Fellow. 克 龙 比 正 在 研究 笛 卡 儿 之 作为 一 个 科 

学 思想 家 ,特别 是 他 对 生理 学 和 生物 学 理论 发 展 的 影响 . 
参考 文献 

CORRESPONDANCE,: RENE DESCARTES. Edited by C. Adam and G. Milhaud，Presse Uni- 
versitaire de France, 1936—19568. 

DESCARTES’ DISCOURSE ON METHOD, Leon Roth. The Clarendon Press, 1937. 

EXPERIENCE AND THE NON-MATHEMATICAL IN THE CARTESIAN METHOD Alan 
{rewirtz in Journal of the History of Ideas, Vol, |], No. 2， pages 183-~210; April, 
1941. 

NEW STUDIES IN THE PHILOSOPHY OF DESCARTES. Norman Kemp Smith. The Mac- 
millan Co., 1952. 

THE PHILOSOPHIC WORKS OF DESCARTES, Flizabcth S$. Haldane and OG. R, T. Ross. 
Cambridge University Press, 1934. 

THE SCIENTIFIC WORK OF RENE DESCARTES (1596— 1650), Joseph Frederick Scott 
Taylor &. Francis, 1952, 


5. 牛顿 


作者 ” 柯 思 (I. Bernard Cohen) ,哈佛 大 学 科学 中 和 - 般 教育 教授 . 1956 年 得 古 根 汉 奖 学 
金 ,1960--1961 年 得 美国 国家 科学 基金 (NSF) 奖 学 金 . 科恩 曾 任 科 学 只 杂志 *Isis” 编 辑 , 写 了 好 
几 本 书 , 其 中 有 *Birth of a New Physics” ”Frankilin and Newton”. 

参考 文献 
ISAAC NEWTON. E.N. daC, Andrade. The Macmillan Company, 1954., 
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OPTICKS, QR A TREATISE ON THE REFLECTIONS, REFRACTIONS, INFLECTIONS 
cs COLOURS OF LIGHT. Isaac Newton, Dover Publications, Inc., 1952. 

i1HE ROYAL SOCIETY OF LONDON NEWTON TERCENTENARY CFELEBRATIONS. 
Cambridge University Press, 1947. 

SIR ISAAC NEWTON’'S MATHEMATICAL PRINCIPLES OF NATURAL PHILOSOPHY 
AND HIS SYSTEM OF THE WORLD., Translated by Andrew Motte and edited by Flori- 


an Cajorl, University of California Press, 1947. 


6. 控 普 拉 斯 


作者 纽 曙 (James 及 . Newman 儿 科学 美国 人 }》 编 辑 部 成 员 . 见 2. 数学 的 创造 作者 介绍 
参考 文献 
MEN OF MATHEMATICS. Eric Temple Bell, Simon and Schuster, 1936, 
lL OEUVRE SCIENTIFIQUE DE LAPIACE. H. Andoyer. Payot & Cie,, 1922. 
PIONEERS OF SCIENCE, Sir Oliver Lodge, The Macmillan Company, 1930. 


7. 哈密 尔 顿 


作者 ” 惠 塔 克 历 士 (CSir Edmund Whitiaker) 的 经 历 跨越 英国 科学 的 好 几 代 人 人 . 他 是 一 个 
著名 数学 家 ,结识 众多 伟大 的 现代 科学 家 . 他 认识 费 兹 吉 拉 德 (Fitz Gerald) ;在 剑桥 随 凯 莱 
(Arthur Cayley) 和 斯 托 克 斯 (Sir George Stokes) 学 数学 ;作为 三 一 学 院 Fellow ,他 与 怀特 海 
德 (A, N. Whitehead) , 册 素 (Bertrand Russell) ,汤姆 森 (Sir 本 JJ, Thomson ) ， 卢 瑟 福 德 勋 盏 
《Lord Rutherfold) 同事 ,他 的 学 生 中 有 了 哈代 (G. H., Hardy) , 潍 斯 (Sir James Jeans), 爱 丁 顿 
(Slr Arthur Eddington) , 顿 布尔 (H.W. Turmnbull) 以 及 泰勒 (Sir Geoffrey Taylor), 1906 年 惠 
省 克 被 任命 为 爱尔兰 皇家 天 文学 家 ,在 都 柏林 担任 了 吗 帘 尔 顿 担任 过 的 同一 教 职 . 1912 年 
惠 拱 克 离 开 爱 尔 兰 任 爱 丁 堡 大 学 数学 教授 . 在 数学 和 物理 之 外 ,他 的 活动 主要 在 哲学 与 宗教 
领域 中 . 

和 参考 文献 


LIFE OF SIR WILLIAM ROWAN HAMILTON. R.P. Graves. Hodges, Figgis and Company, 
Ltd.，1882 一 1889， 


8. 巴 贝 奇 奇特 的 一 生 
作者 P， 莫 里 斯 (Phillip Morrison) 是 《科学 美国 人 》 编 辑 部 成 员 ,图 书 部 编辑 他 曾 在 MIT 
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和 康 肪 尔 大 学 物理 教授 下 *。 莫 里 避 (Emily Maorriseomr) 是 他 的 妻子 . 
参考 文献 

BABBAGE’S CALCULATING ENGINES. Edited by Henry P. abbage. 上 and 下. NSpon， 
London, 1889, 


9. 区 里 福 德 


作者 ” 见 2. 数学 的 创造 作者 介绍 . 
参考 文献 

THE COMMON SENSE OF THE EXACT SCIENCES. William Kingdon Clifford, Alfred A. 
Knopf, ]946., 

LECTURES AND ESSAYS,. Edited by L, Stebhen and F. Pollock. The Macmillan Company. 2 


vols,, 1879, 


10. 麦克 斯 韦 


作者 ”元 2, 数学 的 创造 作者 介绍 . 
参考 文献 

THE LIFE OF JAMES CLERK MAXWELIL. Lewis Campbell and William Garnett. Macmillan 
and Co,, 1882. 

THE SCIENTIFIC PAPERS OF JAMES CLERK MAXWEL]L. Edited by 到. D. Niven, Dover 
Publications, Inc,, 1953. 

A TREATISE ON ELECTRICITY AND MAGNETISM. James Clerk Maxwell, Dover Publi- 


cations, Ince., 1954., 


11. 湿 利 尼 员 贾 ， 拉 马 努 金 


作者 ” 见 2. 数学 的 创造 作者 介绍 . 
参 老 文献 

RAMANUJAN, G. H. Hardy， Cambridge University Press, 1940, 

COLLECTED PAPERS OF SRINIVASA RAMANUJAN. Edited by “7. H., Hardy, P. V. Seshu 
Aiyer and B. M, Wilson, Cambridge University Press, 1947, 
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12. 尼古拉斯 ， 布 尔 巴 基 


作者 见 工 数学 的 创新 作者 介绍 . 


参考 文献 
A CONTRIBUTION TO THE MATHEMAIICAL THEORY OF BIG GAME HUNIING FH. 


Pétard In The American Marthematical Monthiy, Vol, 45, No.7?, pages 446—447; 1938. 

ELEMENTS DE MATHEMATIQUE, N, Bourbaki. Hermann & Cie., 1939. FOUNDA- 
TIONS OF MATHEMATICS FOR THE WORKING MATHEMATICIAN. N. Bourbaki 
In The Journal of Sympolic Logic, Vol.14, No.1, pages 1—8; March, 1949. 
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Ball, W., W, Rouse, A Short Arcount of the History of Mathematics. Dover Publications, 
1960. [Reprint, | 

Bell, Eric T, The Development of Mathematics. 2nd ed., McGraw_Hill, 1945, 

Eves, Howard. An Introduction to the History of Marthematics. Rev. ed,, Holt, Rinehart and 
Winston, 1964. 

Scott J], F. A History of Mathematics. Taylor and Francis, Ltd., 1958, 


第 二 部 分 ”数学 的 若干 章节 


13. 数 


作者 ” 戴 维 斯 (Phillip J Davis) 是 布朗 大 学 应 用 数学 教授 . 他 于 1943 年 积 1950 年 在 哈佛 大 
学 分 别 获 数 学 学 士 和 Ph. D. 学 位 . 自 1952 年 到 1963 年 他 在 国家 标准 局 应 用 数学 部 工作 . 戴 维 
斯 因 他 的 论文 “Gamma 函数 的 历史 剖析 ”而 获 美国 数学 协会 (Mathematical Association of 
America}Chauvenet 奖 ,他 是 三 本 书 的 作者 ,“The Lore of Large Numbers”"{1961); “Tnter pola- 
titon and Approrimation "(1963} 和" Mathematics of Matrices "(1966). 现在 他 从 事 数值 分 析 领 
域 的 研究 ,发 展 在 高 速 计算 机 上 求解 方程 的 技巧 . 

参考 文献 
THE DEVELOPMENT OF MATHEMATICS. Eric T. Bell. McGraw-Hill Book Cormbany， 
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[nc., 1945., 

EPISODES FROM THE EARLY HISTORY OF MATHEMATICS. Asger Aaboe, Random 
House, 1964., 

HISTORY OF MATHEMATICS, VOL. I : SPECIAL TOPICS OF ELEMENTARY MATH- 
EMATICS. David Eugene Smith. Dover Publications, Inc., 1958. 

THE LORE OF LARGE NUMBERS., Philip J. Davis, Random House, 1961. 

MATHEMATICS AND THE PHYSICAL WORLD. Morris Kline. Thomas Y. Crowell Com- 


pany，1959. 

NUMBER: THE LANGUAGE OF SCIENCE, Tobjas Dantzig. The Macmillan Company, 
1954. 

PHILOSOPHY OF MATHEMATICS, Stephen F. Barker. Prentice- Hall, Inc,, 1964. 

14. 数论 


作者 禁 尔 维 芯 (Paul S. Herwitz) , 北 卡罗来纳 大 学 数学 Ph. D. 他 作为 一 个 数学 家 参加 了 
纽约 Armonk 的 IBM, 以 后 担任 编程 和 计算 机 系统 计划 的 多 种 顾问 和 管理 职务 . 1965 年 后 是 往 
序 资源 部 主任 . 

参考 文献 
NUMBER THEORY AND ITS HISTORY Dystein Ore, McGraw-Hil} Book Company, lnc., 

1948. 

FIRST COURSE IN THEORY OF NUMBERS. Harry N. Wright. John Wiley & Sons, Ine., 

1939., 


1$. 代数 


作者 梭 耶 尔 (W. W. Sawyer) 是 多 伦 多 大 学 数学 教授 . 梭 耶 尔 1911 年 生 于 英国 ， 毕 业 于 
剑桥 大 学 ， 专 长 于 量子 理论 与 相对 论 的 数学 ， 他 曾 于 1935 年 到 1945 年 在 苏格兰 丹 第 Dund- 
se) 大 学 和 曼彻斯特 大 学 任教 后 任 Leicester 工程 学 院 数学 系 主 任 ，1948 年 任 加 纳 大 学 ( 当 
时 称 为 黄金 海岸 大 学 学 院 ) 数学 系 主任 ， 自 1951 年 至 1956 年 他 任 新 西 兰 Christchurch 的 
Canterbury 大 学 教授 ， 在 美国 依 利 诺 依 大 学 及 Wesleyan 大 学 任教 后 ， 去 多 伦 多 大 学 任教 授 . 
梭 职 和 尔 写 过 几 本 通 俗 数学 书籍 ， 有 : “A Conerere Approach to Abstract Aigebra”, "Prelude to 
Mathematics” RMathematician’s delight”, 
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参考 文献 
THE FUNDAMENTAL PROPOSITIONS OF ALGEBRA,. Edward Y. Huntiington mn Monw- 


graphson Topics uf Moadern Mathematics, edited by J. W. A. Young. Dover Publications, 
Ine., 1955., 

INSIGHTS INTO MODERN MATHEMATICS, TWENTY-THIRD YEARBOOK, The Na- 
tional Council of Teachers of Mathematics, 1957, 

MATHEMATICS THE MAN-MADE UNIVERSE. Sherman K. Stein, W. H. Freeman and 
Company,; 1953, 

SOME LESSONS IN MATHEMATICS. Edited by T. J. Fletcher. Cambridge University 
Press, 19684. | 


16. 几何 


作者 ” 克 莱 因 (Morris Kline), 本 书 主编 ,纽约 大 学 华盛顿 广场 中 心 数学 教授 ,大 学 数学 系 
主任 ,也 是 该 校 柯 斋 数 学 科学 研究 所 电磁 部 主任 . 1936 年 在 该 校 得 Ph. DD, 学 位 后 ,在 普林斯顿 高 
等 研究 所 做 了 两 年 研究 工作 , 自 1936 年 至 1942 年 任教 于 纽约 大 学 . 其 后 参加 美国 陆军 ,为 通信 
兵 工 程 实验 室 的 物理 学 家 . 1945 年 回 纽约 大 学 后 为 教授 至 今 . 曾 于 1958 年 ,1961 年 与 1966 年 
为 斯 坦 福 大 学 访问 教授 . 1958 一 1959 学 年 度 为 德国 亚 琛 高 等 工业 学 校 Fulbright 讲师 并 得 到 当 


年 的 Fulbright Fellowship. 除 大 量 专业 文献 外 ， 克 莱 因 还 写 了 好 几 本 通俗 数学 书籍 ,包括 
“Mathemaftics in Western Culture” (1953), “Mathematics and the Physicat Worid "(1959), 利 
Mathematics: A Cultural Approach”. 


参考 文献 


GREAT IDEAS OF MODERN MATHFMATICS, THEIR NATURE AND USE. Jagijit 
Singh, Dover Publications, Ine., 1959., 


A LONG WAY FROM EUCLID. Constance Reid. Thomas Y. Crowell Company, 1963. 
PRELUDE TO MATHEMATICS. W.W. Sawyer. Penguin Books Inc., 1955. 


WHAT IS MATHEMATICS? AN ELEMENTARY APPROACH TO IDEAS AND METH- 
ODS, Richard Courant and Herbert Robbins, Oxford University Press, 1941. 


17. 出 影 几何 
作者 介绍 ” 见 上 第 . 
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参考 文献 z 
ART AND GEOQOMETRY. William M., Ivins, Jr. Dover Publications, 1964. [Reprint, | 


MATHEMATICS IN WESTERN CULTURE. Morris Kline. Oxford University Press, 190533. 

PROJECTIVE CEOMETRY，John Wesley Young. The Open Court Publishing Company, 
1930. 

PROJECTIVE GEOMETRY. Oswald Veblen and John Wesley Young. Ginn and Company， 
1910—1918, 


18. 空间 的 曲率 


作者 ” 勒 科 尔 白 也 (P, Le Corbeiller) 哈 佛 大 学 一 般 教 育 与 应 用 物理 学 教授 .生计 巴黎 ,出 身 

于 法 国 巴黎 高 等 工业 学 校 ,这 是 一 所 军事 院 佼 ,法 国 许 多 第 一 流 数学 家 均 出 十 此 . 1926 年 在 Sor- 

bonne( 斯 老 巴黎 大 学 ) 得 数学 博士 . 20 与 30 年 代 任 法 国政 府 职务 的 通讯 工程 师 . 虽然 处 于 这 个 

在 法 国 熙 为 带 规 的 公务 生涯 之 中 ,他 却 另 有 所 求 . 1938 年 辞职 并 得 到 一 个 哲学 licence( 法 国 硕 

士 ) 学 位 . 三 年 后 他 来 到 长 期 向 往 的 美国 ,并 在 法 国政 府 的 一 次 公差 中 认识 了 他 的 生 于 芝加哥 的 

妻子 . 1941 年 任 哈佛 大 学 教授 ， 
参考 文献 

THE FOURTH DIMENSION SIMPLY EXPLAINED: A COLLECTION OF ESSAYS SE- 
LECTED FROM THOSE SUBMITTED IN THE SCIENTIFIC AMERICAN PRIZF 
COMPETITION. Peter Smith, 1941. 

GENERKAL INVESTIGATION OF CURVED SURFACES OF 1827 AND 1825, Karl Friedrich 
(rauss. Princeton University Library, 1902, 

ON TITHE HYPOTHESES WHICH LIE AT THE FOUNDATIONS OF GEOMETRY, Bern- 
hard Riemann in A Suurce Book in Mathematics, edited by David Eugene Smith. Dioyer 
Publications, 1959. [Reprint. | 

SPACE— TIME—MATTER. Hermann Weyl. Dover Publications, Ine., 1951. 


19. 据 扑 学 


作者 ” 塔 克 (Aibert 再. Tucker) ,1928 获 多 伦 多 大 学 学 十 ,1932 获 普林斯顿 大 学 拓扑 学 
Ph. D, 1933 年 起 任教 普林斯顿 大 学 , 现 为 数学 教授 ,前 系 主任 . 塔 克 对 数学 与 教育 均 有 显著 贡献 
贝 利 (Herbert S, Bailey) 在 与 塔 克 合 写 此 文 时 是 普林斯顿 大 学 出 版 社 科学 编辑 , 现任 社 长 、 
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参考 文献 

MATHEMATICS AND THE IMAGINATION. E. Kasner and J. Newman, Simon and Schus- 
ter, lnc,, 1940. 

WHAT IS MATHEMATICS? R, Courant and H. Robbins. Oxford University Press, 1941, 


20. 可 尼斯 像 桥 


作者 见 2. 数 学 的 创造 .他 编辑 了 欧 拉 此 文 并 写 了 介绍 ， 
参考 文献 
MEN OF MATHEMATICS. Eric Temple Bell, Simon and Schuster, 1937. 


21. 不 动 点 定理 


作者 ”六 布 洛 特 (Marvin Shinbrot) ,西北 大 学 数学 与 工程 科学 副教授 . 1949 年 在 Syracuse 
太 学 得 硕士 学 位 (本 科 亦 在 该 校 ) 后 曾 在 国家 航空 咨询 委员 会 (即今 NASA) 及 洛克 着 德 飞机 公 
司 任 研 究 科 学 家 数 年 , 1960 年 在 斯 坦 福 大 学 获 Ph. D, 后 开始 教学 生涯 , 先 在 世 加 闹 大 学 与 柏 克 
利加 州 大 学 任教 ,1965 年 转 到 西北 大 学 . 
参考 文献 
GEOMETRY AND THE IMAGINATION. D, Hilbert and S Cohn Vossen. Cbelsea Publish- 
ing Company, 1952. 
WHAT IS MATHEMATICS? AN ELEMENTARY APPROACH TO IDEAS AND MFTH-. 
ODS. Richard Courant and Herbert Robbins. Oxford University Press, 1941. 


22. 机 会 


作者 ” 艾 也 尔 (A.J. Ayer) 牛 津 大 学 Wykeham 逻辑 教授 , 自 1959 年 即 任 此 职 . 在 到 牛津 大 
学 前 , 刹 在 伦敦 大 学 任 Grote 心灵 哲学 与 逐 辑 教授 13 年 . 区 也 尔 毕 业 于 伊 登 从 学 与 牛津 大 学 ， 
1932 年 起 在 牛津 大 学 Christ Church 学 院 任 哲学 讲师 . 二 战 期 间 应 征服 役 于 赋 尔 十 卫队 (Welsh 
Guard) ,同年 效 军 官衔 . 匡 也 尔 写 过 的 书 有 “Jengaage，TratRand 了 0gIC ， 了 Re Foundation of 
Empiricalt Knowiedge”, ThRe Problem of Knowiedge”R 及 “The Concept of a Person™, 

参考 文献 


LOGICAL FOUNDATIONS OF PROBABILITY. Rudolf Carnap. The University of Chicago 
Press, 1962, 
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PRINCIPLES OF THE THEORY OF PROBABILITY. Ernest Nagel. The University of Chi- 


cago Press, 1939, 
A TREATISE ON PROBABILITY,. John Maynard Keynes. Harper & Row Publishers, 1982, 


23. 概率 论 


作者 ” 韦 弗 尔 (Warren Weaver), 任 斯 洛 恩 基 金 会 (Alfred P. Sloan Foundation) 副 主席 吉 到 
1964 年 . 现任 为 该 基金 会 董事 与 科学 事务 顾问 . 韦 弗 尔 曾 是 威斯康辛 大 学 数学 教授 ,并 担任 系 主 
任 四 年 .1932 年 离开 威斯康辛 大 学 后 ,是 洛克 非 勒 基金 会 自然 科学 部 主任 以 及 Sloan_Kettering 
研究 所 自然 科学 与 医学 副 主 席 . 1959 年 参加 斯 洛 恩 基 金 会 任 自然 科学 主任 . 

参考 文献 
THE SCIENCE OF CHANCE, Horace C. Levinson, Rinehart and Company, lnc,, 1950., 
PROBABILITY AND ITS ENGINEERING USES, Thornton 0. Fry. D. Van Nostrand Compa- 

ny, Inc., 1928, 

AN INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY AND Is APPLICATIONS,. William 

Feller. John Wiley and Sons., Inc., 1950. 


24. 概率 论 


作者 ” 卡 获 (Mark Kac) 洛 克 非 勒 大 学 数学 教授 . 1914 年 生 于 波兰 玫 rzemieniec, 就 学 于 里 沃 

夫 John Casimir 大 学 并 在 该 校 于 1937 年 得 Ph. D. 学 位 . 1938 年 到 美 图 在 夫 普 金 斯 大 学 为 Par- 

nas Foundation Fellow, 一 年 后 任教 于 康 乃 尔 大 学 . 在 1951 一 1952 学 年 度 他 在 普林斯顿 高 等 研 

完 所 一 年 , 1961 年 离 康 乃尔 大 学 任 现职 至 今 . 1950 年 卡 鞭 因 他 的 论文 “随机 游 动 与 布朗 运动 理 

论 一 文 被 美国 数学 协会 授予 Chauvenet 奖 . 所 的 主要 科学 工作 过 去 几 年 是 在 统计 力学 方面 ; 他 

特别 有 兴趣 于 变相 的 数学 模型. 
参考 文献 

CHOICE AND CHANCE，WITH ONE THOUSAND FXAERCISES, ‘William Allen Whit- 
worth, Hafner Publishing Co., 1951. 

A HISTORY OF THE MATHEMATICAL THEORY OF PROBABILITY FROM THE 
TIME OF PASCAL TO THAT OF 1L.APLACE, I. Todhunter. Chelsea Publishing Com- 
pany, 1949. 

AN INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY AND ITS APPLICATIONS. William 
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Felier, John Wiiey &. Sons, Inc., 1957. 

LADY LUCK, Warren Weaver, Doubleday &. Company, Inc,, 1963. 

PROBABILITY, STATISTICS AND TRUTH. Richard von Mises. The Macmillan Company， 
]1957, 


25. 统计 学 


作者 ” 见 23. 概率 论 . 
参考 文献 

ELEMENTARY STATISTICAL ANALYSIS Samuyel S. Wilks. Princeton University Press, 
1948, 
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Aleksandrov, A. D., et al., eds. Mathematics;, lts Content, Methods and Meaning. 3 vols., 
The M.I.T. Press, 1964. 

Blackett, Donald W. Flementary Topology, Academic Press, 1967. 

Courant, R., and H., E. Robbins, Whar is Mathematics? Oxford University Press, 1941. 

Eves, Howard. A Survey of Geometry, 2 vols., Allyn and Bacon, 1963— 1965,. 

Kiine, Morris, Calculus, an Intuitive and Physical Approachk, 2 vols., John Wiley and Sons, 
”1967. 

Moroney, M.J, Facts from Figures, Penguin Books, 1951. 

Reichmann, W.J. Use and Abuse of Statistics. Oxford University Press, 1962., 

von Mises, Richard, Probability, Statistics and Druth : 2nd ed., George Allen and Unwin, 1957. 

Weéaver, Warren. Lany Luck. Doubleday, 1963.,. 

Wolfe, H. E. Nor Ewuclidean Creometry, Holt, Rinehart and Winston, 1945. 


第 四 部 分 数学 基础 


26. 几何 与 直觉 
作者 “了 哈恩 (Hans Hahn) ,1934 年 55 岁 时 去 世 , 是 一 个 有 才能 的 维也纳 数学 家 ,教师 和 研 
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究 者 . 他 强烈 地 倾向 于 逻辑 与 数学 的 哲学 关系 ,本 文 是 他 最 好 的 文章 的 一 段 即 可 为 证 . 1902 年 在 
维也纳 得 学 位 后 ,他 与 当时 的 一 些 数 学 巨 折 一同 写 论文 ,组 织 讨 论 班 , 1905 年 他 接替 了 Otto 
Stolz 在 Innsbruck 大 学 的 教 职 . 一 战 中 他 投 于 奥 千 ,受过 重伤 , 因 勇 敢 而 受 勋 , 不 久 后 又 回 到 维 
也 纳 大 学 当 教 授 . 
参考 文献 
INTRODUCTION TO MATHEMATICAI THINKING. Friedrich Waismann, Frederick Un- 
gar Publishing Co., 1951. 
PARADOXES OF THE INFINITE., Bernard Bolzano. Yale University Press, 1950. 


27. 数学 基础 


作者 ”前 内 (Willard van Orman Quine) ,哈佛 大 学 Edgar Peairce 哲学 教授 . 1930 年 毕业 于 
(jberlin 学 院 , 主 修 数 学 , 两 年 后 在 哈佛 得 Ph.D, 在 怀特 海德 CAifred North Whitehead}) 指 导 下 完 
成 了 逻辑 的 学 位 论文 . 又 在 维也纳 ,布拉格 和 华沙 大 学 非 正 式 地 读 了 一 年 书 ,1933 年 被 选 人 哈佛 
的 Society of Fellows, 1936 年 起 在 哈佛 任教 ,1948 年 任 哲 学 教授 和 Society of Fellows 的 Senior 
Fellow, 以 后 又 在 牛津 大 学 .普林斯顿 高 等 研究 所 和 加 州 Palo Alto 的 行为 科学 高 等 研究 中 心 讲 
学 ,研究 ,1959 年 夏 在 日 本 和 澳大利亚 讲学 . 他 写 的 书 有 “Set Theory and Irs Logic”(1963)， 
“Ways of Paradur and Orher Essays "(1966). 

参考 文献 
AXIOMATIC SET THEORY. Paul Bernays and A. A. Fraenkel. North-Holland Publishing 

Company, 1958, 

THE FOUNDATIONS OF ARITHMETIC, A LOGICO-MATHEMATICAL ENQUIRY IN 

TO THE CONCEPT OF NUMBER, Dr.G. Frege, Basil Blackwell, 1953. 
INTRODUCTION TO MATHEMATICAL PHILOSOPHY. Bertrand Russell, George Allen 

&. Unwin, Ltd,, 1919. 

SET THEORY AND ITS LOGIC. Willard Van Orman Quine. Harvard University Press, 1983, 


28. 性 论 


作者 ” 见 上 篇 . 
参考 文献 


FROM A LOGICAL POINT OF VIEW. Willard Van Orman Quine. Harvard University 
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Press, 1953. See pages 80 一 139. 

THE FOUNDATIONS OF MATHEMATICS. Evert W. Beth. North-Holland Publishing 
Company, 1959. See pages 481 一 518. 

MET HODNDS OF LOGIC, Willard Van Orman Quine. Holt, Rinehart & Winston, Inc., 1959， 
See pages 225- 一 252. 

RIDDLES IN MATHEMATICS, A BOOK OF PARADOXES, E.P, Northrop, D, Van Nos- 
trand Co,, Inc,, 1944. 


29. 非 康 托 集 论 


作者 ”科恩 (Paul J. Kohn) 和 薪 尔 希 (Reuben Hersh) 分 别 为 斯 坦 福 大 学 数学 教授 和 新 墨 西 
哥 大 学 数学 教授 , 科恩 就 学 于 Brooklyn 学 院 ,1958 年 在 芝 加 贞 大 学 得 Ph. DD, 学 位 ,以 后 执教 于 
Rochester 大 学 ,MIT 和 哈佛 大 学 ， 现在 普林斯顿 高 等 研究 所 访问 . 主要 由 于 本 文 所 讲 的 工作 ,他 
在 1966 年 国际 数学 家 大 会 上 得 Fields 奖 . 又 曾 与 人 分 获 一 位 美国 科学 家 设立 的 Researeh Cor- 
Poration of American 的 一 万 美元 研究 奖 , 1963 年 还 曾 得 到 美 国 数学 会 为 分 析 数 学 中 的 杰出 研 
究 工作 所 设立 的 B6cher 奖 . 赫 尔 希 曾 任教 于 纽约 大 学 .Fairleigh Dickingon 大 学 与 斯 坦 福 大 学 . 
他 自称 ,在 1962 年 于 纽约 大 学 获 数学 Ph. D. 前 ， 曾 在 险 佛 得 到 美国 文学 的 B. A., magna cum 
laude 学 位 ,在 朝鲜 占领 军 中 服役 ,又 在 4 科学 美国 人 》 任 小 职员 和 助理 编辑 , 叉 在 机 械 制 造 业 当 
了 四 年 车 工 和 实验 机 械 师 . 
参考 文献 
AN INTRODUCTION TO THF FOUNDATIONS AND FUNDAMENTAL CONCEPTS OF 
MATHEMATICS, Howard Fves and Carroll V. Newsom, Holt, Rinebart and Winston, 
1965., 
A PROOF OF THE INDEPENDENCE OF THE CONTINUUM HYPOTHESIS, Dana Scott 
in Mathematical Systems Theory, Vol. 1，No. 2， Pages 89—1]1; May, 1967., 
SET THEORY AND THE CONTINUUM HYPOTHESIS. Pavl J. Cohen. W. A. Benjamin, 
Inc., 19668., 
WHAT IS CANTOR’S CONTINUUM PROBLEM? Kurt Godel in Philosophy of Mathematics, Se- 
lected Readings, edited by Paul Benacerraf and Hilary Putnam, Prentice Hall, Ine., 1964. 


30. 哥 德 尔 证 明 
作者 ”内 格 尔 (Ernest Nagel) 和 纽曼 (James R. Newman) 都 是 到 辑 和 科学 哲学 学 者 . 此 让， 
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纽 曙 还 是 内 格 尔 以 前 的 学 生 , 内 格 尔 是 哥伦比亚 大 学 的 John Dewey 哲学 教授 . 他 的 书 有 “Logic 

withourt Meraphysics” 和 Structure of Serience: Problems in the Logic of Seientific Expiana- 

zoom ”纽曼 是 4 科学 美国 人 }》 编 辑 部 成 员 . 他 们 还 合 写 了 一 本 ”Cadels Proof”,1958 年 出 版 . 
参考 文献 

INTRODUCTION TO THE FOUNDATIONS OF MATHEMATICS. Raymond 1.. Wilder. 
John Wiley &. Sons, Inc,, 1952., 

THE NATURE OF MATHEMATICS,. Max Black, Harcourt, Brace and Company, Ine., 
1934. 

PRINCIPIA MATHEMATICA. Alfred North Whitehead and Bertrand Bussell. Cambridge U- 
niversity Press, 1925, 

STMBOLIC LOGIC. CI Lewis and C. H. Langford. D. Appleton-Century Company, lnc., 
1932, 


第 四 部 分 “补充 文献 


Benacerraf, Paul, and Hilary Putnam. Phitosophy of Mathematics, Selected Readings. Pren- 
tice- Hall, 1964. 

Beth, E. W. The Foundations of Mathematics. 2 vols., 2nd ed., Harper and Row, 1986, 

Black, Max. The Nature of Mathematics. Routledge and Kegan Paul, 1953, 

Fraenkel, A. A., and Y. Bar Hillel. Fowundations of Set Theory. North-Holland Publishing 
Company, 1958, 

Goodstein, R,L. Essaysin the Philosophy of Mathematics. Leicester University Press, 1985, 

Koerner, Stephan. The Philosophy of Mathematics. Hutchinson University Library, 1960. 


Wilder, R.1, TIntroduction to the Foundatrions of Mathematics, 2nd ed., John Wiley and Sons, 
1965. 


第 五 部 分 ”数学 的 意义 


31. 物理 学 家 的 自然 图 像 的 进化 
作者 狄 拉 克 (Paul Adrien Maurice Dirac) 剑 桥 大 学 Lucas 数学 教授 . 1928 年 犹 拉 克 提 出 
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了 他 的 电子 理论 ,使 他 三 年 后 预言 电子 的 反 粒 子 必 存在 . 这 个 反 粒 子 即 正 电 子 是 1932 年 由 加 州 
理工 学 院 的 安德森 (C. D. Anderson}) 发 现 的 . 犹 拉 克 因 此 获得 1933 年 诺 贝 尔 物 理 奖 ( 另 一 获奖 
人 是 奥地利 理论 物理 学 家 苹 定 请 (E, Schradinger)). 1930 年 他 被 选 为 皇家 学 会 会 员 . 

参考 文献 

CAN QUANTUM-MECHANICAIL DESCRIPTION OF PHYSICAL REALITY BE CONSID- 
ERED COMPLETE? A. Einstein, B, Podolsky and N, Rosen in The Physical Review, 
Vol 47, No. 10, pages 777 一 了 80; May 15, 1935, 

ENTWURF EINER VERALLGEMEINERTEN RELATIVITATSTHEORIE UND EINER 
THEORIE DER GRAVITATION,. Aibert Einstein in Zeitschrift fiir Mathematik und 
Physik, Vol. 62, 1914. 

ON THE CONSTITUTION OF ATOMS AND MOLECULES. N, Bohr in The London, Edin- 
purgh and Dublin Philosophicat Magaxine and Journal of Science, Part 1 ， Binding of FE- 
tectrons by Positive Nuclei, Series 6, Yol. 26, No. 151, pages 1—25; July, 1913. Part 2. 
Systems Cuntaining only Single Nucleus, Series 6, Vol. 26, Noa. 153, pages 476—507,; 
September, 1913. 

QUANTISIERUNG ALS EIGENWERTPROBLEM,. E. Schrodinger in Annalen der Physik. 
Part 1, Vol.79, No. 4, pages 361 一 376; 1926. Part 2, Vol. 79, No. 6, pages 489 一 527 ; 
1926， 

SIR ISAAC NEWTON’S MATHEMATICAL PRINCIPLES OF NATURAL PHILOSOQPHY 
AND HIS SYSTEM OF THE WORLD, Fdited by Fiorian Cajori. University of California 
Press, 1947. 

A TENTATIVE THEORY OF LIGHT QUANTA. Lovuis de Broglie in The London, Edin- 
purgh and Dublin Philosophical Magazine and Journal af Science, Series 6, Vol. 47， 
No. 278, pages 446—457; February, 1924. 

UBER QUANTEN THEORETISCHE UMDEUTUNG KINEMATISCHER UND MECHA- 
NISCHER BEZIEHUNGEN. W., Heisenberg in Zeitschrift fiir Physik, Vol. 33, pages 
879—8983; 1925, ， 

2UR ELEKTRODYNAMIK BEWEGTER KORPER. A. Finstein in Annalen der Physik, Vol. 
17 No. 10, pages 891—-921; 1905. 

UR THEORIE DES GESETZES DER ENERGIEVERTEILUNG IN NOQRMALSPECTRUM. 
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M, Planck in Verhandiungen der Deutschen Physikailischen Gesellschaft, Vol,2, No, 17， 
pages 237—245; December, 1900. 


32, 物理 科学 中 的 数学 


作者 戴 森 (Freeman J. Dyson) 普 林 斯 顿 高 等 研究 所 数学 学 院 教 授 , 戴 森 生 于 英国 ,求学 于 
便桥 大 学 Winchester 学 院 , 大 学 本 科学 习 因 战 时 参加 空军 而 中 断 , 在 军 中 他 的 数学 才能 用 于 研 
究 夜 间作 战 行动 损失 惨重 的 原因 , 1945 年 当 他 读 到 Smyth 原子 能 报告 后 ,决定 回 剑桥 学 物理 ， 
一 年 后 用 英 联 邦 基金 会 的 奖学金 去 美国 ,在 康 乃 尔 大 学 与 贝 特 (Hans A. Bethe) 和 费 曼 (Richard 
Feynman) 人 研究 物理 . 在 康 方 尔 大 学 任 物理 教授 两 年 后 ,于 1953 年 进入 高 等 研究 所 . 他 的 研究 工 
作 是 在 介 于 物理 和 数学 之 间 的 许多 问题 以 及 复杂 系统 的 统计 力学 方面 . 

参考 文献 
THE SLEEPWAILKERS, Arihur Koestler, Grosset &. Dunlap, Inc., 1963, 

STRONGLY INTERACTING PARTICLES. Geoilrey F. Chew, Murray Gell-Mann and Ar- 
thur HH. Rosenfeld in Scientific American, Vol, 210, No. 2 ， pages 74~—93; February, 
1964. 

THE UNREASONABLE EFFECTIVENESS OF MATHEMATICS IN THE NATURAL SCI- 
ENCES, Eugene P. Wigner in Commaunications on Pure and Appiied Mathematics, Vol, 
13, No,1, pages 1—14; February, 1960., 


33. 引力 理论 的 推广 


作者 ”20 世纪 的 物理 学 中 无 处 没有 胺 因 斯 坦 (Alhert Einstein) 天 才 的 不 可 磨灭 的 印记 . 他 
在 1905 年 提出 的 “光电 效应 ”, 为 量子 理论 商定 了 基础 . 这 个 理论 发 展 的 好 几 个 决定 性 的 时 刻 都 
是 由 爱 因 斯 坦 提 出 的 思想 保证 了 它 在 今天 的 物理 学 中 的 统治 的 作用 . 

1905 同一 年 , 爱 因 斯 坦 还 发 表 了 两 籍 文章 在 物理 思想 中 引起 了 平行 的 革命 一 这 是 主要 与 
他 的 名 字 相 联系 的 . 其 中 第 二 篇 提出 了 他 的 著名 的 质 能 相 当 的 公式 :FE=me, 到 1917 年 ,他 已 在 
他 的 “狭义 相对 论 * 的 基础 上 建立 了 “广义 相对 论 ” 的 大 厦 , 把 宇宙 大 尽 度 的 力学 归 人 综合 的 时 全 
几何 学 . 从 那 时 起 他 又 致力 于 一 个 崇高 的 日 标 , 即 把 控制 着 微观 领域 的 原子 粒子 的 电磁 规律 纳 
八 这 个 宏大 的 推广 之 内 . 在 这 个 征程 上 ,他 一 生 的 后 40 年 越 来 越 孤 独 ,因为 物理 学 中 的 同时 代 
入 越 来 越 侨 向 来 自 量 子 力学 的 哲学 观点 . 

受 因 斯 坦 在 本 文中 试图 向 外 行 解释 他 最 后 的 迄 未 成 功 的 “引力 理论 的 推广 ” 他 本 人 就 是 他 
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的 工作 的 最 动人 也 最 成 劲 的 普及 者 ,但 是 他 说 本 文 “ 不 太 好 错 ”, 尽管 如 此 ,本 文 使 读者 能 最 亲切 
最 动人 地 洞察 这 位 伟大 的 自然 哲学 家 的 动机 与 目的 ， 


参考 文献 
THE MEANING OF RELATIVITY. Albert Finstein. Princeton University Press, 1950. 


RELATIVITY. Albert Einstein, Peter Smith, 1931. 


34. 引力 


作者 ”所 莫 夫 (George Gamow) 是 Colorado 大 学 物理 教授 , 1928 在 国立 列宁 格 勒 大 学 获 核 
物理 博士 学 位 后 ,他 先 在 哥本哈根 大 学 师 从 玻 尔 (Niels Hohzr) 后 在 剑桥 大 学 师 从 卢 瑟 福 (Ernest 
Rutherfold). 1934 年 他 双 达 美国 , 先 在 George Washington 大 学 教 物理 ,到 1956 年 来 Colorado 
大 学 . 货 莫 夫 作 为 多 产 的 科学 普及 者 ,由 于 向 外 行人 解释 科学 而 于 1956 年 获 Kalinga 奖 . 他 写 了 
十 凡 本 书 , 以 23 种 语言 发 行 . 

参考 文献 
SIR ISAAC NEWTON’S MATHEMATICAL PRINCIPLES OF NATURAL PHILOSOPHY 

AND HIS SYSTEM OF THE WORLD. Edited by Florian Cajori, University of California 

Press, 1947. 

DIALOGUES CONCERNING TWO NEW SYSTEMS. Galieo Galilei. Dover Publications, 

Inc.。1953. 

MEANING OF RELATIVITY. Albert Finstein. Princeton University Press, 1956, 


35. 生物 科学 中 的 数学 


作者 摩尔 (Edward Moore) 是 Wisconsin 大 学 计算 机 科学 和 数学 教授 . 毕业 于 Virginia 
Polytechnic Institute, 并 于 1950 年 在 Brown 大 学 获 数 学 Ph._D. 学 位 . 摩尔 在 国家 标准 局 和 伊利 
庄 依 大 学 研究 数字 计算 机 编程 以 后 ,1951 年 他 参加 了 Bell 电话 实验 室 , 在 交换 机 研究 部 门 作 一 
个 数学 家 . 1961 一 1962 学 年 度 ,他 同时 任 险 佛 大 学 Mekay 应 用 数学 访问 学 者 和 MIT 的 电机 工 
各 访问 教授 , 从 1966 年 后 任 Wisconsin 大 学 教授 . 廉 尔 研究 过 多 种 计算 机 ,从 下 棋 的 计算 机 到 设 
讨 开关 线路 的 计算 机 , 他 目前 的 主要 兴趣 在 自 动机 的 理论 上 的 可 能 性 和 局 限 性 . 

参考 文献 
THE CONVERSE OF MOORE’S GARDEN-OF-EDEN THEOREM, John Myhill in Proceed- 

ings of the American Mathematical Society, Vol. 14, No, 4， pages.685—686; August, 
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1963. 

THE GENERAL AND LOGICAL THEORY OF AUTOMATA, John von Neumann in Cere- 
ret Mechanisms in Behavior, edited by Lloyd A. Jeffress. John Wiley &. .Sons, lnc,, 
1951. 

MATHEMATICAL PROBLEMS IN THE BIOQLOQGICAL SCIENCES, PROCEEDINGS OF 
SYMPOSIA IN APPLIED MATHEMATICS, Vol, XIV, edited by R. E. Bellman. Ameri- 
can Mathematical Society, 1962. 

SIMULATION OF BIOLOGICAL CELLS BY SYSTEMS COMPOSED OF STRING-PRO- 
CESSING FINITE AUTOMATA, Walter R, Stahl, Robert W. Coffin and Harry E, Go- 
heen in AFIPS 1964 Spring J oint Computer Con ference. Spartan Books, Inc., 1964. 


36. 社会 科学 中 的 数学 


作者 ” 理 查 ， 斯 通 ‘Richard Stone) 是 剑桥 大 学 Leake 金融 与 会 计 学 教 援 . 1913 年 生 于 伦 
就 ,在 剑桥 Gonville and Caius College 学 法 律 和 经 济 学 . 二 战 期 间 , 他 为 战 时 内 赂 作 统计 工作 ,也 
是 刻 因 斯 (John Maynard Keynes) 在 财政 部 的 助手 . 1945 年 任 剑桥 应 用 经 济 系 第 一 主任 . 1955 
年 在 剑桥 获 Sc. D. 学 位 ， 斯 通过 去 的 工作 主要 在 社会 会 计 及 度量 经 济 学 方面 . 目前 他 正 致力 于 
建立 英国 经 济 模型 ,设计 这 个 模型 来 研究 如 何 刺 激 经 济 增长 . 他 还 从 事 于 作 经 济 模型 的 国际 评 
述 ， 
参考 文献 
AN ANATOMY OF KINSHIP:; MATHEMATICAL MODELS FOR STRUCTURES OF CU- 
MULATED ROLES. Harrison C. White. Prentice Hall, Ine., 1963 | 
FINITE MATHEMATICS WITH BUSINESS APPLICATIONS, John G, Kemeny, Arthur 
Schleifer, Jr., J, Laurie Snell and Gerald L, Thompson. Prentice-Hall, Ine., 1962, 
GAME THEORY AND RELATED APPROACHES TO SOCIAL BEHAVIOR. Edited by 
Martin Shubik. John Wiley & Sons, Inc,, 1964., 
INTRODUCTION TO DIFFERENCE EQUATIONS. Samual {roldberg. john Wiley 以 Sons, 
Inc,, 1958. . : 
THE MODEL IN ITS ENVIRONMENT. A PROGRESS REPORT. Paper No. 5 in A Pro- 
gramme for {irowth, genetal editor Richard Stone.. Published for the Department of Ap- 
plied Economics, University of Cambridge, by Chapman & Hall; July, 1964. 
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PROBABILITY AND STATISTICS FOR BUSINESS DECISIONS., AN INTRODUCTION TO 
MANAGERIAL ECONOMICS UNDER UNCERTAINTY, Robert Schlaifer, McGraw- 
Hill Rook Company, Inc., 1959. 


37. 质量 控制 的 实践 


作者 道 尔 顿 (A, G. Daiton) 与 工作 中 的 统计 质量 控制 的 根源 是 很 接近 的 , 作为 西方 电气 公 
司 质量 控制 总 监 , 他 负责 该 公司 种 类 繁多 的 产品 的 连续 质量 检查 , 许多 质量 控制 原来 的 技术 都 
来 自 此 公司 . 他 生 于 英国 ,1919 来 到 美国 . 在 英国 皇家 工程 信和 号 部 任 中 尉 时 出 了 一 点 小 毛病 后 ， 
在 密西西比 一 家 木材 公司 找到 第 一 个 工作 , 他 在 那里 非常 努力 于 锯 木 的 电气 化 ,老板 就 建议 他 
在 电气 设备 领域 可 能 更 有 前 途 . 在 西方 电气 公司 工作 时 , 当 他 检查 拨号 系统 中 的 次 品 时 ,对 质量 
控制 义 有 了 兴趣 . 这 个 兴趣 使 他 在 1928 年 来 到 Bell Telephone Laboratory, 那 里 有 一 群 人 研究 
基本 的 统计 方法 . 1943 年 又 回 到 西方 电气 . 
参考 文献 
ECONOMIC CONTROL OF QUALITY OF MANUFACTURED PRODUCT. W. A. She- 
whart，D. Van Nostrand Co., Ine,, 1931, 
STATISTICAL QUALITY CONTROL. Eugene 1 Grant, MeGraw-Hill Book Company, 
1952, 


38. 对 策 论 


作者 ”摩根 斯 特 因 (COskar Morgenstern) 生 于 德国 Gorlitz, 是 普林斯顿 大 学 政治 经 济 学 教 
授 和 上 度量 经 济 研究 计划 人 负责 人 . 1925 年 一 1928 年 ,他 作为 Rockefeller 基金 会 的 Fellow 在 哈佛 
大 学 以 及 伦敦 .巴黎 .罗马 各 大 学 作 研 究 . 在 维也纳 大 学 教学 十 年 后 于 1938 年 回 到 美国 ,在 Car- 


negie 大 学 任 访问 教授 ,同年 任 普林斯顿 大 学 教授 . 摩根 斯 特 恩 也 是 Rand 公司 顾问 和 原子 能 委 
员 会 成 员 . 


参考 文献 
THE THEORY OF GAMES AND ECONOMIC BEHAVIOR, John von Neumann and Osekar 


Morgenstern, Princeton University Press, 1955, 


39. 对 策 论 的 运用 与 滥用 
作者 者 珀 波 尔 特 (Anatol Rapoport) 是 密 球根 大 学 精神 健康 研究 所 的 教授 和 高 级 研究 数 
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学 家 . 他 出 生 于 俄国 ,在 芝加哥 的 公立 学 校 受 教育 ,在 维也纳 国立 音乐 学 院 受 音乐 训练 ,得 到 作 

曲 ,钢琴 和 指挥 学 位 , 以 后 四 年 中 他 在 欧 、. 美 . 墨 西 贡 举行 音乐 会 ; 1937 年 26 岁 时 人 世 加 硝 大 学 

为 新 生 ,并 于 1941 年 获 数学 Ph. D. - 战 期 间 ,他 在 美国 空军 服役 ,于 阿拉 斯 加 担任 与 苏联 空军 

的 联络 官 , 以 后 雷 珀 该 尔 特 在 Lilinois Institute of Technology 教 数学 ,1947 年 到 1954 年 为 芝 加 

哥 大 学 的 研究 助理 ,后 为 数学 生物 物理 助理 教授 ,在 行为 科学 高 等 研究 中 心 又 呆 了 一 年 . 1955 年 

去 密歇根 . 
参考 文献 . 

THE COMPLEAT STRATEGYST.: BEING A PRIMER ON THFE THEORY OF GAMES OF 
STRATEGY,. J.D.Wiliams. McGraw-Hill Book Co., Ine., 1954, 

INTRODUCTION TO THE THEORY OF GAMES. J. CC， MekKinsey. The Rand Corpora- 
tion. McGraw-Hill Book Co,, Inc, 1952. 

STRATEGY AND MARKET STRUCTURE. COMPETITION, OLIGOPOLY AND THE 
THEORY OF GAMES. Martin Shubik. John Wiley & Sons, Ine., 1959. . 

THE STRATEGY OF CONFLICT. Thomas C. Schelling, Harvard University Press, 1960, 

THEORY OF GAMES AND STATISTICAL DECISIONS. David Blackwell and M, A. Gir- 
Shick, john Wiley &. Sons, Inc., 1954. - 

THEORY OF GAMES AS A TOOI FOR THE MORAT, PHIILOSOPHER. R.B. Braithwaite. 
Cambridge University Press, 1955. 


40. 通讯 的 数学 


作者 ” 见 23, 概率 论 
参考 文献 

A MATHEMATICAI. THEORY OF COMMUNICATION, C.E. Shannon in Bell System Technical 
J ournal, Vol. 27, pages 379— 423; July, 1948, Pages 623—656; October, 1948, 


41. 线性 规划 


作者 ” 库 树 (William W., Cooper) 和 和 查 恩 斯 (Abraham Charnes) 在 全 写本 文 时 都 在 Carnegie 
Institute of Technology 的 工业 管理 研究 生 院 ,在 那里 ;他 们 在 教学 与 研究 中 把 经 济 学 与 数学 结 
合 起 来 . 库 柏 现 为 Carnegie 的 经 济 学 教授 . 1954 年 他 为 管理 科学 研究 所 主席 ,该 所 主 复 从 事 王 
在 企业 中 应 用 科学 分 析 . 查 恩 期 现 为 西北 大 学 应 用 数学 和 经 济 学 教授 . 他 在 离开 Carnegie Insti- 
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tute of Technology 以 后 曾 任 Purdue 大 学 的 数学 教授 和 研究 系 主 任 二 年 . 然后 于 1957 年 任 西北 

大 学 教授 . 和 库 柏 一 样 ,他 也 在 管理 科学 研究 所 工作 ,1960 年 起 任 主 席 ， 
参考 文献 

AN INTRODUCTION TO LINEAR PROGRAMMING，A. Charnes, W, W, Cooper and A. 
Henderson, John Wiley 和信 Sons, Inc,, 1959. 

ACTIVITY ANALYSIS OF PRODPDUCTION AND ALLOCATION, Edited by T, C, Koop. 
mans. John Wiley &. Sons, Inc., 1951. 

BLENDING AVIATION GASOLINES, A STUDY IN PROGRAMMING INTERDEPEND- 
ENT ACTIVITIES IN AN INTEGRATED OIL COMPANY,. A,Charnes, W. 而 .Cooper 
and B. Mellon im Econometrica, Vol. 20, No.2; April, 1952, 


2. 运筹 学 


作者 ” 莱 文 森 (Horace C, Levinson) 是 科学 作家 和 顾问 . 自 1949 年 到 1955 年 任国 家 研究 会 
议 送 筹 研究 委员 会 宇 席 . 布朗 (Arthur A. Brown) 和 任职 于 Arthur D, Little，Ine, 公司 , 他 曾 任 海 
年 运 短评 价 组 一 主 遍 . 

参考 文献 
METHODS OF OPERATIONS RESEARCH. Philip M., Morse and George E, Kimball. The 


Technology Press of Massachusetts Institute of Technology and John Wiley & Sons, Inc., 
1950. 


43, 数学 机 器 


作者 ” 戴 维 斯 (Harry ML Davis) 曾 为 6 科学 美国 人 } 写 过 所 篇 文章 1949 年 因 游 泳 事故 逝世 


于 Mississippi 州 Biloxi. 他 是 很 少 有 的 职业 新 闻 人 员 之 一 :其 科学 报导 能 使 科学 家 也 为 之 倾心 ， 
参考 文献 


PUNCHED CARD METHODS IN SCIENTIFIC COMPUTATION, W.J. Eckert. The Thom- 
as J. Watson Astronomical Computing Bureau, Columbia University, 1940., 


PROCEEDINGS OF A SYMPOSIUM ON LARGE-SCALE DIGITAL CALCULATING MA- 
CHINERY. Harvard University Press, 1948. 


44. 计算 机 


作者 ”乌拉 姆 (Stanislaw Ularmm) 是 加 州 大 学 Los Alamos 科学 实验 室 研 究 顾 问 之 一 ; 他 生 于 
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波兰 Lwow( 现 属 鸟 克 兰 ) ,于 1932 年 ,1933 年 分 别 得 到 Lwow 的 Polytechnic institute 的 M.A. 
和 DD. Se. 学 位 . 1936 年 到 美国 为 普林斯顿 高 等 研究 所 访问 学 者 ,此 前 则 在 波兰 与 英法 多 个 单位 
讲学 , 不 久 后 好 为 哈佛 大 学 Society of Fellows 的 Feliow, 1940 年 离开 哈佛 任 Wisconsin 大 学 教 
授 . 1943 年 作为 昌 哈 顿 工程 区 ”一 员 参 与 原子 弹 的 工作 . 乌拉 姆 曾 在 以 下 大 学 中 短期 工作 过 : 南 
相州 大 学 .哈佛 .MIT、Colorado 大 学 和 San Diego 加 州 大 学 ,在 Los Alamos, 己 拉 姓 与 大 勒 
(Edward Teller) 合 作 研 究 急 弹 . 他 还 发 明了 所 请 Monte-Carlo 方法 , 即 一 种 用 随机 取样 求解 数 
学 物理 问题 的 方法 . 由 于 高 速 计算 机 的 发 展 , 这 个 方法 成 为 可 实现 的 , 它 能 解决 某 些 正统 方法 无 
法 对 付 的 问题 . 乌拉 婚 是 “Propieins in Modern Mathematics ”一 书 (t1964 年 ) 的 作者 . 
参 海 文献 
AUTOMATIC DIGITAL COMPUTERS. M.V. Wilkes. John Wiley & Sons, Inc,, 1956. 
A COLLECTION OF MATHEMATICAL PRORBLEMS, Stanislaw Ulam. John Wiley & Sons, 
Inc., 1960. 

THE COMPUTER AND THE BRAIN, John von Neumann, Yale University Press, 1958. 
SELF-ORGANIZING SYSTEMS; PROCEEDINGS OF AN INTFRDISCIPLINARY CON- 
FERENCE. Edited by Marshall C. Yovits and Scott Cameron. Pergamon Press, 1960. 
TEACHING COMBINA TORIAL TRICKS TO A COMPUTER，D. H. Lehmer in Combinatori- 
al Analysis: Proceedings of Symposia in Applied Mathematics, Vol, 10, American Math- 

ematical Society, 1960., 


45. 计算 机 的 逻辑 和 存储 


作者 伊 文 思 CDavid C. Evans) ,Utah 大 学 电机 工程 教授 ,计算 机 科学 主任 . 他 1949 年 毕业 
于 该 校 ,四 年 后 又 在 该 校 获 物 理学 Ph, D. 学 位 . 然后 又 在 柏 克 利加 州 大 学 当 了 教授 和 计算 栅 系 
副 主 任 三 年 ,再 回 到 Utah 大 学 . 伊 文思 这 样 播 述 自己 的 主要 兴趣 ;“ 人 机 系统 ;计算 机 辅助 解 题 
的 交互 式 计算 系统 的 发 展 .” 
参考 文献 
DESIGN OF TRANSISTORIZED CIRCUITS FOR DIGITAL COMPUTERS,. Abraham 工 
Pressman，John F. Rider Publisher, Inc,, 1959. | 
LOGICAL DESIGN OF DIGITAL COMPUTERS, Montgomery Phister. John Wiley & Sons, 


] 


* 译 往 :Manhattan Engineer District 是 美国 研制 原子 弹 计 划 的 代 导 ,通称 曼 险 上 顿 计划 . 
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Inc., 1958. 

SQUARE-LOOP FERRITE CIRCUITRY,; STORAGE AND LOGIC TECHNIQUES. C.J]. 
Quartly. Prentice-Hall, Inec,, 1962. 

SWITCHING CIRCUITS AND LOGICAL DESIGN. S. H. Caldwell. John Wiley & Sons， 
Inc,, 1958. 

THEQRY AND DESIGN OF DIGITAL MACHINES. Thomas C, Bartee, Irwin 1. Lebow and 
Irving S. Reed. MceGraw-Hill Book Company, Inc., 1962. 


46. 计算 机 在 科学 中 的 应 用 


作者 ” 厄 廷 格 (Aathony G, Oettinger) ,哈佛 大 学 语言 学 和 应 用 数学 教授 . 从 1947 年 以 来 一 

直 在 哈佛 ,只 有 1951- 一 1952 学 年 度 在 剑桥 大 党 为 Henry Fellows, 他 在 险 佛 1951 年 得 学 十 学位， 

1954 年 得 博士 学 位 . 他 现在 的 兴趣 是 计算 机 在 教育 中 的 应 用 的 问题 . 
参考 文献 

AUTOMATIC PROCESSING OF NATURAL AND FORMAL LANGUAGES. A.G. Oetting- 
er Im Proceedings of IFIPS Congress, 65: Voi. I, edited by Wayne A. Kalenich. Spartan 
Rooks, 1965. 

COMPUTER ANALYSIS OF NATURAL LANGUAGES. Susumo Kuno in Mathematical!l As- 
pects of Computer Science, edited by Jack Schwartz. American Mathematical Society, in 
press. 

COMPUTER AUGMENTATION OF HUMAN REASONING. Edited by Margo A, Sass and 
William D. Wilkinson. Spartan Books, 1985. 

COMPUTING PROBLEMS AND METHODS IN X-RAY CRYSTALLOGRAPHY. C. LL 
Coulter in Advances in Computers: Vol. V, edited by Franz L. Alt and M. Rubinoff, Aca- 
demic Press Inc,, 1964, 

DATA COLLECTION AND REDUCTION FOR NUCLEAR PARTICLE TRACE DETECTO- 
RS. H.,Gelernter in Advances in Caomputers: Vol VI, edited by Franz L. Alt and M. Rubi- 
hoff. Academic Press Inc., 1965. 

PLANS AND THE STRUCTURE OF BEHAVIOR, G. A. Miller, E. Galanter and K. H. Pri- 
bram, Holt, Rinehart & Winston, 1960. 

AVISION OF TECHNOLOGY AND EDUCATION. A.G. Dettinger in Commianications o f 
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the ACM, Wol, 与 ， No， 了 ， PAages 487—490， July， 19868. 


47. 系统 分 析 与 编程 


作者 ”斯 特 拉 切 (Christopher Strachey)? 是 牛津 大 学 计算 实验 室 编 程 研究 组 领导 人 . 他 1939 
年 毕业 于 剑桥 大 学 , 战 时 作为 物理 学 家 ,从 事 雷 达 用 真空 管 的 设计 . 从 1944 年 到 1951 年 ,他 在 
预备 学 校 教书 ;这 以 后 就 一 直 与 计算 机 打交道 . “我 的 主要 兴趣 ”, 他 写 道 ,“ 是 发 展 编程 的 数学 基 
础 ,而 如 宁可 能 就 将 它 简 化 (特别 是 对 大 "软件 ”系统 ) ,使 计算 机 的 设计 更 合理 .” 
参考 立 献 
ADVANCES IN PROGRAMMING AND NON-NUMERICAL COMPUTATION Edited by 
1 Fox. Pergamon Press, 1966, 
A GUIDE TO FORTRAN PROGRAMMING. Daniel D. MeCracken John Wiley &. Sons, Inec. 
， 1961. 
INTRODUCTION TO ALGOL. R. Baumann, M. Feliciano, F. [.. Bauer and K. Samelson. 
Prentice- Hall, Inc., 1964. 
PROGRAMMING COMPUTERS TO PLAY GAMES. Arthur 1 Samuel im Advances in Com- 
puters: Vol,l, edited by Franz 1. Alt. Academic Press, Ine., 1960. 


48. 控制 论 


作者 ” 维 纳 (Norbert Wiener) 在 1964 年 去 世 前 是 MIT 荣誉 数学 教授 . 在 哈佛 大 学 获 
Ph. D, 学 位 后 ,得 到 Sheidon 旅行 奖学金 ,任教 于 哈佛 大 学 和 Maine 大 学 ,并 为 “美国 百科 全 书 ” 
‘(Encyciopedia Americun) 写 作 . 自 1919 年 起 维 纳 一 直 担 任 MIT 教授 ,其 中 只 中 断 教 党 一 次 ,一 
是 1926 年 一 1927 年 ,他 得 到 Guggenheim Fellowship; 男 一 次 是 1935 年 一 1936 年 在 中 国清 华 大 
学 任 访问 教授 . 

参考 文献 
A MATHEMATICAL THEORY OF COMMUNICATION. CC,E. Shannon in The Bel! SYystem 

Technicat Journal, Vol, 27, No. 3, bages 379—423}; July, 1948, 
CYBERNETICS. Norbert Wiener, John Wiley, 1948, 


49, 看 作 机 器 的 人 
作者 ” 肯 麦 尼 (John 局 Kemeny) 是 Dartmouth College 数学 教授 和 系 主 任 , 他 生 于 人 匈牙利 
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布达佩斯 ,13 岁 来 美 , 进 人 纽约 George Washington 中 学 ,以 全 班 第 一 各 毕业 , 他 然后 进 普 林 斯 
顿 大 学 ,但 内 美 周 陆军 征兵 人 伍 而 中 新 . 军 方 让 他 在 Los Alamos 搞 计算 机 ， 他 回 到 普林斯顿 以 
后 你 以 全 班 第 一 毕业 ,并 继续 攻读 数学 Ph. D. 他 当 研 究 生 的 最 后 一 年 是 爱 央 斯 坦 的 动手 . 他 本 
人 的 研究 绝 大 部 分 在 形式 逻辑 中 . 
参考 文献 
SOLVABLE AND UNSOLVABLE PROBLEMS, A. M. Turing in Science News, No. 31, pa- 
ges 7-—23, Penguin Books, 1954. 
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Ahrendt, Myr]l H，TAe Marthematics of Space Exrploration. Holt, Rinehart and Winston, 
1965. 

Bailey, Norman T,J. The Mathematical Approach to Biology and Medicine, john Wiley and 
Sons, 1967. 

Boas, Mary L. Mathematica! Methods in the Physical Sciences, John Wiley and Sons, 1956. 

Born, Max. Finstein’s Theory of Relativity. Rev. ed., Dover Publications ,1962. 

Dorn, William §,, and Herbert Greenberg, Mathematics and Computing. John Wiley and 
Sons, 1967, 

Fink, Donald G. Computers and the Human Mind. Double-day, 1966. 

Friedman, Bernard. Principles.and Technigues of Applied Mathematics. John Wiley and 
Sons, 1956., 

Friedrichs, Kurt O. From Pythagoras to Finstein. Random House, 1965. 

Ryabov, Y. An Elementary Survey of telesttal Mechanics. Dover Publications ,1981, 

Singh, Jagit. Great ldeas in In formation Theory, Language and Cybernetics. Dover Publica- 
tions, 1966, 

Stibitz, G. R, Mathematics in Medicine and the Life Sciences. Year Book Medical Publishers, 
1966. ， 

Sutton, O. G. Mathematics in Action. Ga. Bell, ]1957, 

Wilf, Herbert S,. Mathematics for the Physical Sciences. John Wiley and Sons，1962. 


话 后 老 


这 本 书 是 一 本 文集 ,由 M . 克 莱 因 主编 , 他 在 (科学 美国 人 ?杂志 上 从 1940 年 代 末 到 
1960 年 代 中 发 表 的 有 关 数 学 的 论文 中 ,选集 而 成 本 书 . 全 书 分 五 个 部 分 ,每 一 部 分 均 由 克 莱 
因 作 了 引言 ,全 书 又 加 上 他 的 序言 . 这 些 引言 与 序言 反映 了 主编 的 观点 ,与 各 文 作者 的 观点 
不 一 定 相 同 . | 

几 十 篇 文章 作者 各 异 , 既 有 一 个 时 代 的 大 师 , 也 有 在 菜 -方面 有 相当 成 就 ,在 某 一 领域 
中 起 了 很 大 作用 的 科学 家 ,还 有 科普 作家 和 新闻 记者 . 体例 也 不 同 : 有 科学 家 对 自己 工作 的 
总 结 与 前 瞻 , 有 对 某 一 分 支 的 通俗 介绍 ,也 有 轶 闻 趣 事 . 也 因此 ,水 平 自然 不 同 . 特别 是 这 几 
十 年 来 数学 科学 突飞猛进 ,二 三 十 年 前 的 研究 今天 看 来 ,有 的 过 时 了 ,有 的 后 来 得 到 了 重大 
发 展 ,也 有 的 经 过 几 十 年 科学 发 展 的 检验 ,证 明 当 初 的 某 些 估计 与 期 望 是 过 高 了 的 . 因此 ， 
这 本 书 有 些 篇 章 会 向 读者 介绍 一 些 数学 知识 而 至 今 仍 有 用 处 ,有 些 会 向 读者 提出 深刻 的 思 
想 与 问题 ,有 的 则 只 有 历史 的 兴趣 了 . 但 确 有 不 少 材料 对 教学 会 十 分 有 用 . 翻译 时 略 示 了 -_- 
篇 ,是 讲 数理 逻辑 的 , 这 是 因为 如 果 也 译 了 这 一 篇 势必 加 上 过 多 的 说 明 , 不 一 定 符合 原作 者 
的 意图 了 . 

由 于 一 本 文集 不 可 能 有 一 致 的 观点 ,特别 是 请 不 要 认为 主编 的 观点 一 定 就 是 能 得 公认 
的 ,这 就 需要 读者 自己 去 思考 判断 . 如 果 这 本 文集 会 有 用 处 ,可 能 主要 在 于 引起 读者 进一步 
钻研 的 兴趣 . 但 是 这 本 文集 不 可 能 作为 专门 著作 或 教材 来 用 . 由 于 数学 的 特点 ,其 绝 大 部 分 
不 用 一 定 的 “公式 "“ 符 号 ?是 没有 办 法 讲 的 , 所 以 这 几 十 年 来 数学 一 还 不 用 更 广泛 的 说 
法 ,数理 科学 一 一 的 许多 伟大 的 进步 在 这 里 完全 没有 办 法 讲 . 通俗 作品 要 做 到 “ 通 ” 而 不 
“ 俗 ”, 当 是 极致 , 中 国人 ,外 国人 想 登 上 这 样 的 高 度 都 是 同样 困难 的 所 以 应 该 提醒 一 下 读 
者 , 千 万 不 要 以 为 读 了 几 篇 文章 就 “ 懂 ” 了 什么 . 如 果 文 集 能 引起 读者 ,特别 是 青年 读者 , 想 
“ 爸 " 一 点 什么 的 愿望 , 译 者 也 只 天 这样 要 求 了 .但 基 , 对 有 心 人 说 来 ,这 本 文集 仍然 是 有 用 
的 . 

由 于 篇 幅 太 大 , 译 时 分 工 进行 如 下 ， 


译 后记 675 


1 一 4 章 刘 小 力 ; 

5 一 12,31 一 35,37,40 一 42,44,48,49 章 齐 民 友 ; 

13 一 25,43,45 一 47 章 干 丹 岩 ， 

26 一 30 章 ” 康 宏 过 ; 

36,38,39 章 ” 忠 树 中 . 

泽 者 不 一 定 同意 原作 者 的 看 法 ,因此 原文 不 代表 译 者 的 观点 ,除了 有 必要 ,我 们 一 般 也 不 加 
说 明 . 所 加 的 译注 ,也 员 代 表 加 注 的 同志 个 入 的 观点 ,因为 我 们 从 事 翻 译 的 入 也 各 有 自己 的 看 
法 ,没有 必要 取得 一 致 . 特别 是 这 篇 译 后 记 , 员 能 由 我 负责 . 


齐 民 友 
1999. 3. 12. 植树 节 
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